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Klasicka logika v kontextu svych zobecnéni
a boj docenta Fialy proti vétrnym mlyntim

Petr Hdjek a Antonin Sochor, Praha

Ve svém ¢lanku ,Je elementarni logika totéZ co logika prvniho f4du?“ [4] diskutuje
doc. Fiala otdzku, kterd je nizvem jeho &lanku. Rik4, e ,mnozi soudi, Ze neni
logiky kromé logiky prvniho ¥adu“, a cituje ,,Hilbertovu tezi“, kterou formuluje takto:
»viechny matematické vyroky lze vyjadfit v logice prvniho ¥adu a neformalni pojem
dokazatelnosti 1ze nahradit formalnim pojmem dokazatelnosti v logice prvniho fadu“.
Takto formulovanou tezi zpochybfiuje tim, Ze uvadi néktera znama podstatnd rozsifeni
predikatového podtu 1. fadu (zejména kvantifikdtor ,existuje nekone¢né mnoho“ a tzv.
henkinovské kvantifikitory) a navrhuje zahrnout zejména Henkinovy kvantifikatory do
selementarni logiky“. Na konci ¢lanku uvaZuje o tom, zda ,zastanci staré logiky budou
vymyslet vielijaké triky (...) na jeji zdchranu.“

Pojem elementéarni logiky neni v uvedeném ¢lanku nijak precizovan, takze se lze jen
domyslet, co se tim mysli: patrné jde o to, ktera logika ma byt vzata za zéklad (studia)
a s kterou maji byt viechny ostatni srovnavany. Logikou prvniho faddu se zfejmé& rozumi
dvouhodnotovy predikitovy polet (1. fadu), tedy to, co je v matematické logice ¢asto
nazyvano klasickou logikou.

Fialtiv €lanek') je nutno z valné &4sti odmitnout jako nevécny, protoze nereflektuje
dostate¢né situaci v sou€asné matematické logice (o jiné logice zde nebude Fe€) a nabizi
nevhodné FeSeni. Pokusime se

1. pozitivné vymezit misto klasické logiky v matematické logice,

2. objektivné zhodnotit logiku henkinovskych kvantifikitorti v kontextu raznych zo-
becnéni klasické logiky a nakonec

3. vzit vazné Fialovu otdzku chdpanou jako otdzku, zda je moZno, aby centralni misto
v logice zaujal jiny systém neZ klasicka logika.

1. Klasicka logika mé pf¥irozené centrdlni misto v logice.
Klasickou logiku je moZno prezentovat v riznych navzijem ekvivalentnich podo-

béach?), ale jde o jedineény matematicky objekt, podobné jako struktura redlnych &isel
nebo euklidovska rovina.

1) Predpoklddame, Ze &tendf ma tento Elanek k dispozici.

2) Rizné moZnosti volby zédkladnich logickych spojek, jeden zakladni kvantifikdtor nebo
dva, logika s funkcemi &i bez funkci atd.

Prof. RNDr. PETR HAJEK, DrSc. (1940), UIVT AV CR Praha, RNDr. ANTON{N SOCHOR,
DrSc. (1942), MU AV CR Praha.
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Pro pohodli ¢tenéie, ktery neni odbornikem v matematické logice, uvedme nejprve
n&které charakteristické vlastnosti®) a pfipomefime nékteré zikladni pojmy klasické
logiky. (Odbornik necht toto shrnuti pfeskodi.)

o Vyroky jsou finitni objekty. Pojem vyroku je matematizovdn pojmem formule.
Formule si lze predstavovat jako koneéné posloupnosti prvki jisté abecedy (slova,
napi. (Vz)(Vy)(z +y =y +z) neboz Sy = z+ 2 <y + 2z apod.), pfi¢emZ umime
algoritmicky rozpoznat, zda néjaké slovo v nasi abecedé je formule nebo neni (napf.
V+++ neni formule). Technicky fefeno, mnozina vSech formuli je rekurzivni. Jesté
jednou, to znamena, Ze existuje algoritmus, ktery pro kazdé slovo z nasi abecedy
po koneéné mnoha krocich fekne budto ,ano“ — slovo je formule, nebo ,ne“ —
neni to formule. V tomto smyslu budeme pouZivat pojem rekurzivni mnoZiny (slov,
pfirozenych é&isel apod.).

o Sémantika je dobie definovdna. Je pfesné definovano, co jsou modely predikito-
vého poétu. Kazdy model M sestdvd z nosné mnoziny M a z mnoZinovych relaci
(interpretujicich symboly jako <, zvané predikdty) a z mnoZinovych operaci na M
(interpretujicich symboly jako +, zvané funkéni symboly). Je pfesné definovéno, co
znamend, ze formule @ je pravdivda v M (pomoci jisté slavné Tarského definice). Jsou
dvé pravdivostni hodnoty: pravda a nepravda (dvouhodnotovost klasické logiky).

o Dedukce je dobfe definovdina. Pojem dikazu je rekurzivni. Jisté formule jsou prohla-
Seny za logické aziomy a jsou definovana jistd dedukéni pravidla. Teorie v klasické
logice je ddna néjakou mnozinou formuli zvanych specidlni aziomy této teorie (napf.
axiomy grupy). Logicky dikaz je konetna posloupnost formuli, jejiz kaZdy clen je
bud logicky axiom, nebo bezprostiedné vyplyvéa z nékterych pfedchozich &leni podle
nékterého dedukéniho pravidla. Dikaez v teorii T je definovan podobné, ale navic se
v ném mohou vyskytovat specidlni axiomy teorie T'. Formule je dokazatelnd, je-li
¢lenem néjakého dikazu. Velmi podstatné je, Ze mnozZina vSech logickych axiomi
a také pojem bezprostfedniho vyplyvani je rekurzivni (v jiz uvedeném smyslu)
a z toho uZ plyne, Ze mnozina vSech logickych dikazi je rekurzivni. Je-li mnoZina
specidlnich axiomi néjaké teorie T rekurzivni, pak je rekurzivni i mnozina dikazl
v této teorii. To 4odpovidé pozadavku objektivni verifikovatelnosti toho, zda néco
je ¢i neni dikaz: kdybychom neuméli rozpoznavat, zda formule je ¢i neni axiomem
(a také zda bezprostfedné vyplyva z jinjch podle nékterého dedukéniho pravidla),
neuméli bychom ani rozpoznavat, zda néjaky text je ¢i neni dilkaz, coz odporuje
»klasické“ pfedstavé o logice a dedukci.

e Dedukce je v dokonalém vztahu k pravdivosti. Kazdy axiom klasické logiky je prav-
divy ve v3ech jejich modelech a dedukéni pravidla zachovavaji pravdivost; tedy
kazda formule logicky dokazatelnd je pravdiva ve vSech modelech. Model teorie T
je model logiky, v némZ jsou pravdivé vSechny specialni axiomy teorie T. Kazda
formule dokazatelna v T je pravdiva ve viech modelech této teorie. Tato vlastnost se
nazyva korektnost. Obracena a mnohem hlubsi vlastnost je tdpinost: Kazda formule

3) Pozd&ji uvedeme, které z t&hto vlastnosti logika s henkinovskymi kvantifikitory ma
a které nikoli.
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pravdiva ve viech modelech (klasické logiky nebo n&jaké teorie T' nad touto logikou)
je dokazatelnd (v klasické logice, v teorii T'). Tedy: klasickd logika (predikatovy
pocet 1. fadu) je rekurzivné iplné aziomatizovand. JeSté jednou: to znamena, Ze mé
rekurzivni axiomatizaci, kterd je korektni a iplna vici jeho sémantice.

Historickym vyvojem se stala klasicka logika centralni sou¢asti matematické logiky.
K tomu, Ze si tuto pozici udrZela (a patrn& udrzi i v budoucnosti), velikou mérou
pfispély jeji pravé popsané vlastnosti. Nicméné rozhodujici mérou zapisobila i dosta-
tedna sila klasické logiky a zejména souhlas vétSiny matematické komunity, Ze pravidla
klasické logiky formalizuji pravidla matematického uvaZovani*).

Fialovu formulaci , Hilbertovy teze“ je nutno opravit takto: Empiricky se ukazuje, zZe
celou sou¢asnou matematiku je moZno vybudovat ve vhodnych rekurzivné axiomatizo-
vanych teoriich v rdmci klasické logiky. Ulohu takovéto vhodné teorie samoziejms hraje
ve v&t§iné pfipadi teorie mnoZin. Skuteénost, Ze lze formulovat rekurzivné axiomati-
zovanou teorii mnozin (Zermelo-Fraenkelovu nebo ji ekvivalentni Bernays-Gdelovu)
v ramci klasické logiky a uvnitf ni vybudovat zejména pojmy koneénych a nekoneénych
mnozin, hierarchii mohutnosti atd., je obrovskou vymozenosti: nejsou tfeba razné
typy®) apod., sta&i klasické logika. Uvnit¥ teorie mnozin je pojem ,existuje nekone¢n&
mnoho“ definovan formuli logiky 1. fddu. Pozor: Je tak definovan uvnitf teorie mnozin,
tj. v kazdém modelu teorie mnoZin mé poZadované vlastnosti. Analogicky v kazdém
modelu teorie mnozin mame rizné mohutnosti, pfitom cely model se zvnéjiku mize
jevit spoletny — a vidét v tom ,paradox® je staromddni, tak jako dnes nikdo z ma-
tematiki (ani doc. Fiala) nevidi paradox ve skute€nosti, Ze nekoneénou mnozinu lze
prosté zobrazit na jeji vlastni ¢ast.

Jesté na vysvétlenou: elementarni teorie grup ma symboly pro rovnost a grupové
stitani (chcete-li, je§t& pro neutralni prvek a prvek inverzni k danému)®); skute¢nost,
Ze neexistuje formule klasické logiky pravdiva pravé ve vSech torznich (Fiala Fika:
periodickych) grupach, neni Zadné ne$tésti: elementarni teorie grup ma vhodnou inter-
pretaci v axiomatické (,elementarni“) teorii mnoZin a v teorii mnozin lze pochopitelné
kvantifikovat pfes pfirozena &isla v ni vybudovani, a tedy i rozlisit torzni grupy a grupy
bez torze.

Zmihme jeSté axiomatickou aritmetiku 1. f4du (Peanovu aritmetiku PA), ktera
je z hlediska matematické logiky vedle teorie mnoZin snad nejdilezit&jsi teorii. Je
rekurzivné axiomatizovani a lze v ni dokazat spoustu vlastnosti pfirozenych &isel
(ktera tvofi standardni model N této teorie). Ale vime diky Godelovi a daldim, Ze
ani ona, ani Zddné jeji bezesporné rekurzivné axiomatizované rozsifeni nedokazuje
vdechny véty pravdivé v N: mnozina vét pravdivych v N je vysoce neefektivni (neni
aritmetickd). Ov8emZe existuje nerekurzivni axiomatika, dokazujici pravé viechny véty
pravdivé v N, totiz mnoZina vét pravdivych v N. Brat ji za ,elementarni“ aritmetiku

*) V tomto bod& neni rozporu s &éldnkem (4], doc. Fiala navrhuje pouze p¥idat dalsi principy.
Naopak stoupenci intuicionistické logiky (viz ddle) navrhuji n&které principy vypustit.

5) V Russellové pojeti.

%) Vida: zde se termin ,elementarni“ vskutku pouziva.
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by v8ak bylo bldhové, protoZe by neslo rozhodovat, zda néco je ¢ neni axiomem této
teorie.

Tato chvéla klasické logiky ovSem neznamend, Ze by se logici brénili intenzivnimu
studiu jinych logik, ba naopak:

2. V soudobé logice se studuje (prostfedky matematické logiky) bohaté
spektrum variant, zobecnéni a rozsifeni klasické logiky.

Uvedme struény (nevy&erpavajici) prehled.

o Intuicionistickd logika — zeslabeni klasické logiky nedokazujici zdkon vylou&eného
tfetiho. Rekurzivné axiomatizovand, Gplna vici vhodné (kripkovské) sémantice. Viz
van Dalenovu kapitolu v tfetim dile [5].

o Moddlni logiky nejraznéj$ich druhd, valnou vétSinou rekurzivné axiomatizované,
aplné vici vhodné kripkovské sémantice. Viz nékolik kapitol v druhém dile [5].

e Logiky se zobecnénymi kvantifikdtory: mohutnostni, pravdépodobnostni a jiné. Je
pozoruhodné, ze logika s kvantifikdtorem ,existuje nekoneéné mnoho“ neni rekurziv-
né Gplné axiomatizovatelna, nebot v ni 1ze vhodnou formuli odlisit standardni model
aritmetiky (Fiala to téZz uvadi) — a jak jsme Fekli, mnoZzina formuli pravdivych v N
je vysoce neefektivni a mj. ji nelze popsat jako mnoZinu formuli dokazatelnych
v néjaké rekurzivng axiomatizované teorii.

Je jesté pozoruhodnéjsi, Ze logika s kvantifikitorem ,existuje nespoéetné mnoho* je
rekurzivné axiomatizovatelnd [10]. O kvantifikitorech ,pravdépodobnost, ze p(z) je
vétsi nez a“ viz [11].

Henkinovy kvantifikdtory popisované Fialou jsou dostate¢né intenzivné studoviny
(viz napf. kapitolu ,Henkin quantifiers“ v [12]). Logika s henkinovskymi kvantifi-
kéatory se shoduje s klasickou logikou v tom, Ze formule jsou finitni objekty. Z faktu
(zddraziiovaného Fialou), Ze v této logice je definovatelny kvantifikitor ,existuje
nekonetn& mnoho“, vyplyva, Ze logika s témito kvantifikatory neni rekurzivné plné
axiomatizovatelna (kdyby méla rekurzivni axiomatizaci’), ktera je plna, méla by
jiilogika s kvantifikdtorem ,existuje nekoneéné mnoho*). Déle je obtizné definovat
korektné sémantiku henkinovskych kvantifikitord: Krynicki a Mostowski v [12]
uvadéji dvé definice, pfiemz prvni (obvykld) ma pfirozené vlastnosti pouze za
pfedpokladu axiomu vybéru.

o Logika na pripustnijch oborech (admissible sets). Zobeciiuje pojem kone¢nosti v de-
finici formule jakoZto jistého konetného objektu a vymezuje vlastnosti, které musi
mit n&jaky obor, aby formule koneéné ve smyslu tohoto oboru (ale ve skute¢nosti
mozna nekoneéné) mély vlastnosti odpovidajici vlastnostem klasické logiky (Gplnost
apod.). Viz klasickou monografii [1}].

7y Jest& jednou: takovy systém axiomi a deduk&nich pravidel, Ze pfislu¥ny pojem diikazu
je rekurzivni.
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Nejmensi pripustnd mnozina da klasickou logiku. Poznamenejme, Ze pravdépodob-
nostni kvantifikatory se pfirozené axiomatizuji v logikidch nad jinymi pfipustnymi
mnoZinami.

e Logika koneénych modeli (finite model theory). Varianta klasické logiky (nebo
i jinych systéma) pripoustéjici jen kone¢né modely. Siroce rozvijena v teoretické
informatice (databaze). Klasicky vysledek Trachtenbrotiiv fika, Ze neni rekurzivné
uplné axiomatizovatelna. Viz [3].

o Vicehodnotové logiky, fuzzy logika. Misto dvou pravdivostnich hodnot se pracuje
s algebra:ni pravdivostnich hodnot majicimi vice (kone¢né ¢i nekoneéné mnoho)
prvki. Viz napf. [6]. Zvlastni impuls pro studium vicehodnotovych logik (s kom-
parativnim pojmem pravdivosti) je fuzzy logika jakoZto logika vagnich vyroki.
Solidni matematické zdklady jsou neddvného data [7], [9]. Fuzzy logika (chdpana
jako striktni matematicka logika) nabizi systémy hluboce analogické logice klasické
s rekurzivnimi axiomatizacemi Gplnymi vi¢i velmi prirozené sémantice (vicehodno-
tovy Tarského pojem pravdy).

Z uvedeného prehledu je snad ziejmé, ze klasickou logiku neni tfeba nijak zachra-
novat: vede se ji dobfe jako prvni mezi Sirokym pribuzenstvem jinych logik, které se
prirozené rozvijeji. Patii ke spravnému chovani, aby kazda nova logika méla vyjasnén
vztah ke klasické: v jakém smyslu ji obsahuje ¢i je v ni obsazena, v ¢em ji presahuje
a jak se to ma se zakladnimi vlastnostmi, zejména moznosti rekurzivni axiomatizace
Gplné vici vhodné sémantice.

3. Takze: je klasicka logika ,,elementdarni logika*“?

Logika s henkinovskymi kvantifikatory je rozvijena a studovana; je vSak spise kurio-
zitou a jako ,centralni“,  elementarni“ logika misto klasické je velmi obtizné predstavi-
telnd predevsim pro silnou neefektivnost — nemoznost uplné rekurzivni axiomatizace
a také pro problémy s definici sémantiky®). Zdtiraznéme, %e na pozadavku, abychom
byli schopni efektivné rozpoznat, co je a co neni diukaz, se shodne prevadzna vétsina

pcmatematik?).

K tomu je nutno podotknout toto: Vime-li, Ze je nemozné logiku s henkinovskymi

} wvap tifikdtory rekurzivné axiomatizovat tplné (tj. jesté jednou: tak, aby dokazatelné
Toyly przf."vl vSechny formule pravdivé ve vSech modelech), je mozno se ptat, zda existuji
aspon reky 'Tzivni axiomatizace, které jsou korektni (co dokdzi, je pravda ve vsech
modelech) a dostatecné silné, ¢ili zda se v logice s henkinovskymi kvantifikatory da

8) Clanek [4] se " © téchto problémovych oblastech viibec nezminuje.

9 Otézka linearn - 1ho zapisu je podruzna: formule klasické logiky se Casto prezentuji neli-
nearné (jako koneéné « tromy) a formule s henkinovskymi kvantifikitory lze kédovat linedrné
(jak to ostatn& Fiala si 1 déla pti verbalnim prepisu typické henkinovské formule). K tomu
jesté dodejme: moznost/ linearniho zapisu formuli (jako slov v jisté abeced&) koresponduje
s linedrnosti pfirozenéhc » jazyka (mluveného i psaného).
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rozumné dokazovat. To je principidlni otdzka (o niZ Fiala nic nefikd). Jisté vysledky
v tomto sméru najde ¢tenaf v citovaném &ldnku Krynického a M. Mostowského v [12].
Co bylo feeno, zajisté zafazuje logiku s henkinovsk)’rmi kvantifikdtory distojné
mezi systémy vhodné jako témata doktorandskych disertaci a referati na odbornych
konferencich; ale chtit s ni zadinat znamens zacinat s mimofadné komplikovanym,
rekurzivné neaxiomatizovatelnym a obtiZné interpretovatelnym systémem.

Navic pfipomenme, v tomto stoleti se néktefi matematici pokouseli nahradit v cen-
tralni roli klasickou logiku logikou intuicionistickou. Sovétsti logici z Zertu fikali, Ze
»jeSté tato generace bude Zit v konstruktivismu“ (tedy jeji logika bude intuicionisticka)
— ale nebude. Pokus nahradit klasickou logiku intuicionistickou logikou se historicky
nezdafil, prestoze tato logika ma potfebné pozitivni vlastnosti (rekurzivni axiomati-
zovatelnost i Gplnost). Intuicionistickd logika zlstava jednou z dileZitych teoreticky
zajimavych variant klasické logiky, nic vice a nic méné.

Daleko spise nez logika s henkinovskymi kvantifikitory by mohla na misto ,elemen-
tarni logiky“ aspirovat fuzzy logika (dostatecné matematicky vybudovand, viz [9]),
kterd jednak méa uplnou rekurzivni axiomatiku, jednak matematicky dobie modeluje
vztah disledku mezi vagnimi predikaty. Ale znovu: pfirozenéjsi je zagit s klasickou
logikou a prezentovat fuzzy logiku jako jeji rozsifeni.

Ovsemze nevime, jak se bude logika dale vyvijet, ani jak se bude vyvijet cela
matematika. Kdovi: moZna Ze jednou budou matematici za zakladni matematickou
strukturu pokladdat kvaterniony a odsunou reilna ¢isla do historické veteSe. Dnes se
nam to viak zd4 absurdni — a stejné absurdni nam pfipadé (pfi vsi icté k doc. Fialovi)
predstava centralniho postaveni logiky s henkinovskymi kvantifikdtory. Nezndme zadné
zastance staré logiky, ktefi by vymysleli triky na jeji zdchranu jakozto jediné logiky;
pokud existuji, pak leda na periferii matematickologické komunity. Cim vice se rozvijeji
varianty a zobecnéni klasické logiky (coz se hojné d&je)!?), tim vice vynika centralni
misto klasické logiky. Odpovéd na Fialovu otizku ,Je elementdrni logika totéz co
logika 1. fadu?“ tedy zni: ANO.
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Co je to elementarni logika?

Jaroslav Peregrin

Ve svém ¢lanku Je elementdrni logika totéZ co predikdtovd logika prvniho Fddu?
(Pokroky matematiky, fyziky a astronomie 42, 1997, 127-133) klade Jif{ Fiala nesmirné
zajimavou otazku, zda je opodstatnéné ztotozhovat elementarni logiku s predikatovou
logikou prvniho fadu; s pomoci argument propagovanych jiz del$i dobu finskym
logikem a filosofem Jaako Hintikkou (viz jiZz jeho Logic, Language-Games and Infor-
mation, Clarendon Press, Oxford, 1973; nejnovéji jeho The Principles of Mathematics
Revisited, Cambridge University Press, Cambridge, 1996) naznatuje, Ze by tomu tak
byt nemuselo. Myslim, Ze uvadéné argumentace stoji za bliZsi rozbor.
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Hintikka v podstaté rika: Kvantifikované formule predikatové logiky jsou svou
podstatou o vybirani prvki z univerza; napiiklad Vz 3y R(z,y) nefika nic jiného nez
to, ze ke kazdému z miZeme vybrat y, které je k nému ve vztahu R. Obecnéji fikd
Hintikka to, Ze kazd4 formule je vlastné zdpisem urcité hry (ve smyslu matematické
teorie her), jejiz nékteré tahy spocivaji ve vybirani individui. Na zadkladé tohoto se pak
pta: je néjaky rozumny diavod, pro¢ se omezovat jenom na hry toho typu, které jsou
vyjadfitelné formulemi standardniho predikdtového poétu? Pro¢ pfipoustét jen hry
s Gplnou informaci (tj. ty, pfi kterych jsou pfi kazdém tahu k dispozici vSechny tahy
predchozi), pro¢ vylugovat hry jiné; tudiZ pro¢ pfipoustét jen linedrné usporadané
kvantifikdtory a neptipustit i kvantifikdtory uspofadané tfeba jen Castetné?

Doc. RNDr. JAROsLAV PEREGRIN, CSc. (1957), Filosoficky astav AV CR, Jilska 1, 11000
Praha 1.
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