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HILBERTOVY PROBLEMY

O PATEM HILBERTOVE PROBLEMU

(existence struktury Lieovy grupy na lokalné euklidovské topologické grupg)

JIRi VANZURA, Praha

Paty problém je jednim z jiz vyfeSenych Hilbertovych problémi. Jeho feSeni nim
poskytlo hluboky pohled do zakladii geometrie.

Ctenafi ktery sleduje tento serial v PMFA, je jiZ jist& znamo, 7e i o tomto problému
se muZe dodist v knize Problemy Gil’berta. Zde referuje o patém problému E. G.
SKLJARENKO. Jeho referat obsahuje velmi podrobnou historii feSeni problému, mutzZe
vSak byt srozumitelny pouze &tenafi, ktery je alespori Castedn& obeznamen s teorii
topologickych a Lieovych grup. Chci proto v tomto ¢lanku predev§im poskytnout
mozZnost sezndmit se s pAtym Hilbertovym problémem i tomu &tenafi, ktery se nikdy
o topologické a Lieovy grupy nezajimal a tak zcela védomé& odsunuji historii aZ na
druhé misto. U étenare se bude pfedpokladat pouze znalost zdkladi obecné topologie.

Zajemcim o podrobné feSeni problému doporucuji vybornou knihu D. MoNT-
GOMERYHO a L. ZippINA Topological transformation groups (viz [1]). V zavéru ¢lanku
bude téZ uvedeno mozné zobecnéni patého Hilbertova problému a povSimneme si,
¢eho se jiz v tomto sméru dosahlo.

*

Pojem grupy se objevuje v geometrii v druhé polovin€ minulého stoleti pfi studiu
kolineaci projektivniho prostoru a zahy zde ziskava centralni postaveni. Stadi jist&
pfipomenout, Ze jiz v roce 1872 FeLix KLEIN ve znamém Erlangenském programu
(viz [2], [3] Kapitola V) definuje geometrii jako studium invariantd podgrup grupy
kolineaci projektivniho prostoru. Pozornost matematikii se zpocatku soustieduje na
algebraickou stranku véci.

Problémy spojitosti a diferencovatelnosti u téchto grup transformaci se jako prvni
zabyva némecky matematik ptivodem z Norska, SopHUS LIE (viz [4]). Lie dospiva
k pojmu spojité grupy transformaci (dnes znamé spiSe pod nazvem topologicka grupa
operujici na topologickém prostoru nebo Lieova grupa operujici na diferencovatelné
varieté), ma viak velké potiZe se striktnimi formulacemi, protoZe nema k dispozici
moderni topologicky aparat.

Spojité grupy transformaci se pak intenzivné studuji, stale viak jako grupy trans-
formaci v klasickych geometrickych prostorech. Teprve v pracich L. E. J. BROUWERA
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(viz [5]) z doby kolem roku 1910 se setkdvame s pojmem spojité (= topologické)
grupy, ktera neni vazana na Zadny prostor. Trva to viak jest& dvacet let neZ je topo-
logickym a Lieovym grupam vénovana systematickd pozornost. Stile se jesté Ceka
na aparat obecné topologie. Teprve koncem dvacatych let tohoto stoleti se zadina
rozvijet celd nova matematicka disciplina, nazyvani dnes topologickou algebrou.
Jejimi zakladateli se stavaji L. S. PONTRIAGIN a JOHN VON NEUMANN. A tstiednim
pojmem této discipliny je pravé pojem topologické grupy.

Soucasné s rozvojem topologické algebry se objevuje i nova vina zajmu o Lieovy
grupy. Za nejdulezitéjsi vysledky v teorii Lieovych grup z této doby vdé&ime ELIE
CARTANOVI a HERMANNU WEYLOVI. Lieova grupa dostava striktni definici a v souvis-
losti s tim také paty Hilbertiv problém je formulovan v modernim pfesném jazyce.
Nasim prvnim cilem nyni bude dospét k takovéto formulaci Hilbertova problému.

Seznamime se nejprve s topologickymi grupami. Topologickd grupa G je mnoZina,
kterd ma na sob€ dvé€ struktury — strukturu grupy a strukturu topologického pro-
storu, pfiCemzZ obé struktury jsou spolu vazany t€mito podminkami:

(1) zobrazeni G x G — G tvaru (g, g,) = g9, je spojité,
(2) zobrazeni G — G tvaru g <> g~ ! je rovnéZ spojité.

G x G zde uvazujeme s topologii kartézského soucinu.

Budeme fikat, Ze topologickd grupa G operuje zprava na topologickém prostoru
X, je-li dano spojité zobrazeni X x G - X (X x G ma opét topologii kartézského
soudinu) pfifazujici dvojici (x, g) € X x G prvek xg € X, piicemz

(1) xe = x pro viechna x € X, kde e je jednotkovy prvek grupy G,
(2) (xg1) 92 = x(9192) pro vSechna x€ X, g, g, € G.

‘Zcela analogicky se definuje operace zleva.

Lokdlni grupa Lje mnoZina, kterd ma na sob& rovné€z dvé struktury. Je to jednak
algebraick4 parcilni binarni struktura (tj. pro n&které dvojice prvki z Lje definovan
jejich soucin lezici rovn&Z v L), ktera je asociativni a ma jednotkovy prvek, jednak
struktura souvislého topologického prostoru. Pfitom musi byt splnény tyto podminky:

(1) Je-li pro dva prvky Iy, I, € L definovan soutin I,1,, potom existuje okoli U,
prvku I, a okoli U, prvku I, takové, Ze pro libovolné dva prvky I e Uy, l; e U,
je sou&in I}l definovan. Znag&i-li D = L x LmnoZinu vSech dvojic (I, 1,), pro které
je soudin /,1, definovan, potom zobrazeni D — L zadané pfedpisem (ll, 12) = 1,1,
je spojité.

(2) Existuje-li k prvku l e L prvek inverzni [7', potom Ize nalézt okoli U prvku [
takové, 7e pro kazdé I'e U existuje I'"'. Znadi-li I < L mnoZinu viech prvka I,
pro n&Z I~! existuje, potom zobrazeni I — L zadané pfedpisem I < I™* je spojité.

Ctenaf se miiZe nyni sim snadno pfesvéd(it, Ze aditivni grupa R" n-tic redlnych
&isel a multiplikativni grupa GL(n, R) vSech regularnich matic typu (n, n) jsou topo-
logické grupy. R" bereme s obvyklou topologii; GL(n, R) chapeme jako otevienou
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podmnozinu v R”. Thned je také vidét, Ze libovolna podgrupa topologické grupy
s indukovanou topologii je topologickd grupa. Nasobeni vektoru z R" matici
z GL(n, R) zprava (zleva) je operaci zprava (zleva) topologické grupy GL(n, R) na
topologickém prostoru R". Vezmeme-li souvislé oteviené okoli Ljednotkového prvku
topologické grupy a na ném indukovanou topologii, dostdvame piiklad lokalni
grupy. Lokalné grupovy souéin dvou prvkii [, I, € Lje definovan pravé tehdy, jestlize
jejich grupovy soucin [,1, lezi v L. -

V dal§im budeme sméfovat k pojmu Lieovy grupy. Za tim tGéelem se v§ak musime
nejprve seznamit s pojmem variety. Zaéneme né€kolika definicemi. Bud V topologicky
prostor. Mapa na topologickém prostoruV je kazda dvojice (U, ¢), kde U je oteviena
podmnoZina ve ¥V a ¢ : U — ¢(U) je homeomorfismus U na otevienou mnoZinu
v euklidovském prostoru R". Cislo n se v takovém piipadé nazyva dimenze mapy
(U, ). S pouzitim pfirozeného kartézského soufadnicového systému (x,, ..., x,) na
R" dostavame na oteviené mnoZing U n-tici realnych funkci tvaru (x; 0 ¢, ..., x, 0 ¢).
Tyto funkce se nazyvaji souradnice (soufadnicovy systém) na U. Je samoziejmé, Ze ne
na kazdém topologickém prostoru existuji mapy. Nas vSak budou nyni zajimat pravé
ty specialni topologické prostory, na nichZ mapy existuji.

NeZ budeme nyni pokradovat, pfipometime jesté jednu znamou definici. Je-li f
zobrazeni oteviené mnoZiny 4 = R™ do oteviené mnoZiny B = R", potom toto
zobrazeni miiZeme vyjadfit pomoci n funkci m prom&nnych ve tvaru f = (f'(xy, ...,
X)s + o S(X 15 - s X,n)). ZnaCi-li r celé nezaporné &islo, potom fekneme, Ze zobrazeni f
je r-krdt spojité diferencovatelné, ma-li kazda z funkcif’, ..., f" na A spojité parcialni
derivace az do fadu r v&etn&. Pod pojmem funkce ma na A spojité parcialni derivace
az do fadu 0 vCetné myslime ovsem, Ze tato funkce je na A4 spojitd. Dale budeme fikat,
Ze zobrazeni f je oco-krdt (w-kra’t) spojité diferencovatelné, ma-li kazda z funkci
f', ..., /" na A spojité parcialni derivace viech fad (je-li kazda z funkci f*, ..., /" na
A realna analytickd, tj. v okoli kazdého bodu z A rozvinutelna v konvergentni moc-
ninnou fadu).

1

Necht r nyni znac¢i nezdporné celé Cislo, symbol oo nebo symbol w. Atlas tridy C”
na topologickém prostoru V je systém map {(U,, ¢,); i €I} stejné dimenze na tomto
prostoru (I je néjaka indexova mnoZina), pro ktery plati:

(1) mnoZiny U; pokryvaji V,

(2) pro libovolné dva indexy i, j € I takové, Ze U; 0 U; # 0 je zobrazeni ¢ o7
10U, nU;) > ¢,(U; 0 U,) r-krét spojité diferencovatelné.

Zde ¢(U; n U;)a ¢ (U; 0 Uj) jsou oteviené mnoZiny v R".

Zobrazeni ¢ o @; " je oviem vzdy 0-krat spojit& diferencovatelné. Pfedpokladejme
nyni, Z¢ na V je dan atlas «/ tfidy C". Mapa (U, ¢) téZe dimenze jako jsou mapy
atlasu &/ se nazyva mapa C* — vdzand s atlasem /(s < r), jestlize pro kazdé
iel, pro néZ U nU,; % 0 je zobrazeni ¢ o ;' : (U nU,) - o(U nU,) s-krat
spojité diferencovatelné. Atlas tfidy C”, ktery ma tu vlastnost, Ze kazda mapa s nim
C'- vazana do tohoto atlasu patfi, se nazyva uplny atlas tFidy C". Je jasné, Ze kazdy
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atlas tiidy C" muze byt doplnén na tplny atlas tfidy C" tak, Ze k nému viechny mapy
s nim vazané prosté pridame.

Varieta tfidy C" je topologicky prostor, na némz je dan Uplny atlas tfidy C".
Cislo n, které je dimenzi viech map atlasu, se nazyva dimenze variety. Byva zvykem
misto varieta tfidy C° fikat topologickd varieta, misto varieta tiidy C* diferencova-
telnd varieta a misto varieta tiidy C* (redlnd) analytickd varieta. K zadani struktury
variety staci na topologickém prostoru zadat jakykoli atlas, protoZze kaZdy atlas
lze doplnit na uplny, jak vime z dfivéjska. Tak si povS§imnéme, Ze na euklidovském
prostoru R" stadi k zadani struktury analytické variety jedina mapa (R”, id), kde id je
identické zobrazeni R”" na sebe. Ctenaf se miZe sam pfesvédéit, Ze na oteviené pod-
mnoZing variety tiidy C" Ize kanonickym zpsobem (ziZenim map) zavést strukturu
variety tfidy C". Dimenze oteviené mnoZiny jako variety je pfitom stejné jako dimenze
plivodni variety. RovnéZz celkem snadno lze ukazat, Ze na kartézském soucinu dvou
variet téZe tiidy C" Ize kanonickym zpiisobem (kartézskym vynasobenim map) zavést
strukturu variety tfidy C". Ma-li prvni varieta dimenzi m a druha n, potom jejich
kartézsky soucin ma dimenzi m + n. Za malou chvili se setkAme s dal$imi, méné
trividlnimi ptiklady variet.

Uvazujme nyni dvojici variet, varietu V; tfidy C" s iplnym atlasem o/, a varietu
V, téze t¥idy C" s Gplnym atlasem 7 ,. Spojité zobrazeni f : V, — V, budeme nazyvat
zobrazeni tfidy C*(s < r) variety V; do variety V,, je-li spIn&na tato podminka:

(*) je-li (U4, @) mapa z atlasu ./, a (U, ¢,) mapa z atlasu s/, pficemz f(U,) =

< U,, potom zobrazeni ¢, o fo @7 ' : ¢,(U,) - ¢,(U,) je s-krat spojité diferenco-
vatelné.
V pripadé r = s = oo byva zvykem misto terminu zobrazeni t¥idy C* pouzivat
terminu diferencovatelné zobrazeni a v pfipadé r = s = @ misto zobrazeni t¥idy
C? tikat (redlné) analytické zobrazeni. Pov§imnéte si toho, Ze podminka (*) nefika
nic jiného, nez Ze vyjadiime-li si zobrazeni f pomoci libovolnych vhodnych soufadni-
covych systémii na V; a V, ve tvaru funkci vice proménnych, potom tyto funkce jsou
s-krat spojit¢ diferencovatelné. Je-li dim V;, = m a dim V, = n, potom ¢,(U,) je
otevfena mnoZina v R™ a ¢,(U,) oteviena mnoZina v R". PouZijeme-li kartézského
soufadnicového systému (x,, ..., x,,) na R™ a kartézského soufadnicového systému
(»1» -+ y,) na R", potom zobrazeni ¢, o fc ;' lze psat ve tvaru

Vi =S X0 e Xp)y oeos Voo = S"(X 10w ooy Xp) -

Nyni jiZ mame pfipraveny vSechny nutné prostfedky k definici Lieovy grupy.
Uv&domme si (coZ si tenaf sam snadno dokaZe), ze (souvislé) komponenta jednotko-
vého prvku v topologické grup€ je podgrupa. Lieova grupa G je definovana jako
mnoZina se dvéma strukturami — strukturou topologické grupy a strukturou analy-
tické variety na komponenté G, jednotkového prvku této topologické grupy. P¥itom
musi byt splnény nasledujici dvé podminky (srovnej s definici topologické grupy)

(1) zobrazeni G, x G, — G, tvaru (g, 92) < g9, je analytické,
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(2) zobrazeni G, — G, tvaru g = g~ ! je rovn&z analytické.

G, x G, je analyticka varieta vznikla kartézskym vynasobenim analytické variety G,
se sebou samou.

Rekneme, 7e Lieova grupa G operuje zprava na analytické varieté V, je-li dano
spojité zobrazeni V x G — V pfifazujici dvojici (x, g) € V x G prvek xg € V, pfiemz

(1) xe = x pro viechna x € V, kde e je jednotkovy prvek grupy G,

(2) (xg1) 92 = x(g192) pro viechna xe V, g,,9,€ G,
(3) zobrazeni V x G, — V, které je ziZenim zobrazeni V x G —» V je analytické.

V x Gy je varieta vznikla jako kartézsky soudin variety V's varietou G,. Zcela analo-
gicky se definuje operace zleva.

Lokalni Lieova grupa L je opét mnoZina se dvéma strukturami — algebraickou
binarni parcialni strukturou, ktera je asociativni a ma jednotkovy prvek a strukturou
souvislé analytické variety. Pfitom opét musi byt splnény tyto dvé podminky:

(1) Prvni podminka z definice lokalni grupy. D je oteviena podmnoZina v L x L
a jako na takové je na ni kanonickym zplsobem urlena struktura analytické variety.
PoZadujeme, aby zobrazeni D — L, zadané pfedpisem (I, I,) = I,l,, bylo ana-
lytické.

(2) Druha podminka z definice lokalni grupy. I je oteviena mnoZina v L, a tim je
na ni opét kanonicky uréena struktura analytické variety. Pozadujeme, aby zobrazeni
L— Lzadané ptedpisem | = [~! bylo analytické.

Uvedme nyni nékteré priklady. Aditivni grupa R" n-tic realnych ¢&isel je souvisla
Lieova grupa. Na R" je dana struktura analytické variety a funkce

Zi=x,-+y,- v; = —U;, i=1,...,n

popisujici s¢itani a inverzi jsou zfejm& analytické. RovnéZ grupa GL(n, R) je Lieova.
GL(n, R) je oteviena podmnozina v R™, a tim je na ni kanonickym zpisobem ur&ena
struktura analytické variety. Zavedeme-li na R" kartézsky soufadnicovy systém
tvaru (x;;) i,j = 1, ..., n, potom funkce popisujici nasobeni a inverzi v GL(n, R)
maji tvar

_ alg. dopln€k prvku u;;

n
Zjj = Z XaVrj Uiy -
K=1 determinant (u;;)

a jsou ziejmeé analytické. Zde tedy mame dokonce vic, nezZ potifebujeme. Struktura
analytické variety je dana na celé grupé a ne pouze na komponenté jednotkového
prvku a nasobeni i inverze jsou na celé této grup& analytické. Uvedme zde, Ze kom-
ponenta jednotkového prvku v grup&€ GL(n, R) je podgrupa viech matic s kladnym
determinantem.

Prava (leva) operace topologické grupy GL(n, R), o niZ nyni vime, Ze je to Licova
grupa na vektorovém prostoru R", o némZ vime, Ze je analytickou varietou, je
pravou (levou) operaci Lieovy grupy na analytické varieté. Je to ihned vidét, vy-
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jadfime-li si zobrazeni R" x GL(n, R) - R" (GL(n, R) x R" > R" pomoci soufadnic
ve tvaru

n . n
v =) wxy (0 =) Xylhy) -
k=1 k=1

Zde mame opét ,,vice analyti€nosti‘’, nez bychom podle definice operace Lieovy
* grupy na analytické varieté potiebovali. Bud dale G libovolna Lieova grupa a L
oteviené souvislé okoli jednotkového prvku této grupy. L je oteviena podmnoZina
analytické variety, a je tedy na ném kanonickym zpisobem indukovana rovnéz
vidét, Ze L je dokonce lokalni Lieova grupa.

Dalsim ptikladem Lieovy grupy je grupa S* komplexnich jednotek, tj. komplexnich
¢isel s absolutni hodnotou rovnou jedné. (Je mozno dokéazat, Zze Lieovou grupou je
i grupa S* hyperkomplexnich jednotek.) Po topologické strance je grupa S* kruZnice.
Strukturu analytické variety na ni zavedeme pomoci dvou map (jedna zde nasta&i!) —
viz obrazek.

31

Q A g,

Zobrazeni ¢(/) pfifazuje prvku xeS* — a (S* — b) thel (v obloukové mite)
X bsx (% asx) po€itany od b do x (a do x) kladn& proti sméru hodinovych rugidek
a zaporn& v jejich sméru. Mame ¢((S' — a) n (S' — b)) = Y((S* — a) n (S* —
- b)) =(-m, O)U(O,n). .

Zobrazeni ey tagoy~' :(—n,0) U (0, 7) - (=7, 0) U (0, ©) maji tvar

t+n pro te(—mn,0)

oo ™)) =(pov () =

t—n pro te(0,n)

a jsou ziejmé analytick4. Nase dv& mapy tvofi tedy na S* atlas t¥idy C. Jeho zupIng-
nim dostdvame na S! strukturu analytické variety. Nasobeni a inverze na grupé S*
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jsou analyticka zobrazeni S* x S' - S'a S! — S'. Diikaz tohoto témé&f evidentniho
tvrzeni je snadny, a proto ho pfenechavam Ctenafi jako cvideni. K dukazu staci
pouzit dvou nami zkonstruovanych map.

Nyni jiz mame ptipraveno téméf vse k formulaci patého Hilbertova problému.
Pfipometime zde jeSté, Ze na daném topologickém prostoru existuje nejvyse jedna
struktura topologické variety (= variety tfidy C°) dimenze n. Plyne to z toho faktu,
%2 pro libovolné dv& n-dimenzionalni mapy (U, ¢), (V, ) na daném prostoru, pro
n&z U n V0, je zobrazeni Y o 9™ 1 : (U N V) = (U n V) spojité (= tiidy C°).
Rovnéz je zfejmé, Ze na daném topologickém prostoru existuje struktura topologické
variety dimenze n pravé tehdy, kdyZz ke kazdému bodu tohoto prostoru existuje jeho
oteviené okoli, které je homeomorfni s otevienou mnozinou v euklidovském pro-
storu R". Z tohoto diivodu byva asto zvykem topologicky prostor, na némz existuje
struktura topologické variety, nazyvat lokdlné euklidovsky. Paty Hilbertav problém
muzeme nyni formulovat takto: Existuje na kazdé lokdlné euklidovské topologické
grupé struktura Lieovy grupy?

Po formulaci problému obratime se k historii jeho feSeni. Problém poloZeny
v r. 1900 zGstava dosti dlouhou dobu — az do roku 1933 — bez jakékoli odpovédi.
Tento dlouhy &asovy interval byl zptisoben neexistenci rozvinuté teorie topologickych
a Lieovych grup, o které jsem se zmitioval jiZz dfive. K prvnimu vysledku dospiva
v onom roce 1933 John von Neumann, ktery v praci [6'| dava kladnou odpoveéd
na HilbertQv problém v pfipadé kompaktni lokalné euklidovské topologické grupy.
V néasledujicim roce potom L. S. Pontrjagin fe$i kladn& v praci [7] problém pro
pfipad spocetné kompaktni lokalng euklidovské topologické grupy a v praci [8]
pro piipad komutativni lokaln€ euklidovské topologické grupy. Dalsi podstatny
vysledek se potom objevuje aZ v roce 1941. V praci [9] v p¥ipadg Fefitelné lokalng
euklidovské topologické grupy odpovida na probiém C. CHEVALLEY, a to opét kladné.
Ve vSech téchto pracich se k feSeni Hilbertova problému podstatné vyuZziva existence
invariantni integrace na lokalné kompaktni topologické grup€. MuzZeme podotknout,
Ze zminéni autofi dokazuji vlastné vysledky ponékud obecné&jsi, nepfedpokladaji
totiZ pfimo, Ze grupy jsou lokalné euklidovské, nybrz pouze, Ze maji koneénou
dimenzi v topologickém smyslu a Ze jsou lokaln& souvislé.

Za této situace bylo tieba zjistit, zdali je moZno zbavit se riiznych omezujicich
pfedpokladti na danou grupu (kompaktnost, komutativnost a jiné) a dokazat obec-
né&jsi tvrzeni. Bylo zndmo, Ze kazd4 Lieova grupa je grupou bez malych podgrup
(g9rupa bez malych podgrup je topologicka grupa, na niz Ize nalézt okoli jednotkové-
ho prvku, v némzZ neni obsaZena 7adné netrivialni podgrupa). Vznikla tedy otazka,
zdali na kazdé lokaln€ euklidovské topologické grupé bez malych podgrup existuje
struktura Lieovy grupy. A. GLEASON roku 1952 v préci [10] dokazal, Ze tomu tak
skute&n& je. Jeho vysledek potom je3t& zobecnil H. YamaBE (viz [11], [12]), ktery
dokazal, ze na kazdé lokaln& kompaktni topologické grupé bez malych podgrup
existuje struktura Lieovy grupy. Zbyvalo tedy nakonec zjistit, jak4 je situace v pfipadé
lokaln& euklidovskych topologickych grup, které maji malé podgrupy, tj. u nichz
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v kazdém okoli jednotkového prvku je obsaZena netrivialni podgrupa. Topologickym
grupam s malymi podgrupami jsou vénovany prace D. Montgomeryho a L. Zippina
[13], K. Iwasawy [14] a A. Gleasona [15]. Z jejich vysledkii vyplyva, 7e lokalng
euklidovské topologické grupy s malymi podgrupami viibec neexistuji. A tak tedy
kombinaci vSech vysledkit uvedenych v tomto odstavci dostdvame konecné feSeni
patého Hilbertova problému: Na kazdé lokdlné euklidovské topologické grupé
existuje struktura Lieovy grupy.

Je zajimavé si povSimnout, Ze dosazeny vysledek zavisi podstatn€ na grupové
struktufe na uvazovaném lokalné euklidovském topologickém prostoru. V roce
1961 dokazal totiz M. KERVAIRE v praci [16], Ze existuji lokdlné euklidovské topolo-
gické prostory, na nichZ nelze nalézt 2ddny atlas tfidy C' (tim spiSe na nich nelze
nalézt atlas tfidy C®). ‘

Nektet autofi se téZ snaZili zjistit, zdali z daného nipIného atlasu tiidy C* na topo-
logické grupé G lze vybrat uplny atlas tfidy C®, vzhledem ke kterému by G byla
Lieovou grupou (tj. nasobeni a inverze v G, by byla analyticka zobrazeni). Nejlepsiho
vysledku v tomto sméru dosahl J. E. SEGAL, ktery v praci [17] dokézal nasledujici
tvrzeni: Bud na topologické grupé G ddn uplny atlas tFidy C' takovy, Ze pravy
posun R,: G - G (Rag = ga) je pro ka#dé a zobrazeni tridy C*. Potom z daného
atlasuna G lze vybrat iiplny atlas tFidy C®, vzhledem ke kterému je G Lieova grupa.

Hilbertova pfednaska obsahuje viak jest& nejméng dvé otazky, izce svazané s praveé
diskutovanym problémem. Bud G lokdlné euklidovska topologickd grupa operujici
zprava na lokdlné euklidovském topologickém prostoru V. Lze nalézt na G struktu-
ru Lieovy grupy a na V strukturu analytické variety tak, aby operace G na V byla
operace Lieovy grupy na analytické varieté (tj. aby zobrazeni V x Gy — V bylo
analytické)? Odpovéd na tuto otdzku je zdpornd. Je mozno napiiklad definovat
operaci aditivni grupy R! realnych &isel na dvojrozmérném euklidovském prostoru
R?, ktera je sice spojita, ale neni analyticka p¥i zadné volbg atlasti na R' a R?. Pred-
pokldaddame-li vSak, Ze G operuje na V efektivné a tranzitivné, potom na vySe uvede-
nou otdzku mizeme odpovédét kladné (o tom viz [1]). (Rikame, Ze G operuje na V
efektivné, jestlize xg = x pro vSechna x € V plati pouze v pfipadé, Ze g je jednotkovy
prvek grupy. Dale pak fikame, Ze G operuje na V tranzitivné, jestlize ke kazdym
dvéma prvkam x, y € V existuje prvek g € G takovy, Ze y = xg.)

Druh4 otdzka tuzce svazana s diskutovanym Hilbertovym problémem .a rovnéz
obsazena v Hilbertové pfednasce mizZe byt formulovana takto: Existuje na kazdé
lokdlné euklidovské lokdlni grupé struktura lokdlni Lieovy grupy? Odpovéd na
tuto otdzku doposud neni zndma.Pokud vim, posledni prace, kterd se zmifiuje o tomto
problému, je prace [ 18] A.1. MALCEVA. Malcev povaZzuje zmin&ny problém za obtizny.

W
£

Obratfme se nyni k né€kterym pfirozenym zobecnénim patého Hilbertova problému.
Jsou to zobecnéni, ktera vznikla teprve v pozdé&jsi dobé a v pltivodni Hilbertové
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prednasce neni o nich samoziejm€ zadna zminka. Formuluji analogii Hilbertova
problému pro algebraické struktury, které zobeciiuji pojem grupy.

Vzdame-li se v definici grupy axiomu asociativity, dospivame k pojmu lupy.
Lupa Lje tedy algebraicka struktura zadana binarni operaci (a, b) S ab s t&mito
vlastnostmi:

1) existuje prvek e e L (jednotkovy prvek) takovy, Ze ea = ae = a pro viechna
ael,

(2) levy i pravy posun L, R, :L— L definovany pfedpisem L,b = ab a R,b =

= ba jsou vzajemné jednozna¢na zobrazeni Lna L.
Z podminky (2) vyplyva, Ze ke kazdym dvéma prvkim a, b € L existuje pravé jeden
prvek x(y) e L takovy, e xa = b(ay = b). Tento prvek x(y) oznatime symbolem
b\ a (b a). Topologickd lupa L je mnoZina, kterd ma na sob& dv& struktury —
strukturu lupy a strukturu topologického prostoru, pfi¢emz obé€ struktury jsou spolu
vazany témito podminkami:

(1) zobrazeni L x L— Ltvaru (a, b) — ab je spojité,
(2) ob& zobrazeni L x L— Ltvaru (a,b) <> b\ a a (a,b) > b | a jsou spojita.

Zcela v analogii s pojmem Lieovy grupy miZeme nyni definovat Lieovu lupu.
Opét si uvédomme, Ze (souvislé) komponenta jednotkového prvku topologické lupy
je podlupa. Lieova lupa L je definovana jako mnoZina se dvéma strukturami —
strukturou topologické lupy a strukturou analytické variety na komponenté L,
jednotkového prvku této lupy. Pfitom musi byt splnény tyto dvé podminky:

(1) zobrazeni Ly x Ly — L, tvaru (a, b) = ab je analytické,

(2) ob& zobrazeni L, x Ly — L, tvaru (a,b) = b\ a (a, b) = b [ a jsou ana-
lyticka.

Nic ndm nyni nebrani v tom, abychom formulovali paty Hilbertiiv problém pro
lupy: Existuje na kazdé lokdlné euklidovské topologické lupé struktura Lieovy
lupy? Ukazuje se, Ze obecné tomu tak neni. Nicméné€ viak za urcitych omezujicich
pfedpokladii na uvazovanou lokalné euklidovskou topologickou lupu Ize na ni
strukturu Lieovy grupy nalézt.

Bud L topologickd lupa. Uniformni struktura na L souhlasnd s topologickou
strukturou lupy L se nazyva zprava invariantni uniformni struktura, ma-li bazi
skladajici se z mnoZin U s vlastnosti: (x, y) e U pravé tehdy, kdyZ (xa, ya)e U pro
vSechna a € L. Zcela symetricky se definuje zleva invariantni uniformni struk-
tura. Uniformni struktura, ktera je soucasné zprava i zleva invariantni, se nazyva
invariantni uniformni struktura.

Jsou znamy dvé& véty tykajici se Hilbertova problému pro lupy. Ob& dokézal v roce
1965 v pracich [19] S. HuDsoN. Lze je formulovat takto: 1. Na lokdIné euklidovské
topologické lupé s invariantni uniformitou existuje struktura Lieovy lupy. 2. Na
diasociativni lokdlné euklidovské topologické Ilupé se zleva invariantni uniformitou
a se zprava invariantni uniformitou existuje struktura Lieovy lupy. Lupa se nazyva
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diasociativni, jestlize ke kazdym jejim dvéma prvkiim existuje podgrupa této lupy,
v niZ oba prvky lezi. Pfitom pfedpoklady o existenci invariantnich uniformit v téchto
vétach nelze vypustit. Existuje totiz piiklad (viz [20], str. 152) komutativni dia-
sociativni topologické lupy na euklidovském prostoru R3, na niz nelze zavést
strukturu Lieovy lupy. Tento ptiklad ziroveni ukazuje, 7e Hilbertv problém pro
lupy nemiiZze byt v obecném piipadé kladné feSen. S. Hudson vyslovildomnénku,
Ze predpoklad diasociativiosti ve vyse uvedené vét& 2 lze vypustit. Dosud viak,
nebylo dokazéano, zda je tato domnénka spravna.

Druhd metoda zobecnéni pojmu grupy zélezi ve vypusténi axidmu o existenci
inverzniho prvku. Dostavame se tak k pojmu pologrupy s jednotkovym prvkem.
Pologrupa s jednotkovym prokem S je tedy algebraicka struktura zadana binarni
operaci (a, b) € ab s témito vlastnostmi:

(1) existuje prvek eeS (jednotkovy prvek) takovy, Ze ea = ae = a pro viechna
aes,

(2) binarni operace je asociativni.

Ctenat si miZe nyni sim snadno definovat pojmy jako topologickd a Lieova polo-
grupa s jednotkovym prokem. (P¥ipominame pouze, ¢ komponenta jednotkového
prvku topologické pologrupy je podpologrupa.} A na tomto mist¢ si miiZeme opét
klast znamou otazku: Existuje na kaZdé lokalné eukleidovské topologické pologrupé
struktura Lieovy pologrupy? Obecné Feseni v tomto pripadé jesté neni zndmo. Ale
mame zde k dispozici velmi zajimavy vysledek A.D. WALLACE z roku 1953 (viz [21]):
Kompaktni souvisld lokdlné euklidovskd topologickd pologrupa s jednotkovym
prvkem je topologickd grupa. Na zaklad€ této véty a toho, co je nam jiZ znadmo z d¥i-
v&iska, vidime tedy snadno, Ze na kompaktni souvislé lokdlné eukleidovské polo-
grupé existuje struktura Lieovy grupy.
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VYUKA V OBORU VEDECKYCH VYPOCTU

GARRETT BIRKHOUFF

OBECNE POZNAMKY

Védecké vypoclty jsou tak staré jako véda (exaktni) sama a datuji se nejméné od dob
babylonskych astronomii. Od nejstarSich dob aZ dosud byla pfevazna cast slozitych
védeckych (a inZenyrskych) vypoétd provadéna lidmi, ktefi pivodné matematiky
nebyli. Ackoli néktefi vyznaéni matematici jako NEwWTON, EULER, GAUSS, JACOBI,
VON NEUMANN a dalsi dovedli ocenit zavaZnost této problematiky*), vétsina ,,Cistych
matematiki ji prehlizi.

Vzdélani pro védecké vypolty mize byt a také je uspé$né poskytovano katedrami
matematiky, aplikované matematiky a oddélenimi pro informatiku (Computer
Science), 1 kdyZ je to problematika mezioborova. Zda se, Ze by bylo nejpfirozené;si

*) Vzpomeiime Newtonovu metodu feSeni soustav algebraickych rovnic, Eulerovu metodu
feSeni diferencidlnich rovnic, Gaussovu eliminaci a von Neumannovu myslenku vybéru hlavniho
prvku a vyuziti vhodného méritka se zfetelem na Cislo podminénosti pfi aplikaci Gaussovy
eliminace ([1], str. 421-—572).
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