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mohou být převedeny na věty spadající do této analýzy. Po druhé světové válce se věno
val problému vybudování teorie pravděpodobnosti na některých abstraktních prosto
rech. 

Dále se M. Fréchet podílel na rozvoji teorie Markovových řetězců. K této problema
tice ho přivedl, jak tvrdil sám M. Fréchet, český matematik B. HOSTINSKÝ. Studoval 
Markovovy řetězce jak s diskrétním, tak spojitým prostorem stavů. Jeho publikace 
Recherches théorétiques modernes sur le calcul des probabilités" je dodnes často citována. 

M. Fréchet zasáhl též do statistiky, teorie obnovy a pojistné matematiky, i když 
v relaci k ostatní činnosti jen okrajově. Odvodil dolní hranici pro rozptyl odhadu para
metrů rozdělení. Propagoval a sám dělal moderní aplikace statistiky, např. vedl kampaň 
proti neuváženému používání koeficientu korelace. 

Jak je vidět, M. Fréchet byl „ideálním" matematikem, protože nejen obsáhl řadu 
oborů, ale vytvořil základní principy a nástroje (které se dodnes používají a budou 
používat) a dovedl své i jiné výsledky aplikovat v mezioborových disciplínách. Je proto 
zajímavé, že si nevytvořil svou školu, že v samotné Francii trvalo přes třicet let než 
zásluhou N. BOURBAKIHO bylo navázáno na Fréchetovy práce. Na jeho díle však stavěla 
řada slavných matematiků jako P. S. ALEXANDROV, S. BANACH, F. HAUSDORFF, S. LEF-
SCHETZ, F. RIESZ, P. S. URYSON, N. WIENER a mnoho dalších. 

Můžeme zakončit tvrzením, že M. Fréchet položil základní kámen dnešní moderní 
analýzy a teorie struktur a zúčastnil se podstatně další výstavby těchto i dalších oborů. 

Optimálny experiment*) 

Andrej Pázman, Bratislava 

1. ťJvod 

S pojmom „experiment" sa každý stretol prinajmenšom v jednoduehej formě v stredo-
školskej fyzike alebo chemii. Pre súčasného experimentálneho fyzika je experiment zlo-
žitý komplex úkonov, ktorý súbežne s našimi teoretickými vedomosťami umožňuje 
dešifrovať kúsok tajomstva přírody. V širšom zmysle sa však pod experimentom rozu-
mie aj komplex meraní v technickej praxi, resp. v prevádzke výroby. Bez pokusu o presnú 
definíciu možno povedaf, že „experiment je organizovaná ludská činnost', ktorá sa 
vykonává za účelom poznávania niečeho, zvyčajne dosf dobré specifikovaného, čomu 
sa hovoří meraný objekt" [1]. Přitom doraz je na slově „organizovaná", pretože právě 

*) Přednáška přednesená na IX. konferencii slovenských matematikov, 2.—4. decembra 1977 
v Jasnej pod Chopkom. 
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matematické prostriedky používané na optimalizáciu organizácie experimentu sú pred-
metom tohto článku. 

Experiment je v prvom radě záležitosťou fyzikov, chemikov, biológov, technikov atď. 
Predmetom studia matematikov sú principy získavania informácie v experimente a me
tody optimalizácie organizácie experimentu. Pochopitelné matematik — odborník 
v teorii experimentu súbežne s rozvíjaním „čistej" teorie rozvíja aj svoje schopnosti roz-
mýšlať o situácii v experimente, ktorú móžu nastolit fyzik, chemik atď, t. j . zaoberá 
sa matematikou „aplikovanou" v zmysle článku [2], 

Teória experimentu a matematické metody navrhovania experimentov súvisia s viace-
rými partiami matematiky: s teóriou pravděpodobnosti a matematickou statistikou, 
teóriou hier, numerickou matematikou, kombinatorikou, projektívnou geometriou 
[3] teóriou Hilbertových priestorov [4] a s ďalšími partiami funkcionálnej analýzy. 
Jedným z cielov článku je naznačit' niektoré z týchto súvislostí. 

2. Elementárně příklady optimalizácie experimentu 

Každý z nás má osobné skúsenosti s činnosťou, ktorej sa hovoří váženie na vahách. 
Preto prvý příklad sa týká organizácie takéhoto váženia.*) 

Majme 3 precLiety Al9 Al9 A3. Úlohou je určiť hmotnosti 0l9 &2, 03 týchto predme-
tov pomocou 4 vážení. Organizácia váženia, ktorú možno nazvať „běžnou" je takáto 

1. váženie prázdna váha y1 

2. váženie předmět A1 y2 

3. váženie předmět A2 y3 

4. váženie předmět A3 y4 

Čísla yl9..., y4 sú údaje váh v prvom až štvrtom vážení. Účelom prvého váženia je 
určenie nulovej polohy váh označenej v ďalšom 0O. Každý z údajovy l 9... j>4 obsahuje 
náhodnú „chybu váženia", ktorej disperziu označíme a2. Hmotnosti predmetov určené 
vážením sú zrejme: 

0* = .Vi+i -yil 0' = 1,2,3), 

pričom tieto sú náhodné s disperziami 

D(0d = D(yi+1) + D(yx) = 2a2 ; (i = 1, 2, 3) . 

Uvažujme teraz inú organizáciu experimentu, ktorú nazveme „přemyšlenou": 

1 všetky tri předměty . . . yt 

2 předmět Ax y2 

3 předmět A2 y3 

4 předmět A3 y4 

*) Příklad je převzatý z [1]. Třeba však podotknúf, že úloha optimalizácie organizácie váženia 
bola jednou z prvých riešených úloh navrhovania experimentov. 
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Hmotnost' předmětu At určená vážením je 

* i -
УÍ + Уг ~ Уъ ~ J;4 

s disperziou 

D(0d = «JD(yi) + D(y2) + D(y3) + D(y4)) = a2 

(podobné pre š2, š3). 
Obe organizácie experimentu umožňujú kompenzovat' „systematickú chybu váženia", 

t. j . nulovú polohu váh 0O; pri „premyslenej" organizácii váženia sa však dajú určiť 
hmotnosti predmetov presnejšie. 

Další příklad organizácie experimentu je opáť elementárny, ale iného charakteru. 
V mnohých experimentoch, hlavně biologických, vystupujú faktory čisté kvalitativně. 
Sledujme například závislost' veku zvieraťa od troch faktorov: od farby, od pohlavia 
zvieraťa a od rušnosti okolitého prostredia. 
Možné „úrovně" jednotlivých faktorov sú: 

Ft (farba) 
biela (0) 
šedá (1) 

F2 (pohlavie) 
samec (0) 
samica (1) 

F3 (prostredie) 
rušné (0) 
kfudné (1) 

Třeba riešiť úlohu: kolko pokusných zvierat třeba zvoliť a aké úrovně faktorov voliť 
pri jednotlivých zvieratách, aby sa dal sledovat' vplyv faktorov na vek zvierať. 

Je zaujímavé, že na zostavenie návrhu organizácie takéhoto experimentu sa využívajú 
konštrukcie konečných projektívnych geometrií [3]. Tak v našom příklade možno po
stupovat' následovně: Zostavíme graf projektívnej roviny nad konečným dvojprvkovým 
telesom. Táto projektívna rovina je minimálna sústava „priamok" a „bodov" taká, že 
každá „priamka" obsahuje právě 3 „body" a každý „bod" je priesečníkom právě 3 
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„priamok". Jej graf je na obrázku; „priamka" spájajúca body Fl9 F29 F3 má na grafe 
tvar kružnice. 

„Bodom" na jednej „priamke" přiřadíme faktory, ostatným „bodom" přiřadíme 
čísla pokusov. Cez každý „faktor — bod" prechádzajú ešte 2 „priamky"; týmto přiřa
díme ešte dve úrovně příslušného faktoru. Z každého „bodu" reprezentujúceho pokus 
vychádzajú 3 „priamky", obsahujúce postupné „body" Ft9 F29 F39 ktoré sú očíslované 
úrovňami týchto faktorov v danom pokuse. To umožňuje zostavit tuto tabulku návrhu 
experimentu: 

1. pokus: Fг =0, E2 = 0, Eз = 0 
2. pokus: Ei = 0 , E2 = l , ^ 3 = 1 
3. pokus: Ei = 1, T2 = 0 , ^3 = 0 
4. pokus: Ei = l , ғ2 = i, Eз = l 

Takýto návrh experimentu má niekolko dobrých vlastností. Podobné vlastnosti majú 
aj iné návrhy zostavené pomocou projektívnych geometrií. 

1. Každá úroveň každého faktora sa vyskytuje ten istý počet krát, teda úrovně fakto
rov sú rovnoměrné zastúpené v návrhu. 

2. Každá dvojica úrovní róznych faktorov sa vyskytuje aspoň v jednom pokuse 
a každá právě jedenkrát. 

3. Každá dvojica faktorov vystupuje ako dvojica statisticky nezávislých náhodných 
veličin v tom zmysle, že ak PFi(x) je relativné četnosť výskytu úrovně x faktora Fi v ta-
bulke, tak platí 

PFuFj(x9y) = PFt(x)PFJ[y) 

pre každú dvojicu faktorov Fi9 Fy 

3. Optimalizácia regresného experimentu 

Vraťme sa teraz k úvodnému příkladu s vážením. Je možné vykonat' 27 róznych 
typov vážení troch predmetov na váhách s dvomi miskami (prázdna miska-1 váženie, 
jeden předmět na jednej miske-6 vážení, dva předměty na jednej miske-6 vážení, jeden 
předmět na každej miske-6 vážení, dva předměty na jednej a jeden na druhej miske-6 
vážení, tri předměty na jednej miske-2 váženia). Počet róznych spósobov organizácie 
(návrhov) experimentu so štyrmi váženiami je rovný počtu kombinácií 27 prvkov štvrtej 

triedy s opakováním, ( ) = 27. 405 (pripúšťame aj opakovanie toho istého váženia). 

Je jasné, že i v tomto elementárnom případe by bolo neúnosné zisťovať optimálny návrh 
experimentu priamym porovnáváním všetkých návrhov. 
Efektivně hladanie optimálneho návrhu experimentu v podobných úlohách vyžaduje 
reformuláciu problému. Označme X = {xl9..., x21) množinu všetkých 27 typov vážení 
na váhách. Každému Xj e Xzodpovedá váženie s náhodným údajom váhy y(xj)9 pričom 
pre středné hodnoty a disperzie platí: 
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0) ФШ = 1&Лх}); (XjeX) 

„2 ->W*,)] = *2 

kde <90, 0 1 ? 029 0 3 sú neznáme parametre (nulová poloha váh, hmotnosti predmetov) 
a /!(:*/); (i = 0, 1, 2, 3, Xj e X) sú známe koeficienty (rovné 0, + 1 , - 1 v příklade s vá
žením). 

Experimenty popisované rovnicami typu (1) sú tzv. regresně experimenty. Tieto sa 
hodia na popis mnohých reálných experimentov. 

Namiesto toho, aby sme návrh regresného experimentu stotožňovali so štvoricou 
alebo všeobecné s JV-ticou bodov množiny X, za návrh experimentu považujeme Iubo-
volnú pravděpodobnost' £ definovánu na X, s takouto interpretáciou: v experimente 
realizujeme len tie pokusy x e X9 pre ktoré £(x) > 0; číslo £(x) je úměrné počtu nezá
vislých opakovaní pokusu x. Ak N je celkový počet meraní v experimente (N = 4 v pří
klade s vážením), móže sa stať, že N£(x) nie je celé číslo. Deíinícia návrhu experi
mentu pomočou miery l; je přibližná (asymptotická pre N -* oo), značné však zjednodu
šuje teóriu. 

Reálnu funkciu W definovánu na množině 3 všetkých návrhov experimentu, ktorú 
móžeme statisticky interpretovat' ako mieru kvality experimentu, nazýváme kritériom 
optimality experimentu. Kritérium optimality sa volí v závislosti na cieloch experimentu. 

Výberom kritéria optimality sa zvyčajne problém optimalizácie regresného experi
mentu redukuje na riešenie extremalizačnej úlohy 

_?(£*) =__ max W(Š) . 

Tejto úlohe je věnovaná poměrné rozsiahla odborná literatura (prehlad metod výpoč
tu tzv. D-optimálneho návrhu experimentu možno nájsť v článku [5], niektoré metody 
sú uvedené v knihe [6]). Pozornost' odborníkov je tiež zameraná na formulácie a porov-
návania róznych kritérií optimality (známa je napr. veta o ekvivalencii kritérií G-opti-
mality a D-optimality [7]). 

Ako příklad kritéria optimality uvedieme tu tzv. kritérium D-optimality (D od slova 
determinant): 

_ ( - log det D e(£) ; ak existuje D0(č) 

oo ; ak Da(£) neexistuje. 

Přitom D0(š) je kovariančná matica najlepších odhadov parametrov 0U 029 . . .0m> 
v experimente vykonanom podlá návrhu <_;; táto matica existuje právě vtedy, keď všetky 
parametre 0U ..., 0m sú odhadnutelné. Platí 

a) Funkcia W je konkávna na 3 

b) Ak y(x); xeX sú gaussovské náhodné veličiny, potom aj odhady parametrov 
@u @i> -••* @m sú gaussovské s hustotou g a platí: entropia 

Пť) - { _ 

g{ěu..., ěm)\ogg(ěu .... Š^dŠi ...děm = Ct + C2 log det D«,({), 
m 

kde Cu C2 < 0 sú konstanty nezávislé na £. 
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c) Elipsoid spolahlivosti S pře parametre 01,...,0a má tvar 

$ = {z: z e i T , 5 (Zi - ^ { D Í ^ M - v - *,) ^ c} 
i , 1 = l 

(Elipsoid spolahlivosti je podmnožina Rm minimálneho m-rozmerného objemu taká, že 
P{(©u • • •> 0|») e <ř} ^ 1 - s. Konstantu c volíme v závislosti na volbě čísla e e (0,1)). 
Objem elipsoidu spolahlivosti je úměrný [det Dd(^)] 1 / 2; D-optimálny návrh minimali
zuje tento objem. 

Niektoré ďalšie, často používané kritéria optimality sú: 
m 

•o no--z{->^<0}«. 
i = l 

t. j . stopa kovariančnej matice D 9((). 

b) y(f) = - max {D^)}„ , 

t. j . disperzia najnepresnejšieho odhadu parametrov. 

c) y ( { ) = - ^ D ^ g , 

t. j . disperzia odhadu funkcie parametrov g'é), atď. 

d) Kritérium G-optimality 

!P(«)= -m*xf'(x)DÁt)f(x)> 
xeX 

t. j . maximálna disperzia odhadu „funkcie odozvy" 

h:xeX^f(x)0. 

4. Struktura experimentu 

Vnútorná struktura regresného experimentu úzko súvisí s niektorými známými kon-
štrukciami z fiinkcionálnej analýzy, ktoré takto dostávajú štatistickú interpretáciu. 
Poslednú časť tohto informatívneho článku o optimálnom experimente zameriame právě 
na takéto súvislosti. 

V regresnom experimente, parameter Qt alebo lineárna funkcia parametrov je vlastně 
m 

lineárnym funkcionálom na lineárnom priestore H = {£ 0,/*; (0l9..., 0TO) e Rm} (po-

rovnajte s (l)!). Toho využijeme na preformuláciu regresného experimentu takto: 
Nech X je kompaktný metrický priestor á nech H je lineárny priestor funkcií defino

vaných a spojitých na X. Každá funkcia hsH zodpovedá možnému stavu meraného 
objektu. Nech g je lineárny funkcionál definovaný na Jí a nech { je lubovolná borelov-
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ská pravděpodobnost na X. V súhlase s mierou š sú rozložené realizované pokusy 
x e X9 ktorých výstup sú nekorelované náhodné veličiny y(x); (xe X) s jednotkovými 
disperziami a so střednými hodnotami „v stave A": 

Eh[y(x)] = h(x); {xeX). 

Vznikajú tieto otázky: 
a) Aká je nutná a postačujúca podmienka na to, aby funkcionál g bol odhadnutelný 

pri návrhu experimentu <!;? 
b) Čomu sa rovná minimálna disperzia odhadu funkcionálu g pri návrhu č? 
c) Čo možno povedať o návrhu experimentu, ktorý je optimálny pre odhad funkcio

nálu gl 
Metodami funkcionálnej analýzy dostáváme tieto výsledky [4]: 

Veta 
1. Funkcionál g je odhadnutelný pri návrhu £ právě v tedy; kedje spojitý na H vzhladom 

na normu | |L2(5) v Hilbertovom priestore L2(X, {). 
2. Kvadrát normy funkcionálu g na priestore H s normou || |L2(5) sa rovná minimálnej 

disperzii9 ktorú móže nadobúdať odhad § funkcionálu g pri návrhu £: 

min£[(0 - Eff\ - sup [fi^WlU^ 
§ 0*heH 

3. Funkcionál g je odhadnutelný aspoň pri jednom návrhu experimentu právě vtedy9 ked 
g je spojitý na H vzhladom na normu jAj^ = sup \h{x)\, t.j. ked 

xeX 

sup |#(A)|/sup \h(x)\ < oo 
0*/ieH xeX 

4. Podlá Hahn-Banachovej vety z funkcionálnej analýzy [8] funkcionál g možno spojité 
predlžiť z H na C(X) = priestor všetkých spojitých funkcií na X tak9 že sa zachová jeho 
norma vzhladom na normu || || G0. Podlá Rieszovej reprezentačnej vety [8] takto predlžený 
funkcionál rovná sa integrálu j . dv podlá ohraničenej zovšeobecnenej miery v. 

Označme v = v+ — v" Jordanov rozklad miery v [5]. 

Platí: 
Návrh v = (v+ + v"~)/(v+(Z) + v"(X)) je optimálny pre odhadfunkcionálu g, t.j. platí 

min min £[(0 - E§f] = sup I>2(/*)/WI!><*>] - S»P WftlWA • 
£ § 0*heH 0*heB 

V případe, že lineárna dimenzia priestoru H je konečná, možno normy funkcionálu g 
uvedené vo vete nahradiť zodpovedajúcimi normami v Rm (m = dimenzia H). Za tým 
účelom označme fu .. .,/w lineárnu bázu v H. Označme ďalej S konvexný obal množiny 

{C/iW, -• •./«(*)) :xeX}u {(-/x(*),. . . , -fjx)) :xeX} 
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v iím. Nech g je vektor, ktorý definuje funkcionál g v tom zmysle, že 

Potom Minkowského funkcionál vektora g vzhladom na množinu S 

p(g) = M{ÁeR:geLS} 

rovná sa minimálnej disperzii odhadu funkcionálu g pri optimálnom návrhu experi
mentu, t. j . podlá vety: 

Ks) = sup W9I/M- • 
0=l=fteff 

Norma v konečnorozmernom Hilbertovom priestore je Minkowského funkcionál 
vzhladom na elipsoid. Preto, v súhlase s prvou častou vety, róznym návrhom experi
mentu zodpovedajú rózne elipsoidy v Rm

9 alebo v případe, že nie všetky parametre 
sú odhadnutelné, rózne válce v Rm s elipsoidovou základnou, ktoré obsahujú množinu S. 
Porovnávanie takýchto elipsoidov a valcov s množinou S umožňuje konstruovat' metody 
výpočtu optimálnych návrhov experimentu. 

5. Závěr 

Teória navrhovania experimentov vznikla z potrieb reálných experimentov, ponajprv 
polnohospodárskych a biologických, pozdejsie fyzikálnych [9] a technických. Inten
zívně sa pěstuje v časopisoch typu Biometrika a Technometrics. Ako každá oblasť 
matematickej statistiky přešla najprv heuretickým štádiom, aby pozdejsie čerpala 
z róznych matematických disciplín a sama bola podnetom pre matematický výskům. 
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