Pokroky matematiky, fyziky a astronomie

Wolfgang Vogel
Klasicky problém teérie kriviek
Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, Vol. 20 (1975), No. 2, 77--83

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/138558

Terms of use:

© Jednota Ceskych matematikt a fyzikt, 1975

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/138558
http://project.dml.cz

Klasicky problém tedrie kriviek*)

Wolfgang Vogel, Halle

V 92, &isle &asopisu Journal fiir reine und angewandte Mathematik z r. 1882, ktoré
bolo slavnostnym &islom na poéest Kummera, v ¢lanku Grundziige einer arithmetischen
Theorie der algebraischen Grdssen uvadza L. KRONECKER na strane 30 vetu, ktord v dnes-
nom jazyku moZno formulovat takto: ,,LubovoIny systém algebraickych rovnic o n
neznimych moZno nahradif urditym systémom najviac n + 1 algebraickych rovnic
o n nezndmych tak, Ze mnoZiny vietkych korefiov oboch systémov st totoZné.*

Uvedieme si najprv geometricki a modernejsiu algebraicku interpretaciu tejto vety. Na
to je potrebné oboznimit sa s pojmom algebraickej afinnej, resp. projektivnej variety.**)

Nech k je pole a nech pole X je algebraicky uzavretym rozsirenim pola k . n-rozmer-
nym afinnym priestorom AX nad polom K sa nazyva mnoZina vetkych bodov (z,, ...,
z,) (t.j. usporiadanych n-tic), ktorych (nehomogénne) siradnice z,, ..., z, si prvkami
pola K. Nech R = k[X] = k[X}, ..., X,] je okruh polynémov n neurtitych nad polom k
a nech a je idedl okruhu R.***) Varietou ide4lu a sa nazyva mnoZina vietkych takych
bodov (z) = (zy, ..., z,) priestoru AX, 7e f(z) = 0 pre vietky polynémy f(X, ..., X,) € a.
Algebraickou afinnou varietou priestoru AX (definovanou nad polom k) sa nazyva
kaZda podmnoZina priestoru AX, ktor4 je varietou nejakého idedlu okruhu k[Xj, ...,
X,]. Nech V je varieta v AX. MnoZina vietkych polynémov okruhu k[X], ktoré sa
anuluji kazdym bodom variety ¥, je idedl. Tento ideél, tzv. ideal variety V (ideal
prislusny k ¥, ideal asociovany s V), je najvacsi idedl (v ¢iastoénom usporiadani idealov
okruhu k[X] inkliziou) okruhu k[X], ktorého varietou je V. Ked ideal variety V je
prvoidealom, varieta ¥V sa nazyva ireducibilnou (nerozloZiteInou) (nad polcm k).

Analogicky sa definuju algebraické projektivne variety. n-rozmernym projektivnym
priestorom PX (nad polom K) sa nazyva mno¥ina vietkych usporiadanych (n + 1)-tic
s Y1s --s Vu), Vi €K, pri€om (n + 1)-tica (0, ..., 0) sa vyluduje a dve (n + 1)-tice
Gos -+ +» Vu) V6, - --» V) Teprezentujii ten isty bod priestoru PX prave vtedy, ked st imerné,
t.j. ked existuje taky prvok te K, t + 0, Ze y; =ty,pre i =0, 1,...,n. (n + 1)-tica
(o, ---» V) sa nazyva mnoZinou homogénnych stiradnic prisluiného bodu Pe P¥. Psa

*) Tento &lanok bol napisany pre Pokroky matematiky, fyziky a astronomie na ziklade pred-
n4sky, ktoru som predniesol na rovhomennu tému v decembri 1972 v pobocke Jednoty slovenskych
matematikov a fyzikov v Bratislave. Chcel by som vyjadrif srdeéné podakovanie p. J. C1ZMARrROVI
za starostlivy preklad a upravu textu. W. V.

**) Ziujemci sa mdZu o tychto pojmoch podrobnejsie doditat napr. v knize O. ZARISKI - P. Sa-
MUEL: Commutative algebra II, van Nostrand, Princeton 1960, kap. VII; existuje rusky preklad
O. Zarisskl - P. SAMIUEL: Kommutativnaja algebra I, 1zdatelstvo inostrannoj literatury, Moskva 1963.

***) MnozZina M sa nazyva bazou idedlu a, ak najmen$i idedl okruhu R obsahujici mnoZinu M
sa rovnd idedlu a. Plati Hilbertova veta o baze: Kazdy idedl okruhu polyné6mov R m4 kone&nu bizu.
Idedl sa nazyva hlavny, ak jeho badzu tvori jeden prvok. Idedl p sa nazyva prvoidedlom, ak ma
nasledujticu vlastnost: ak pre x € R, y € R sii¢in xy € p, potom bud x € p bud y € p. To je ekviva-
lentné s vlastnosfou: faktorovy okruh R/p je oblast integrity.
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nazyva korefiom homogénneho polynému F[X,, ..., X;) n + 1 neurditych X, ..., X,
ak TubovolIna mnoZina (o, ..., y,) homogénnych stiradnic bodu P spiiia vztah F(y,, ...,
¥,) = 0. Nech a je homogénny ideal okruhu polynémov k[ Xy, ..., X,], t.j. a mé (kone¢ni)
bazu, ktora sa skladd z homogénnych polyndmov. Varietou idealu a sa nazgva mnoZina
vietkych bodov priestoru PX, ktoré st koretimi vietkych polynémov ideilu a. Algebraic-
kou projektivnou varietou V priestoru PX (definovanou nad polom k) sa nazyva kaZda
podmnoZina priestoru PX, ktora je varietou nejakého homogénneho ideilu okruhu
k[X,, ..., X,). V sa nazyva opif ireducibilnou, ak je varietou (homogénneho) prvoidealu.
Algebraick4 varieta (afinni alebo projektivna) sa nazyva nadplochou, ak je varietou
hlavného idealu. Nech V je ireducibilni projektivna varieta a k(¥) pole racionalnych
funkcii na variete V, t.j. k(V) = k(xo[Xs ..., X,/X;), kde x,(i=10,1,...,n) st triedy
neurditych X; modulo prvoideal variety ¥V a x, = 0 (s je niektoré z &isel 0, 1, ..., n).
Stupeii transcendentnosti pola k(¥) nad polom k sa nazyva rozmerom variety V.
Ked ¥ nie je ireducibilna, moZno ju vyjadrit ako (kone&né) zjednotenie ireducibilnych
variet V; a rozmerom variety ¥ sa nazyva maximum rozmerov variet ¥;.

Kroneckerova veta uvedeni na zaliatku teraz znamena: KaZda algebraicka afinni
varieta v n-rozmernom afinnom priestore je priesekom najviac » + 1 nadploch. Spe-
cialne: Kazd4 algebraicka aﬁnna krivka v trojrozmernom priestore je priesekom najviac
Styroch ploch.

VAN DER WAERDEN v préci [1] poukazal na to, Ze tato horna hranica, t.j. n + 1, sa
vztahuje aj na algebraické projektivne variety.

Po predchadzajlicej priprave mdZeme prlstuplt k tstrednej téme tohto &lanku — ku
klasickému problému tedrie kriviek.

Klasicky problém tedrie kriviek formulovany v podobe hypotézy znie takto: KaZda
algebraickd projektivna ireducibilnd krivka trojrozmerného projektivneho priestoru je
priesekom dvoch pldch.

Prv né% sa pustime do hlbsich uvah o tomto probléme, uvedieme si preciznejsiu algeb-
raicku formulaciu Kroneckerovej vety, na ktorej sa tieto ivahy zakladaja.

Nech R je okruh (komutativny, s jednotkovym prvkom) a nech a je ideal okruhu R.
Radikéalom ide4lu a — oznadenie rad (a) alebo ,/a — sa nazyva mnoZina vietkych takych
prvkov b okruhu R, Ze istd mocnina prvku b leZi v q; rad (a) je opif ideal okruhu R.

Zostrenie Kroneckerovej vety van der Waerdenom moZno formulovat a dokazat
v tomto tvare: Ak a je homogénny ide4l okruhu k[Xy, ..., X,), pri¢om a = (Fy, ..., F,),
s>n+1,aFy,..., Fgje minimalna baza idedlu a, potom existuje aspoti jeden taky
homogénny idedl b < k[X,, ..., X;], Ze b = (Gy, ..., G,), rad (@) =rad (b)) a ¢t < n +1.

Dokaz tejto vety pomocou tedrie idedlov zachddza do prili§ $pecialnych algebraickych
podrobnosti, ktorych uvedenie v ldnku naznadeného zamerania povazujem za neucelné.*)

*) Pre zdujemcov: S metoédami a prostriedkami potrebnymi na dokaz vety moZno sa obozndmit
v knihe W. GROBNER: Moderne algebraische Geometrie, Springer-Verlag, Wien— Innsbruck 1949,
a ¢lanku B. RENSCHUCH: Verallgemeinerung des Bézoutschen Satzes, Sitzungsberichte der Sichsischen
Akademie der Wissenschaften, Math.-Naturwiss. Kl., Band 107, Heft 4 (1966), Leipzig.

Kronecker uviedol vetu bez podrobného ddkazu. Jej dokaz v klasickej formul4cii sa nachddza
napr. v knihe J. KONIG: Einleitung in die allgemeine Theorie der algebraischen Grissen, Leipzig 1903;
nie je viak elementarny ani priehladny.
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Je prirodzené, Ze dalsie tsilie v stvise s Kroneckerovou vetou sa zameriavalo na spres-
nenie hranice uvedenej Kroneckerom. Pokusy pokraéovali dvoma smermi: 1. ukazat, Ze
hranica je minimalna; 2. ukazaf, 7e hranicu moZno zniZit. Uspe¥ny vysledok v pripade 2.
by pre priestorové krivky znamenal: KaZdi priestorovii algebraicki krivku moZno
vyjadrit ako priesek ploch, ktorych podet je mensi ako Styri. Ako pripad, v ktorom toto
tvrdenie idajne nie je spravne, uviedol VAHLEN v [2] priklad reducibilnej priestorovej
krivky, ktora sa dostane ako tiplny prienik urditej kvadratickej plochy a dalSich troch
ploch a sklada sa z racionalnej priestorovej krivky 5. stupiia a jednej se€nice spomenutej
kvadratickej plochy. Podla Vahlenovych vypo&tov kaZdé tri plochy obsahujiice uvedent
krivku musia mat okrem krivky spolo&né e$te dalSie body s krivkou disjunktné. To
znamenalo, Ze uvedent krivku nemoZno vyjadrif ako prienik menej neZ §tyroch ploch;
to dalej znamenalo, Ze pre n = 3, a tym aj v§eobecne, hranica n + 1-uvedend Kronecke-
rom je minimalna. Patdesiat rokov sliZil Vahlenov priklad za zdklad uvedeného tvrde-
nia; s uznanim sa citoval v literatiire a dostal sa aj do encyklopédii. AZ O. PERRON v [3]
postrehol, Ze Vahlenova argumenticia nie je spravna. Uké4zal, Ze uZ tri kuZelové plochy,
ktoré sa dostanu z parametrického vyjadrenia krivky eliminiciou parametru, nemaji
okrem krivky Ziadne spolo¢né body. O. Perron v [3] na strane 319 piSe: ,,Tak sa dnes
néhle opaf stdva otvorenou otdzka, ktora sa povaZovala 50 rokov za vybaveni, totiZ, &i
existuji priestorové (algebraické krivky), ktoré nemozno vyjadrif ako prienik menej ne
Styroch pléch. Dokonca viac. MoZno oprédvnene predpokladat, Ze Vahlenovu krivku
mozno vyjadrit ako prienik len dvoch ploch. Takéto vyjadrenie sa mi nepodarilo doteraz
n4jst, ale nemohol som dok4zat ani jeho nemoZnost. A vdbec, pri tejto prileZitosti chcel
by som prehlasit, Ze doteraz nie je zndma ani jedina krivka, ktorti by doké4zateIne nebolo
moZné vyjadrif ako prienik dvoch pléch.* (To je tzv. klasicky problém tedrie kriviek —
pozri vysSie.)

Ako prvému sa po 80 rokoch podarilo spresnit Kroneckerom stanoveni hranicu pre
priestorové krivky M. KNESEROVI v [4]. Vysledok hovori v sthrne toto: KaZzd4 algebraic-
k4 (reducibiln alebo ireducibilnd) priestorova krivka (v AX alebo P¥) je priesekom
najviac troch ploch.

Rozhodujlicim pomocnym prostriedkom pre dokaz tohto tvrdenia je nasledujlica lema
([4D: Nech M pozostiva z koneEného po&tu priamok prechadzajucich bodom P, a nech
je dany kone&ny pocet bodov Py, ..., P, na M. (O vietkom je re¢ v 4X alebo PX.) Potom
existuje homogénny polyném, ktory sa anuluje v kaZzdom z bodov P,, P,, ..., P, a ne-
anuluje sa v Ziadnom dalSom bode mnoZiny M.

Vysledok analogicky k vysledku M. Knesera sa medzi€asom nezavisle ziskal pre
variety TubovoIného rozmeru v [5] (pre afinny pripad) a v [6]. Vysledky moZno zhrnit
takto: KaZda algebraicka (ireducibilnd alebo reducibilnd) varieta (v 4X alebo PX) je
prienikom najviac n nadpléch.

Tym sa po 90 rokoch o 1 zniZila hranica uveden4d Kroneckerom. Dékazy v [5] a [6]
si tplne elementérne a poskytuji z algebraickej stranky viac neZ obsahuje ziZené
geometrické chipanie. Tieto dokazy predstavuju algebraicki modifikiciu idey M. Kne-
sera v [4]. Vo vysledkoch nehra Ziadnu rolu okolnost, & su variety ireducibilné alebo
reducibilné. Tato vlastnost je v¥ak vyznamna v probléme tedrie kriviek. Tak napr.
R. HARTSHORNE v [7], 3.4.1 ukézal, Ze reducibilnt priestorova krivku v PX (K — pole
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komplexnych &isel) definovani idedlom a = (Xy, X;) N (X3, X3) < k[X,, X, X,, X;]
nemoZno nijakym spdsobom vyjadrif ako prienik dvoch pléch. Tento problém v rovna-
kej suvislosti neskor rozoberal (nezavisle od [7] a homologickymi metédami) L. Bu-
DACH Vv [8]. Azda nie je bez zaujimavosti, Ze priklady takéhoto druhu bolo moZné ziskat
uZ pomocou vysledkov J. - P. SERREA ([9]) (pozri napr. [7], 3.4.6). Tak klasicky problém,
tedrie kriviek sformulovany v ivode €lanku zostava nadalej otvoreny.

Na zagiatku Sesfdesiatych rokov sa vyskytli pokusy spracovat klasicky problém tedrie
kriviek homologickymi metddami. Zdalo sa, Ze na tento ucel bude vhodnid metéda
lokalnej kohomoldgie.*) Oakavalo sa najmi, Ze pomocou nej sa ziska negativna odpo-
ved na klasicky problém tedrie kriviek. L. Budach v [8] a R. Hartshorne v [l 0] zistili, Ze
ireducibilnti priestorovi krivku X < PX, u ktorej pre koherentny zvizok F grupa koho-
molégii H2(PX — X, F) + 0, nemoZno vyjadrif ako prienik dvoch pléch. Hlavny vysle-
dok prace [10] (second vanishing theorem) vSak ukazuje, Ze priestorové krivky uvedenej
vlastnosti neexistujii; tym sa len ukazalo, e pomocou tychto homologickych metéd sa
nepodarilo skon§truovat priklad vyvracajici hypotézu obsiahnuti v klasickom probléme
tedrie kriviek. Napriek tomu viak pouZitie homologickych metdd, ktoré je zaujimavé
samo o sebe, poskytuje nové a ddleZité poznatky o probléme tedrie kriviek; tu st zna&ne
vyznamné aj konkrétne pripady (napr. [11]). Tak napr. sa zistilo o &asto §tudovanej ire-
ducibilnej (nedokonalej) priestorovej krivke v PX s definujiicim idedlom

p= (Xng - Xi" XoX; — X (X5, X0X22 - XfX;;, Xle2 - Xzs) < k[Xo, X1, X3, X51**),
Ze v pripade, ked charakteristika pola K nie je 0, moZno krivku vyjadrit ako prienik
dvoch pléch. Napr. pri charakteristike 2 plati:

p =rad (X{ — X3X;, X7 — X, X3).

R. Hartshorne v [11], 5.17 a 5.18 (str. 126) sa domnieva, Ze tito Macaulayovu priesto-
rovu krivku pri charakteristike 0 nemoZno vyjadrif nijakym spdsobom ako prienik
dvoch ploch, t.j. oéakava zapornu odpoved na klasicky problém tedrie kriviek. Naproti
tomu B. Renschuch z Postupimu v niekolkych rozhovoroch so mnou vyjadril nadej, Ze
tato priestorova krivka je prienikom dvoch pléch pri kaZdej charakteristike. Domnieva
sa, Ze toto tvrdenie sa dostane pomocou elementarnych tivah z istej vieobecnej vety
o Veroneseho varietach a ich istych projekciach.

Stidium s pouZitim kohomologickych metéd dalo okrem toho podnet k nasleduji-
cemu zovSeobecneniu vysledku M. Knesera:

Problém ([11], 5.19, str. 126): MoZno vyjadrit kaZdi d-rozmernu ireducibilnu varietu
V < PX ako prienik najviac 2n — 2d — 1 nadploch?

Pre n = 4 je tento problém tplne otvoreny. Preto autor tohto €lanku skiima v [12]
nasledujiicu otazku: Predpokladajme ako zndme, Ze zadanu varietu V (reducibilni
alebo ireducibilnt) v priestore 4X alebo P¥ moZno vyjadrit ako prienik m nadpldch:
V=Hn..nH, Otizka znie, ¢&i moZno najst kritérium pre minimalitu &isla m.

*) Informécie o nej moZno n4jst napr. v monografii A. GROTHENDIECK: Local cohomogy, Lecture
notes Math. 41, Springer-Verlag 1967.

**) Tuato krivku uviedol uZ r. 1916 F. S. MACAULAY v knihe Algebraic theory of modular systems,
Cambridge tracts No 19, Cambridge 1916
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V [12] sa pre to nachiddza dostadujuca podmienka na ziklade spravania sa dvoch
vhodnych lokalnych grip kohomoldgii. Novd myslienka v porovnani s doteraj§imi po-
stupmi tu spodiva v tom, Ze sa berie do uvahy lokalna kohomoldégia nadplochy H,,
1 <i<m, mZ=4. Dosledok 2 v [12] obsahuje implicitne aj hypotézu, ktori teraz
sformulujeme explicitne.

Hypotéza ([12]): KaZd4 ireducibiln4 (algebraicka) varieta v PX (n = 4) je prienikom
najviac n — 1 nadpldch.

Ddékaz tejto' hypotézy by bol zrejmy, keby sa ukizalo, Ze dostadujlica podmienka vo
vete z [12] je aj nutnou podmienkou. Platnost hypotézy by potom vyplynula zo [6] a d6-
sledku 2 v [12].

DoterajSie skitmanie pre n = 4 ukazuje podstatnii odlinost pomerov, ktoré tu nasta-
ni v porovnani s pripadom n = 3. V [7] sa napr. ukazuje, Ze analdgia klasického prob-
1ému tedrie kriviek v P neplati. Studuje sa tu dvojrozmerna varieta ¥ < PX, ktort ne-
mozZno vyjadrif ako prienik dvoch nadpléch. V je definovana tymto prvoidedlom:

p =(Q, K, K, K;) < K[X,, X;, X3, X,],
kde 0 = X, X, — X, X3, K, = XX, + X, X, — X}, K, = X, X} + X,X; — X,X,,
K, = X3 + XX, — X2

A\ [12] sa ukazuje, Ze
p =rad (Q, K, K35) .

Tento priklad podporuje vyssie sformulovani hypotézu.

Na zaver tohto odseku treba sihrnne povedaft, Ze rozriefif klasicky problém tedrie
kriviek pomocou kohomologickych met6d nie sme doteraz schopni.

Doteraz bola rec len o algebraickych krivkach. Rozdiel medzi algebraickymi a ana-
lytickymi priestorovymi krivkami vystihuje nasledujiica veta od O. FORSTERA
a K. J. RAMsPOTTA*): KaZd4 analytick4 krivka X bez singularit v C? je tiplnym prieni-
kom, t.j. ideal vietkych celych holomorfnych funkcii anulujicich sa na X v C*® moZno
generovat dvoma prvkami.

Dalej sa v tejto praci poznamendva, Ze vetu moZno rozsirif aj na odpovedajtice krivky
vo viacrozmernych analytickych priestoroch a Ze neplati pre odpovedajice algebraické
priestorové krivky.

V doterajSom vyklade sme hfadali pre dant varietu ¥ minimélny podet nadpléch H;,
1 £ i £ m, tak, aby platilo:

V=HnH,n...n H,.

Tuto formulaciu budeme odteraz podla novsie zavedeného spdsobu vyjadrovania na-
zyvat ,,mnoZinovou‘ formulaciou. V zmysle toho sa bude upresnene hovorif o mnoZi-
novom (klasickom) probléme teérie kriviek. Oproti tomu hovorime o ide4lovej formu-
lacii, ¢im sa mieni nasledujice: Podla definicie noetherovského okruhu je kazdy idesl
takéhoto okruhu generovany koneénym poétom prvkov. Ni¢ sa viak nehovori o tom,
kolko prvkov treba na generovanie idealu. I. S. CoHEN v prici Commutative rings with

*) O. ForsTER - K. J. Ramsport: Uber die Darstellung analytischer Mengen, Bayer. Akad. Wiss.,
Math.-Natur. KI., S.-B., Jahrg, 1963, 89—99
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restricted minimum condition, Duke Math. J. 17 (1950), 27—42, popisal okruhy, pre
ktoré existuje také prirodzené &islo k, Ze kazdy ideal okruhu ma bazu pozostavajicu
najviac z k prvkov. Je to pomerne tuzka trieda okruhov, ktoré vSetky maji Krullov
rozmer <1. (Do tejto triedy patria, prirodzene, okruhy hlavnych idedlov a Dedekindove
okruhy.) Vo vSetkych ostatnych okruhoch, najmid v okruhoch polynémov viac ako
jednej neurditej, existuje ku kaZdému prirodzenému &islu n ideal, na generovanie ktorého
treba aspoti n prvkov. Tento fakt v§ak nevyluCuje moZnost horného odhadu minimal-
neho poétu generatorov pre $pecidlne triedy idealov. Vieme napriklad, Ze v okruhu v poly-
némov n neurditych nad polom ma kazdy maximélny ideal bazu pozostavajicu z n
prvkov. Tato formulicia problému o minimalnom pocte generatorov idedlu v noethe-
rovskom okruhu zjednotila a na spolo¢ny zaklad uviedla rozmanité problémy zdanlivo
réznorodej povahy. PretoZe nie je predmetom tohto ¢ldnku podrobne popisovat vyvoj
situacie, nadrtnem len stru€ne doleZité etapy. Prvé vyznamné vysledky v tejto oblasti
prina¥a praca O. Forstera [13], ktord obsahuje predovietkym v terminoldgii okruhov
formulaciu a zovSeobecnenie vety L. Kroneckera uvedenej na za¢iatku tohto &lanku.

Vyjadrenie mnoZinového problému tedrie kriviek v terminoldgii okruhov a idealov
by znelo: Aky je minimalny podet generitorov definujiceho prvoideélu ireducibilnej
algebraickej priestorovej krivky?

Aviak uZ F. S. Macaulay vo vySSie citovanej knihe ukazal, Ze ku ka?dému prirodze-
nému &islu n existuje ireducibilna algebraicka priestorova krivka, ktorej prisluiny ideal
je generovany aspoii n prvkami. VSetky tieto priestorové krivky maju vSak singularny
bod. Preto treba problém tedrie kriviek v idedlovom chapani zaZif na nesinguldrne
priestorové krivky. Idedlové chipanie problému tedrie kriviek teraz znamen4, Ze ideal
nesingularnej ireducibilnej algebraickej priestorovej krivky v 4% generuji dva prvky.
Pre priestorové krivky v P} to vieobecne nenastava, ako sa moZno o tom Iahko presved-
¢if pomocou Bézoutovej vety*).

Uvedeny idealovy problém skimal geometrickymi metédami S. S. ABHYANKAR V mo-
nografii Algebraic space curves, Montreal lecture notes, Montreal 1970, a v dodatku
Supplements to Algebraic space curves, Montreal 1971. Najprv ukazal, Ze tri prvky vzdy
stadia na generovanie idealu krivky. Dalej uviedol $pecialne pripady, v ktorych idealovy
problém tedrie kriviek plati (K je algebraicky uzavreté). M. P. MURTHY v praci Genera-
tors for certain ideals in regular rings of dimension three, Comment. Math. Helv. 47 (1972),
179—184, uvadza priklady nesingularnych afinnych kriviek v A%, ktorych prvoidealy
nie st generované dvoma prvkami. M. I. KRUSENMAYER V praci Fundamental groups,
algebraic K-theory and a problem of Abhyankar, Doctoral dissertation, University of
Utrecht (The Nederlands), 1972, aplikuje na takto definovanua otazku K-tedriu.

Cely rad prac tykajicich sa tohto rozsiahleho okruhu otdzok sme nespomenuli a ne-
rozobrali. Aviak uZ ta literatdra, ktora sa uvadzala, poukazuje na to, akymi rozmanitymi
metddami sa v poslednom &ase spraciiva mnoZinovy aj idedlovy problém tedrie kriviek.

Zostdva ndm len odakdvat, kedy a akymi metddami sa podari mnoZinovy klasicky
problém tedrie kriviek uplne vyriesit.

*) Z4iujemci to mdZu néjst v praci L. SzpIrRo: Variétés de codimension 2 dans P", Colloque d’algébre
de Rennes, Rennes 1972
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Matematika je véda, kterd ddvd nejlepsi prFileZitost pozorovat proces
mysleni a md tu pFednost, Ze pFi jejim péstovdni nabyvdme cviku v meto-
dé rozumového uvaZovdni, které miiZe byt potom pouZivdno ke studiu
kteréhokoliv pFedmétu.

G. POLYA
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