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ke zcela nové spoleenské tloze a také ve zcela jiné d&jinné perspektivé neZ kapitalis-
mus hodnoti smysl a vyznam veSkeré prace vykonané pro jeji rozvoj.” V dalSich
¢astech svého projevu hovofil s. Dolansky o perspektivé Jednoty pfi rozvoji nasi
socialistické spolecnosti a pfi pfechodu ke komunismu. Potom odevzdal s. J. Dolansky
Rad prace akademiku V. KokiNkov a s. V. HAJKOVI a akademik SORM vyznamenéni
»Za zasluhy o vystavbu‘ ¢asopisu Rozhledy matematicko-fyzikilni a medaili Jana
Amose Komenského ministru §kolstvi a kultury F. KAHUDOVI, akademiku B. ByD-
ZOVSKEMU, in memoriam akademiku J. HRoNcovI, dile akademiku V. JARNiKOVI,
M. VaLoucHov. F. DuSkovi, P. BARTOSOVI a F. VEISADOVI.

V dalii &asti slavnosti odevzdal akademik Kofinek diplomy nov& zvolenym &est-
nym &endm JCMF a na zakon&eni zahralo kvarteto matematlcko-fyzxkﬂni fakulty
Karlovy university skladbu J. Zacha.

GEOMETRIE PLASTVI V ROVIN E#)
ALois URBAN, Praha

Clanek uvadi &tenafe do zékladd jedné specidlni &4sti novéji diferencidlni
geometrie, poddvd pfehled jejich zdkladnich pojmi a ukazuje jeji sou-
vislost s teorif nomogramu.

1. UvoD

Tento ¢lanek chce v podstaté upozornit na velmi zajimavou a lehce psanou kniZzku
z diferencialni geometrie (i pro matematika, ktery se prdv€ nezabyva geometrif
nebo dokonce specialng diferencialni geometrii). Jde o publikaci znAmého hamburské-
ho geometra Wilhelma BLASCHKA, Einfiihrung in die Geometrie der Waben (Uvod
do geometrie plastvi), ktera vysla jako IV. svazek kniZnice Elemente der Mathematik
vom hoheren Standtpunkt aus (Zaklady matematiky z vy$§iho hlediska), vydavané
nakladatelstvim Birkhiuser'). Kni¥ka je u nas ptistupna rovn&? v ruském ptekladg,
ktery vySel pomérné nedavno?).

Jak jiz nazev naznaluje, podiva se v ni ivod do geometrie plastvi. Geometrie
plastvi neni nic jiného neZ zndma ,,textilni geometrie* nebo také ,,geometrie tkani:’,
jak pivodné& Blaschke nazval nové odvétvi klasické diferenciélni geometrie, k jehoZ
vzniku dal sdm podn&t a jehoZ zaklady vybudoval se svymi spolupracovniky a Zaky.
Od pitivodniho nazvu ustoupil hlavné proto, %e vznikala fada nedorozuméni, jei

*) Pfedneseno na 1. &. konferenci o diferencidlni geometrii, kterd se konala od 10. do 15. 9.
1961 na Richtrovych bouddch v KrkonoSich.

1y W. BLASCHKE, Einfiihrung in die Geometrie der Waben, Basilej-Stuttgart, 1955, str. 108..

2) B. bismke, Beeneane B reomerpuio Tkaselt, Mocksa, 1959, crp. 144. -
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vrcholila tim, Ze pracovnici textilniho primyslu se na ného stale obraceli s odbornymi
dotazy z textilu.

Dal proto pfednost novému oznaceni. Je pry pro ného mnohem pfijemnéjsi stykat
se s véelami a véelafi neZ s tkalci. Rusky pfeklad se pouze pro gramatické obtiZe
s ruskym slovem plastev (cot, coTsl je pomnozZné) pfidrZel pivodniho oznadeni.
Ceské nazvy ,,tkait“, ,tkanina“ se nezdaji nejlepsi, a proto snad v C&eitin& bude
vhodné uZivat pfekladu nového oznaceni, tedy ,,plastev®, ,,geometrie plastvi‘ apod.

Prvni praci z tohoto nového odvétvi diferencidlni geometrie je Sestistrankova
italska prace G. THOMSENA®) z 1. 1927, ktera vznikla na Blaschkéiv popud. V 20. a 30.
letech vychazely potom jiZ dal§i prace od rdznych autord vesmés pod spole€nym ti-
tulem ,,Topologische Fragen der Diﬂ'erentiélgeometrie“ (Topologické otazky dife-
rencidlni geometrie), které byly uvefejiiovany pfevaZné€ v Abhandlungen aus dem
Mathematischen Seminar der Universitit Hamburg (Pojednani matematického
seminife hamburské university). Nejvice praci napsali Wilhem Blaschke a Geritt
BoL; ze 66 praci, které vznikly do r. 1938, kaZdy z nich mél po 14. Prvy souborny
piehled vysledki podal pravé W. Blaschke, a to teprve v r. 1932 v Chicagu v rozmno-
Yenych prednaskach?), z nichZ pozdgji vznikla ve spoluprici s G. Bolem dobfe znama
udebnice Geometrie der Gewebe (Geometrie tkani)®), ktera vysla v r. 1938 jako 49.
svazek Springerovy fady udebnic ,,Die Grundlehren der Mathematischen Wissen-
schaften in Einzeldarstellungen*‘.

Vyjiti u¥ebnice neznamenalo, %¢ se W. Blaschke prestal o nové geometrické téma
zajimat. Na nékolika pfednaSkovych cyklech v Barceloné, Hamburku, Cafihradé
a Messing referoval o své geometrii plastvi; pfednasky byly nejprve publikovany
Spanélsky v Barcelon& v r. 1954°). Z nich pravé v r. 1955 vznikl Uvod do geometrie
plastvi.

Geometrie plastvi je zajimavou, je§té zdaleka ne uzavienou diferencialné geometric-
kou disciplinou. Na rozdil od jinych modernich matematickych disciplin zakladni
tlohu v ni hraji zcela ndzorné pojmy. V tivodé ke své knizce W. Blaschke, chtéje
navazat na postesknuti znimého italského geometra Francesca SEVERIHO, Ze ,,La mate-
matica moderna ¢ ammalata di astrattismo* (moderni matematika trpi pfili§nou
abstrakci), vyslovuje pfesvéd&eni, Ze jim péstované nové odvétvi diferencialni geo-
metrie ma velmi zdravy zdklad. Hned v§ak dodava: &i je malo moderni?

2. CO JE GEOMETRIE PLASTVI?

Zhruba feéeno, geometrie plastvi je topologicka diferencialni geometrie ,,v malém*.
Podle znimého KLEINOVA erlangenského programu se geometrie klasifikuji podle

3) G. THoMmseN, Un teorema topologico sulle schiere di curve..., Boll. un Mat. ital., Bologna,
6, 1927.
) 4) W. BLASCHKE, Topological Questions of Differential Geometry, Chicago, 1932.
5) W. BLascHKE und G. BoL, Geometrie der Gewebe, Berlin, 1938, str. 340.
6) W. BLASCHKE, Introduction a la Geometria de los tejidos, Seminaro Matematico de la Uni-
versidad de Barcelona, 1954.
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zakladni grupy transformaci. To plati i pro diferencialni geometrii. Vedle diferencialni
geometrie obyejného euklidovského (metrického) prostoru existuji jeSt€ dalsi
diferencialni geometrie, napf. afinni, projektivni, konformni atd. Nejobecné&j§i geo-
metrii v tomto smyslu je pravé topologicka diferencialni geometrie.

Topologicka diferencidlni geometrie v euklidovské rovin& studuje geometrické
vlastnosti, které jsou invariantni vzhledem ke v§em zobrazenim
ox* 6y*
ox  ox _ax*y )
ox* oy*|  a(x, y)
ay oy
Pfitom x, y jsou kartézské soufadnice roviny, x*(x, y), y*(x, y) analytické funkce
realnych prom&nnych x, y s nenulovym jakobidnem, tak¥e rovnice (2.1) udévaji
vzdjemné jednoznadné spojité zobrazeni jisté oblasti & roviny € na jistou oblast G*
téZe roviny.”) Takova .zobrazeni se nazyvaji topologickd zobrazeni. Nazornym
pfikladem topologickych zobrazeni oblasti & roviny jsou ridzné tvary, kterych miZe
nabyt oblast & zakreslend napf. na mirn& napnuté gumové blan& p¥i nataZeni nebo
naopak pfi smr¥téni gumy. Upln& obdobn& lze definovat pojem topologické
diferencialni geometrie v prostoru, na plochéch apod.

Topologicka diferencidlni geometrie v rovin& studuje rovinné tdtvary ve dvou
sm&rech: a) ,,v malém* (lokélni vlastnosti), b) ,,ve velkém* (globélni vlastnosti).
Geometrie plastvi se zajima o prvy okruh otdzek. Podobn4 situace je oviem jiZ
i v klasické metrické diferencidlni geometrii, kterd rovn&% v podstat® se rozpadé
na dva sméry, z nichZ jeden studuje lok4lni vlastnosti kfivek a ploch (v&tiina udebnic
diferencialni geometrie k¥ivek a ploch se zabyva pravé t&mito otézkaml) a druhy
studuje globalni vlastnosti.

Je zfejmé, Ze z topologického hlediska kaZda kfivka v kazdém svém oby&ejném
bodé& je ,,v malém* topologicky ekvivalentni s tise¢kou. Podobn& oviem i plocha
v regularnim bod& je topologicky ekvivalentni s &4sti roviny. Z hlediska topologické
diferencidlni geometrie nelze tedy lokAln& rozliSovat .kfivky ani plochy. Vznika
otazka, které lokalni vlastnosti k¥ivek a ploch se vlastné maji v topologické lokéalni
diferencialni geometrii studovat. Na tuto otdzku je moZno odpovédét takto: Nelze-li
topologicky ,,v malém* rozh§ovat kfivky nebo plochy, je moZno viimnout si systému
kiivek nebo ploch.

Nejjednodud¥i systém k¥ivek v roving je vrstva k¥ivek. Vrstvou & kfivek B(u)
rozumime jednoparametrickou soustavu takovych kfivek, Ze

21 x*=x*x,y), y*=y*x,y), det

(2) kazdym bodem dané oblasti & prochézi pravé jedna k¥ivka soustavy,
(b) jednoduse pokryvéa oblast & v tom smyslu, %e ¥4dn4 z k¥ivek ¥(u) nema v @
singularni bod (tento poZadavek oviem souvisi s poZadavkem (a)).

7) Oznateni ttvard se plidrfuje v hlavnich rysech oznageni uZitych ve zmin&éné Blaschkové
kniZce, aby &tenéf, ktery se mini geometrif plastvi podrobné&ji zabyvat, mohl se v ni 1épe orientovat.
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Jsou-li x, y kartézské soufadnice v roving, pak rovnici vrstvy kfivek miZeme psat
ve tvaru

2'2 . F(x, Y, u) =0 ,
kde u znadi parametr voleny v néjakém vhodném intervalu I nebo &astéji ve tvaru
23 u = u(x,y),
C.
D . C 0 (4
‘ y
x 0
A B A 8
Obr. 1. Obr. 2.

kde u opét zna&i parametr a u(x, y) je analyticka funkce vyznadenych argument.
Pro pevné u e I dostdvame tedy ur&itou k¥ivku f(u) vrstvy (2.3). PoZadavek, Ze k¥ivky
vrstvy nemaji v ® singulérni bod, je totoZny s poZadavkem, aby nikde v & nebyly

du(x, y), ou(x, y)

2.4
ox dy

soudasné rovny nule.
Snadno se uvaZi, Ye vrstva kfivek nema topologicky diferencialni invariant, tj.
viechny vrstvy jsou ,,v malém“ topologicky ekvivalentni (obr. 1).
Topologicky ekvivalentni ,,v malém* jsou i sité kFivek (obr. 2), tj. dvojice vrstev
&, (i = 1, 2) kfivek ¥(u,)
2.5 u; = uyx,y)
(kde u,el, (i = 1, 2), u(x, y) jsou analytické funkce) takovych, ¥e pro n& plati:
(a) k¥ivky riznych vrstev, které prochazeji tymZ bodem dané oblasti, se v tomto
bod¢ nedotykaji,
(b) dv& kfivky riznych vrstev maji v dané oblasti nejvy3e jeden spoleény bod a
(c) pro n¥% v oblasti & jest

uy Ouy

2.6 Ay, ug) _ go |08 x|
a(x, ) Quy  du,
ay oy

(coZ neni nezavislé na pfedchozich podminkéch).
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Teprve tii vrstvy kfivek &, (i = 1, 2, 3)
2.7 u; = uyfx, y)
(uyehl, i =1,2,3) '
takové, Ze kaZdé dve tvofi sit, tedy takové, Ze kazdym bodem dané oblasti & prochézi

pravé jedna kfivka kaZdé vrstvy, které se vzijjemné& nedotykaji a pro n&€Z plati podmin-
ka

)g o) £ o (1=1,23i+)),
a(x, y)

mohou byt topologicky ,,v malém* riizné.

Obr. 3.

Pfiklad 2.1. Topologicky ekvivalentni a neekvivalentni soustavy kfivek.

JestliZe za trojici vrstev k¥ivek volime tfi vrstvy rovnob&Zek v roving (tedy tfi osnovy
rovnobg&Zek), které vzajemng sviraji Ghel %1:, pak je moZno kolem kaZdého bodu M
roviny sestrojit pravidelny Sestitihelnik o stfedu v M tak, Ze jeho uhlopfi€ky i strany
leZi na pfimkéch danych vrstev pfimek; pfi konstrukci vyjdeme z libovolného bodu
1 (£ M), ktery leZi na pfimce jedné vrstvy jdouci bodem M; dalsi je ji% z¥ejmé z obr.
3a. Topologickou transformaci (2.1) (napf. roztaZenim) ziskdme z tohoto Sestiuhel-
nika k¥ivodary Sestitthelnik (obr. 3b), ktery je s pfedchozim topologicky ekvivalentni.
Je viak ziejmé, provedeme-li naznalenou konstrukci pro libovolné kfivky (2.7)
s podminkami (2.8) (i,j = 1, 2, 3; i * j), tj. sestrojime-li bodem M’ k¥ivky viech
tfi vrstev I—1III (symbol I (II, III) zna&i, Ze k¥ivka néleZi vr®vé &, pro i = 1 (2, 3)),
zvolime-li na jedné z nich bod 1’ £ M’ a ke konstrukci dal§ich bodd 2' — 7’ u¥ijeme
jiz jen k¥ivek danych vrstev kfivek, pak nemusi vZdy 7' = 1’. Z toho je patrno,
¥e frojice vrstev k¥ivek v obr. 3c neni topologicky ekvivalentni s trojici vrstev v obr. 3a
nebo v obr. 3b.

Geometricky ttvar, ktery je tvofen trojici vrstev &; (i = 1,2, 3) o rovnicich
(2.7), (2.8), se nazyva kfivodard 3-pldstev nebo struéné jen pldstev .
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O oblasti @ (tzv. oblast regularity plastve) je vhodné pfedpokladat, Ze je vypukla
vzhledem k dané plastvi 8. Rozumi se tim, Ze prinik kazdé kfivky plastve s oblasti &
je jediny spojity oblouk.

3. PLASTVE A NOMOGRAMY

Teorie plastvi tésn& souvisi s monografii, kterd, jak znamo, nachéazi své uplatnéni
predeviim.v technické praxi, kde se ji uZivd ke grafickému znazornéni funkénich
vztahd. : .

Vyloug&ime-li z rovnic (2.7) viech t¥i vrstev &; (i = 1, 2, 3) kfivek dané plastve 8
. definované v oblasti & proménné x, y, dostane-

me tzv. rovnici pldstve

3.1 W(ul, U,, u3) = 0 H

touto rovnici jsou vazdny parametry u,, uj, u,
k¥ivek plastve, které prochazeji jedinym bodem.

Obracené, je-li v oblasti regularity & dana
n&jakéa analytickd funkce W tfi proménnych u;
(i =1,2,3), ktera vyhovuje v & podmince

3.2 (?—W$0, i=123,
12345678 1 Ui
LA . potom lze z topologického hlediska studovat
Obr. 4. plastev diferencidlné geometricky, tj. ,,v ma-

1ém*.

Z uvedeného je hned patrno, je-li ddna plastev I8 graficky a jestlize k jednotlivym
kfivkam kaZdé z vrstev plastve jsou pfipojeny pfislusné parametry u; (i = 1, 2, 3),
pak I8 je nomogramem rovnice (3.1) (obr. 4). ,

Lehko se uvéZi, Ze viechny plastve, které pisludeji dané rovnici (3.1), jsou ,,v ma-
1ém“ topologicky ekvivalentni, tj. existuji transformace (2.1), které prevadgji (v-ob-
lasti &) kiivky vrstev &; (i = 1, 2, 3) plastve B v kfivky &} (i = 1, 2, 3) plastve B
(v oblasti &*), pfi gemz I a W* maji touZ rovnici (3.1).

Je zfejmé, Ze napf. zména parametru v jednotlivych vrstvach dané plastve nema
vliv na jeji topologickou strukturu; nemiiZe se proto zménit ani rovnice plastve.
Jestlize viak uvaZujeme jen funkci W(u,, u,, u3), tzv. funkci pldstve; pak oviem
k dané plastvi I8 existuje nekone¢né mnoho takovych funkci. Zname-li jednu z nich,
napf. W(u,, u,, u3); 1ze viechny ostatni funkce dané plastve z ni sestrojit témito
transformacemi:

(1) Transformaci parametri
ou

et 3
*
i

3.3 u, = uu}), det +0 v G,
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.

v kaZdé vrstvé &, (i = 1, 2, 3) dané plastve 8B; pfi této transformaci je

34 W*(uy, u3, u3) = W(u,(u}), uy(u3), us(u3)) .
(2) Nésobenim nenulovym faktorem H + 0 v &:

35 ﬁ’(ul, Uy, u3) = H(uy, uy, us) W(uy, uz, us) .
(3) Transformaci

3.6 W(ul, Uy, ua) = F(W(ul, Uy, us)) N

kde

3.7 F0)=0, F(0)+0.

*’% A, P

Obr. 5. P Obr. 6.

Témito transformacemi se rovnice plastve neméni. Funkce plistve oviem neni
urdena jednoznadné&. Je ji viak moZno, zndme-li n&akou vhodnou charakteristickou
geometrickou vlastnost dané plastve, uZitim této vlastnosti normovat (k normovani
se uZiva napf. tzv. k¥ivosti plastve, kter4 bude definovana pozdgji).

Ptfiklad 3.1. Uréete funkci pfimodaré plastve.

Pfimogarou plastvi rozumime plastev, jejiz kazda vrstva &, (i = 1, 2, 3) je jedno-
parametrickd soustava pfimek.

Jsou-li x, y kartézské soufadnice euklidovské roviny, jsou rovnice vrstev (za jistych
ptedpokladi o koeficientech a;, b;, c;, které zde nebudeme vypisovat)

38 S, =afu)x + bu)y + cu) =0, i=1273%).

Ptimky vrstvy &; obecn& obali kfivku k; (obr. 5) (mohou oviem také tvofit svazek
nebo osnovu pfimek). Podle nasich pfedpokladd musi k; leZet vn& oblasti regularity &
plastve urdené vrstvami (3.8). KaZda z kfivek k; je opatfena $kdlou parametrii u,.
Za funkci dané plastve je moZno vzit determinant

ay(uy), by(uy), cy(uy)
ay(u;), by(u,), ca(us)l. .
/'as(us), b3(u3); 03(“3)
8y Pro analytické vyjadfeni vrstev 6,- se v tomto pfipadé uZilo rovnic tvaru (2.2) misto rovnic
tvaru (2.3).

39 W(uy, us, us) =
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Rovnice dané pléastve
3.10 W(ul, uz, U3) = 0

udéva pak podminku pro to, aby tfi pfimky p; (i = 1, 2, 3), jeZ jsou te&nami kfivek k;
v bodech A; o parametrech u;, prochazely jedinym bodem X.

Poznamka. V nomografii se obvykle uZiva dualniho utvaru (obr. 6). Kétované
obalky k; (i = 1,2, 3) pfejdou v kfivky ki, tzv. stupnice; pfimky p; se v dualité
zobrazi do bod{ P; a prisetik X pfimek p; pfejde ve spojnici x bodi P;.

" Vznikly obrazec je znamy spojnicovy nomogram.

4. SESTIUHELNIKOVE PLASTVE

Pfimocaré plastve S v rovin€ tvofené rovnob&€Znymi pfimkami (vrstvy plastve
jsou osnovy pfimek) a plastve s nimi topologicky ekvivalentni se nazyvaji Sestiuhelni-
kové pldstve. ‘ :

Jaké jsou podminky pro to, aby dana plastev v roviné byla Sestiihelnikova?
Najdeme nejprve geometrickou a pak analytickou charakteristiku Sestivihelnikovych
plastvi.

U pifimodaré plastve vytvofené rovnob&Znymi pfimkami tfi danych osnov pfimek
miZeme podobné jako v prikladu 2.1 sestrojit Sestithelnik (stfedové soumérny),
jeho strany a uhlop¥igky jsou pfimkami dané plastve (obr. 7). Konstrukee lze provést
napf. tak, Ze vyjdeme z trojihelnika A ABC tvofeného pfimkami plastve. Z definice
plastve plyne, Ze v ka¥dé plastvi 1ze trojuhelniku z kiivek plastve vepsat jediny dalsf
trojthelnik z kfivek plastve. V pfimodaré plastvi dané tfemi osnovami rovnob&Znych
pfimek vepsany trojihelnik je tvofen stfednimi p¥itkami daného trojuhelnika (obr. 7).
Podobn& sousednimu trojihelniku A\ ABD plastve, tj. trojihelniku, ktery s danym
trojihelnikem A ABC ma spole¢nou stranu (v obr. 7 stranu AB), je takto moZno
vepsat trojuhelnik z kfivek plastve. Oba vepsané trojihelniky maji jeden z vrcholi
(stfed strany AB) spole&ny.

NAVAVAVAVAVAY

Obr. 7. Obr. 8.
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Odtud je patrno, Ze v kaZdé Sestitthelnikové plastvi je moZno uZitim vZdy dvou
sousednich trojuhelniki plastve (které oviem mohou byt i kfivogaré) sestrojit uzavie-
ny Sestitihelnikovy utvar, ktery mé sedm bodd (Sest vrchold a ,,stfed*) a obsahuje
po tfech kfivkach kaZdé vrstvy dané plastve. V pfipad€é pfimocaré plastve tvofené
tfemi osnovami rovnobéZek je to stfedov& soumérny Sestiihelnik se stfedem a thlo-
pfitkami, které jim prochazeji (obr. 7).

Dé se dokézat, Ze tato podminka existence uzavienych Sestithelnikovych ttvari
(obecn¥ kfivodarych Sestitihelnikdl) je nejen nutné, ale také sta&i pro to, aby dana
plastev byla Sestitthelnikova, tj. topologicky ekvivalentni s p¥imo&arou plastvi
vytvofenou tfemi osnovami rovnobéZek. Tim jsou jiZ geometricky charakterizovany
$estithelnikové plastve.

Jestlize kazdé dva sméry, které uréuji zminéné osnovy rovnob&Zek, sviraji thel
%1:, nazyva se piisluSné plastev pravidelnd. ProtoZe kaZdou obecnou pfimoc&arou
plastev tvofenou tfemi osnovami rovnobéZek je moZno afinitou pfevést na pravidelnou
plastev, je moZno vzit pravidelnou plastev za reprezentanta viech Sestitthelnikovych
plastvi (obr. 8). :

Abychom mohli podat analytickou charakteristiku SestiGhelnfkovych plastvi,
miZeme se tedy omezit jen na analytické vySetfeni pravidelnych plastvi. Rovnice
osnov &, (i = 1, 2, 3) pfimek, které tvofi danou plastev

4.1 ax +by+e¢;=u, (i=1273)°)

(ay, by, c; jsou jisté konstanty, u; € I, jsou parametry) je moZno uZitim rovnic (3.3)—
(3.7) normovat tak, Ze rovnice plastve je g

4.2 WEu1+u2+u3=0.

Poznamka. Volime-li napf. pravoihlé soufadnice v roviné tak, aby jedna osnova
ptimek byla rovnobéZnd s osou x, pak rovnice viech tfi osnov pfimek miZeme
uvést na tvar

y =ui, x\/f—y=u’z, x3+y=uj,
z nichZ transformaci parametrii
up =2uy, u;=uy, u3= —uj

v jednotlivych osnovach pfimek, které tvoti danou pravidelnou pléstev (tj. ptedislo-
vanim pfimek prvé a tfeti osnovy) dostaneme rovnice

2y =uy, X\/g—}’=“2, —x\/3——y=“3;
eliminaci x, y (sta&i rovnice se&ist) najdeme jiZ (4.2).

Dokazali jsme tedy:

Funkci kazdé Sestithelnikové plastve lze vidy vyjadfit soudtem parametrt (pfi
vhodn& volené parametrizaci).

%) Rovnice (4.1) jsou specidlnim ptipadem rovnice (3.8) pro a(u) = a;, by(u) = by, c(up) =
= Ci - lli.
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P¥iklad 4.1. Sestithelnikova plastev tvofena tfemi lineArn& zivislymi svazky
primek. !

T¥i rdzné svazky primek, jejichZ stfedy leZi na pfimce p, tvofi zfejmé& Sestiihelni-
kovou plastev. Za oblast regularity této plastve miiZeme vzit napf. otevienou polo-
rovinu uréenou pfimkou p (obr. 9). Tato plastev neni jen topologicky, ale je jiz
i projektivn& ekvivalentni s pravidelnou pléstvi, u niZ stfedy S; (i = 1, 2, 3) svazkid
primek jsou nevlastni body rozifené euklidovské roviny a ptimka p je jeji nevlastni

ptimkou. (Utvar na obr. 9 je tedy v podsta-
t& perspektivou titvaru na obr. 8.)

Ss

Obr. 9. Obr. 10.

P¥iklad 4.2. Sestitihelnikova plastev tvofena tfemi linearn& nezavislymi svazky
pfimek.

TFi linern& nezavislé svazky ptimek &; (i = 1, 2, 3) o stfedech S; v euklidovské
roviné tvoii rovnéZ Sestiihelnikovou plastev, a to uvnitf trojihelnika S;S,S, (obr.
10).

Necht

4.34 pi=ax+by+c;=0

jsou rovnice stran trojihelnika S,S,S;. Linearni formy p; jsou napf. normovany
tak, aby p(P) = +1, kde P je libovolny pevny vnitini bod trojdhelnika S,S,S;.
Potom v kaZdém vnitinim bod€ A S,S,S; je p; > 0. PoloZime-li nyni

4.4 Ig pi/Pj = U

(kde i, j, k je cyklickd permutace &isel 1, 2, 3), pak parametry u(k = 1,2, 3) jsou
definovany uvnitf A S,S,S; a plati pro né :

4-5 WE u1+u2+u3=0.10)
Plastev uréend danymi svazky pfimek uvnitf A S;S,S; je tedy Sestitibelnikova.

10y Nebot u; + u, +u; = lgp,/ps +1gps/py +1gp/p, = lgp, — lgp; +1gp3 —
—Igpy +1lgp; —1lgp, = 0.
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Ptiklad 4.3. Sestitihelnikova plastev tvofena tfemi svazky kruZnic.

Za vrstvy kfivek, které urduji plastev, zvolme tfi svazky kruznic &; (i = 1,2, 3)
o zékladnich bodech P;, P, (i, j, k je cyklickd permutace prvki 1, 2, 3), které neleZi
v pﬁmce“). Pro jednoduchost pfedpokladejme, Ze uréuji rovnostranny trojihelnik.
Snadno dokaZeme, Ze vytvoiena plastev je uvnitf kruZnice k opsané A P,P,P,
Sestithelnikovou plastvi (obr. 11).

n

"
0
i

obr. 11. Obr. 12.

Necht P je libovolny vnitfni bod kruhu k a necht %7: <o < %n je ten thel X P;PP,,
v némZ neleZi P;. Rovnice kruZnice svazku &; uréeného zikladnimi body P;, P
(i, J, k je cyklickd permutace 1, 2, 3), je pak a; = konst. Pro thly kruZnic danych
svazkd, které prochéazeji bodem P, plati

4.6 oy + oy + a3 =2m,
a proto volime-li za parametr u; napf.

4.7 u;=a; — %n ,
najdeme

4.8 ' W=uy +uy +us=0.

Plastev je tedy Sestithelnikova..

Ptiklad 4.4. Sestithelnikové plastve tvofené kruZnicemi.

Celou fadu dalSich Sestithelnikovych plastvi v roviné dostaneme uZitim stereo-
grafické projekce (obr. 12). Sestitihelnikovou plastev $B,, kterd je tvofena tfemi
svazky pfimek o stfedech S; (i = 1, 2, 3) (viz ptiklad 4.2), promitneme z libovolného
bodu A4 na kulovou plochu x dotykajici se roviny n. Na x dostaneme tak v jisté
oblasti Sestiuhelnikovou plastev B,, kterou na x vytinaji tfi svazky rovin 4S; (i =
=1, 2, 3); plastev B, je tvofena kruZnicemi kulové plochy k. Stereografickou

11y po svazku kruZnic o zékladnich. l?odech P;, Py potitdme ovSem i ptimku P_,-P;.
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projekci plastve I8, 12) na n dostaneme v jisté oblasti roviny n Sestithelnikovou
plastev tvofenou (pokud A ¢ SS;) kruZnicemi. Podle polohy bodu A a os A4S, svazkd
rovin, které vytinaji na kulové ploSe svazky kruZnic tvoficich jednotlivé vrstvy
plastve I,, vzhledem ke kulové plose k, dostivime rizné typy Sestiahelnikovych
plastvi v roviné = tvofenych kruZnicemi, pfesnéji fe€eno kruhovymi oblouky.
Uvedme alespoii jeden typ takto sestrojené plastve z kruhovych obloukd. JestliZe
S, je stfed svazku pfimek v rovin& = (ktery urluje vrstvu &ar dané plastve 9B,),

|
'S
i
1

|

I
Obr. 13. Obr. 14.

l
!
|
i
l
!
t
|

pak jeho promitnutim z bodu A vhodné voleného na ptimce SP vné kulové plochy x
na kulovou plochu dostaneme na k dva rizné body S’, S”, které jsou zédkladnimi
body svazku kruZnic na kulové plose (obr. 13). Promitnutim zikladnich bodd
S’,S” z S na rovinu = najdeme pak dva rizné zdkladni body Sj, S; (na pfimce
jdouci P) svazku kruZnic, ktery jiZ tvofi jednu vrstvu kfivek hledané plastve 8.

Jestlize stfedy S; (i = 1, 2, 3) svazki plastve 8B, tvofi rovnostranny trojuhelnik
se stfedem v P, najdeme uvedenou konstrukci tfi pary bodd S, S} (i = 1,2, 3)
podle obr. 14, které jsou zakladnimi body svazku kruZnic &; plastve 8. KruZnice k,
prochazejici zakladnimi body svazkit S;, &, (i, ), k je cyklickd permutace prvki
1, 2, 3) urduji k¥ivodary trojuhelnik o vrcholech S (i = 1,2, 3); jeho vnitfek je
moZno vzit za oblast regularity plastve . KruZnice k, kterd pravouhle protini
vSechny kruZnice plastve, je stereografickym primétem kruZnice kulové plochy x
leZici v polarni roviné bodu A.

Pifiklad 4.5. Nesestitthelnikova plastev, jejiz vrstvy jsou dva svazky pfimek
a svazek kruZnic.

Svazky pfimek (nebo osnovy pfimek) a svazek kruZnic nemusi oviem vZdy urdit
Sestitthelnikovou plastev. Lze sestrojit ptiklady, kdy tomu tak neni (obr. 15; S,, S,
jsou stiedy svazki &;, &, pfimek; Sj3, S5 jsou zdkladni body svazku &; kruZnic),

12y pyi stereografické projekci kulové plochy na te&nou rovinu @ stfted S promiténi je bod
kulové plochy diametralné sdruZeny s dotykovym bodem zvolené primétny s a kulové plochy.
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Priklad 4.6. NeSestitihelnikova plastev, jejiZ vrstvy jsou tvofeny svazky kruZnic.

Zvolme svazky &, (i = 1,2.3) kruZnic o zékladnich bodech Sj, S; tak, aby
pfimky S;S; uréily obecny trojthelnik. Snadno se pfesvédéime, Ze plastev uréena
svazky &, neni Sestithelnikova (obr. 16).

Sy

|$;

Obr. 15. o Obr. I6.

Ze Sestithelnikovych plastvi (konstruktivng) nejjednodussi jsou pfimodaré pléstve.
V predchozich piikladedch byla ukazina konstrukce dvou projektivné rtiznych
typi takovych plastvi (pfiklad 4.1 a pfiklad 4.2). Jaké jsou viechny pfimo&aré plastve?
Na tuto otazku odpovida zdkladni véta GRAFOVA-SAUEROVA:

Primocdaré pldstve Sestitihelnikové jsou prdvé ty pldstve, které jsou tvoFeny teénami
kFivky treti tFidy.

Samoziejmé se pfitom omezujeme jen na oblasti regularity, tj. na oblasti roviny
dané kfivky, v nichZ te€ny k¥ivky skute€né tvofi plastev. Dikaz véty nebudeme poda-
vat. :

Dfive uvedené pfiklady 4.1 a 4.2 pfimod&arych Sestithelnikovych plastvi pfedstavuji
dva nejjednodussi ptipady z deviti realnych projektivn& riznych typa kfivek tfeti
ttidy. V prikladé 4.1 kfivka se rozpada na tfi linearné zavislé svazky pfimek, v pfi-
klad€ 4.2 na tfi linearné nezavislé svazky pfimek. Uvedme alespoii jesté dva jedno-
duché priklady p¥imodarych Sestiithelnikovych plastvi.

Pifiklad 4.7. Pfimocara Sestithelnikova plastev pfislusejici sloZené kfivce tfeti
t¥idy. .

Zakladni kiivka tfeti tfidy nechf se rozpada na kruZnici k (tedy te&ny kruZnice
k tvofi dve vrstvy plastve; pfesnéji feéeno, jedny polote€ny tvofi jednu vrstvu a druhé
polote¢ny druhou vrstvu pléastve) a svazek p¥imek (stfed svazku, ktery tvofi tfeti
vrstvu plastve, je zvolen ve stfedu S kruZnice k; obr. 17).
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Ptikldd 4.8. Pfimocdara Sestithelnikova plastev pfisluSejici specialni jednoduché
kfivce tfeti tfidy.

Za zakladni kfivku tfeti tfidy zvolme kfivku se tfemi body vratu, a to zndmou
Steinerovou hypocykloidu (obr. 18). Kladné polotetny ke dvéma vétvim (kladna
orientace je uréena parametrei, ktery na obou vétvich roste od spoleéného bodu
vratu) tvofi jednu vrstvu p¥imek (pfesngji feSeno polopfimek) plastve.

Problém najit viechny Sestitthelnikové plastve, jejichZ k¥ivky jsou kruhové oblouky,
neni je§té pln& rozieSen. D4 se dokazat, Ze nutna podminka, aby takova plastev
existovala, je, aby funkce plastve byla kvadratickd ve vSech parametrech u;. Pfi-
klady 4.4 a 4.6 ukazuji, Ze otazka, zda plastve, jejichZ vrstvy jsou svazky kruZnic,
jsou & nejsou Sestitihelnikové, tésné souvisi se
vzajemnou polohou zakladnich bodd svazkt
kruZnic plastve.

Obr. 18.

5. OBECNE PLASTVE V ROVINE

Dosavadni uvahy byly celkem elementarniho razu a nezavadély Zadné diferencialng
geometrické pojmy v geometrii plastvi. Ctenaf, ktery se nezajima podrobnéji o dife-
rencialni geometrii, ale chtél by se seznamit alespoil pfehledné s nékterymi dal§imi
vysledky geometrie plastvi, miZe vynechat dal§i fadky aZ k vété udavajici geometricky

"vyznam anulovani tzv. kfivosti plastve. Staci, kdyZ vezme na védomi, Ze podobné
jako v obycejné diferencialni geometrii kfivek a ploch i v geometrii plastvi je moZno
zavést pojem kfivosti. Pro zajemce alespoii struéné naznacime, jak je moZno v teorii
plastvi zavést pojmy znamé z klasické diferencialni geometrie, zvlasts pak pojem
kfivosti plastve.

Jestlize vrstvy &, (i = 1, 2, 3) dané plastve  jsou dany rovnicemi

5.1 ufx,y) =u;, (w;el;;i=123),
1ze utvofit Pfaffovy formy
5.2 o; =g{x, y)du;, (i =1,2,3; nestita se),

kde g,(x, y) # 0 jsou nenulové funkce a du; jsou uplné diferencialy funkci u(x, y).
Diferencialni rovnice o; = 0 urluji oviem jednotlivé vrstvy &, (i =1,2,3) dané
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plastve . Soutinitele g, Ize vZdy volit tak, aby pro viechny body (x; y) oblasti & re--
gularity dané plastve a pro viechny sméry (dx; dy) platilo

3
5.3 Zai=61+02+0’3=0.
i=1

Formy o; nejsou touto volbou urCeny jednoznaén€. Je moZno je jeSt€ nasobit
(resp. délit) faktorem g(x, y) + 0; pfipoust&ji se proto jest& transformace
5.4° of =09 ', (i=123).

Z rovnice (5.3) plyne, Ze pro vné&jsi soudiny forem o; plati
5.5 0y NGy =03 AGy =0y A OD,.

Vnéjsi soudin

5.6 Q=0 A0y
se nazyva plosny element plastve 8. Pfi transformaci (5.4) se transformuje podle
5.7 Q* = g2,

Vnéjsi diferencialy Pfaffovych forem a; se lisi jen skalarnim &initelem od plo$ného
elementu Q, a tedy !

5.8 do; = hQ (i=1,23),
pfi &emZ plati, jak plyne z (5.3),
3
59 Yh=0.
i=1

Veli¢iny h; se nazyvaji Christoffelovymi symboly plastve. UZitim danych forem o,
a skalard h; se definuje tzv. konexe y plastve I

5.10 y = hyo, — h,03 = hyo3 — hy6, = h6, — hy0,,
ktera pfi transformaci (5.4) se transformuje podle
511 y=y—dlgg.
Vné&jsi diferencial dy konexe y je moZno psat ve tvaru
5.12 dy = kQ,

kde skalar k se nazyva kfivost pldstve; pti transformaci (5.4) se transformuje k¥ivost
takto :

5.13 k* = g%k .

Rikame, Ze skaldr v je vdhy p, jestlie pfi transformaci (5.4) se transformuje
podle

5.14 v* = gPu;
ktivost plastve je tedy skalar vahy 2.
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K libovolnému skalaru v miZzeme sestrojit skalary v; uZitim relaci
5.15 - dv A 0, = v,Q.

JestliZze nyni definujeme diferencidlni operator 0; vztahem
5.16 vy, ,

plati zfejmé

5.17 dv = 02 630 - 0'3 azv = 0'3 511) - 0'1 630 = 0'1 azv - 0'2 alv,
pfi CemZ

3
5.18 Y op=0.

i=1 .

Uzitim Christoffelovych symboli, resp. konexe plastve, je moZno definovat
absolutni derivaci, resp. absolutni diferencial. -
Absolutni derivaci invariantu v vahy p rozumime

5.19 Do + phy
a absolutnim diferencidkm
5.20 Dvfdy + pyv.
Je tedy
5.21 Dv =0, D30 — 63 Do =03 Dv — 0y D3v =6, D,v — 6, Dyv,
pfi CemZ
5.22 ) .ilDiv =0.

Pfi transformaci (5.4) dostavdme
5.23 D*»* = g? Dv, Dfv* = g**' Dp

podobné jako pfi obdobnych operatorech v tenzorovém poétu, resp. v diferenciél-
nich geometriich prostord s konexemi.

D4 se dokazat zékladni véta:

KFivost pldstve 8 v jejim bodé P(x; y) a jeji absolutni derivace Dk, D,k, D,D;k,
D,D,k, D,D,k atd. uddvaji tiplny systém nezdvislych diferencidlnich invarianti
pldstve; to znamena, jestliZe dv& plastve I a ' maji shodné viechny tyto invarianty
v odpovidajicich si bodech P a P’, jsou ob& plastve topologicky ,,v malém* ekvi-
valentni.

Geometricky vyznam kfivosti k plastve udava véta:

Nutnd a postacujici podminka pro to, aby pldstev byla Sestiuhelnikovd, je, aby
jeji kfivost byla identicky rovna nule.

Jestlize k #+ 0, pak to tedy znamena, Ze Sestitihelnikovy utvar tvofeny znamym
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zplsobem (obr. 19) neni uzavfeny. P¥i vhodné volbé oznadeni vistev dané plastve
a pfi ob&hu obvodu ttvaru v kladném smyslu kolem P, pfi k-> O pfibliZuje se obihana
draha k bodu P, pfi k < 0 vzdaluje se od bodu P. Tato interpretace kfivosti plastvi
pochézi od G. THOMSENA.

Poznamka. Na zavér uvedme je§t&¢ poznamku, z niZ
bude patrno, jak teorie plastvi tizce souvisi jednak s nomo-
grafif, jednak s teorif korespondenci.

KaZdou plastev danou rovnici -
5.24 W(ul, uz, u3) = 0

Jje moZno zobrazit riznymi nomogramy, které vSechny oviem *
jsou topologicky ekvivalentni. Se zfetelem na grafickou kon-
strukci nomogrami vznika celkem pfirozena otizka, zda je
moZno vidy k dané rovnici (5.24) najit pfimkovy nomo-
gram. Lehko se zjisti, Ze nikoliv. Otazka pak je, jaké jsou
podminky pro to, aby dana rovnice se dala znézornit p¥imkcvym ncmcgramem
tj. aby plastev & nomogram (dany rovnici (5.24)) byl rektifikace schopny. Problém
jesté neni rozfeSen; byla jen vyslovena tato domnénka (GRONWALLOVA domnénka
zr. 1912):

Lze-li pldstev, kterd neni Sestivhelnikovd, rektifikqvat, potom vSechny jeji rekti-
fikace jsou projektivné ekvivalentni. 4

Dosud se skuteéné nepodarllo uvést jediny piiklad, ktery by této domnénce odpo-
roval.

Je zajimavé, Ze studium analytlckych korespon denci mezi dvéma rovinami pfineslo
. k tomuto zdvaZnému problému nomografie, a tedy i pléastvi, alespoii &4ste€nou od-
povéd.

V jedné své praci'®) O. BoRUVKA totiZz dokazal, Z¢ maximdlni podet projektivné
riznych primkovych realizaci rektifikace schop né pldstve, kterd neni Sestiuhelnikovd,
" je 16.

Pro Sestithelnikové plastve jednoznaénost realizace ovSem nemiZe platit, nebot

existuji projektivn& riizné typy ktivek tfeti tfidy (jejichZ te¢ny pravé tvoii viechny
pfimkové Sestiuhelnikové plastve).

6. ZAVER
Clanek je jen velmi struénym pohledem na elementy zajimavého novéjiiho od-
vé&tvi diferencialni geometrie. Zamé&¥il se pouze na vysvétleni néktenjch nejzaklad-
n&jSich pojmi, a to alespori pro rovinné pléstve.
Problematika geometrie plastvi je ovSem mnohem §ir§i. Kromé& uvedenych rovin-
13) 0. BorOVKA, Sur les correspondances analytiques entre deux plans projectif II, Spisy pir.

"fak. M. u., Brno, &. 85 (1938); na souvislost vysledku O. Borivky s uvedenym problémem ukézal
- G. Bol.
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nych 3-plastvi B3 pomérné dost byly studovany v rovin& 4-plastve B¢, méné jiz
n-plastve 8",

Jistou paralelou k teorii rovinnych plastvi kfivek je teorie plastvi ploch v prostoru,
kde obdobou Sestitihelnikovych plastvi kfivek jsou osmisténové plastve ploch.

RovnéZ se studovaly plastve kfivek leZicich na plochach (pfikladem takové plastve
je plastev tvofena tfemi svazky kruZnic na kulové plose z piikladu 4.4), plastve
kfivek v prostoru i plastve v prostoru slozené z kivek a ploch.

I kdyZ v geometrii plastvi se jiZ dosahlo mnoha vysledkd, zdstava v ni otevieno
stale jest€ hodné€ problémib. Jak diivéjsi rozsahla Blaschkova a Bolova ucebnice,
tak i novéjsi Gvodnf Blaschkova kniZka, kterd znamenitym zpisobem seznamuje
dtenafe se zakladni tematikou geometrie plastvi, nejen vyvolavaji fadu podnétd
k dal§imu studiu, ale pfimo kladou otazky a pfedkladaji k feSeni &etné jesté nefesené
problémy, které jist€¢ zaujmou kaZdého geometra. Bylo by proto dobré, kdyby
mladsi védedti pracovnici se o toto odvétvi diferencialni geometrie bliZe zajimali;
geometricky zajimava problematika jisté je jiZ sama podniti k vlastni v&decké tvorb&.

ELEKTROMAGNETICKA STRUKTURA ATOMOVYCH JADER
A NUKLEONU

Joser KvasNica, Praha

Clanek podava prehled teoretickych pfedpokladd, na nich% je zaloZeno
experimentdlni zkoumani elektromagnetické struktury atomovych jader
a nukleonu, jakoZ i hlavnich experimentélnich vysledki, za néZ byl R. Hor-
STADTER vyznamenin Nobelovou cenou za fyziku na r. 1961.

UvoD

Ctenafi je jisté znamo, ¥e rozptyl pomalych &astic o, resp. pomalych elektrond
(tzv. Rutherfordiiv rozptyl) na jadrech miiZe poskytnout informace pouze o celkovém
naboji jader. Z téchto pokusii v8ak viibec nelze ziskat informace o elektromagnetické
struktufe jader, tj. informace o rozdéleni elektrického néboje, resp. magnetického
momentu. Podobna situace je i pfi studiu rozptylu kvant y s malou frekvenci (Thomp-
soniv rozptyl).

Pfi¢ina té€chto faktd je docela jednoduché. Predstavme si, Ze dojde k rozptylu
kvanta y s vinovou délkou 4 = 1 A na atomovém jadfe. ProtoZe rozméry atomovych
jader jsou podstatn& mensi (fadové 1 f = 10~'3 cm), faze takové elektromagnetické
viny se v oblasti jiddra prakticky nezméni. Proto i sila pisobici na jadro bude v celé -
oblasti jadra prakticky stejna a rozptyl takové viny bude zaviset pouze na celkovém
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