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Rudinovy ucéebnice matematické analyzy

Ivan Netuka, Jiti Vesely, Praha

1. Steeleova cena

Rudinovy uéebnice matematické analyzy Principles of Mathematical Analysis [1],
Real and Complex Analysis [2] a Functional Analysis [3] znd fada ceskych &tendfd
predevsim z jejich piekladi [la], [2a] a [3a]. Bez ohledu na to, Ze prvni jmenované
ucebnici bylo jiZ étyficet let, tvofi stidle Rudinovy knihy obecné akceptovany standard.
Ctou se lehce a vynikaji eleganci vykladu — i dnes jsou studenti ochotni pfekonat sviij
problematicky vztah k rustiné a uéit se z nich.

Walter Rudin se narodil ve Vidni r. 1921. Pisobil na americkych univerzitich
(napf. MIT, University of Rochester, University of Wisconsin) a kromé jiz uvedenych
uéebnic je i autorem &ty monografii [4], [5], [6] a [7] a mnoha €lankd s piibuznou
problematikou. Jeho ucebnice byly preloZeny nejméné do 13 jazyki (viz dvod k tfetimu
vydani [2]).

Existuji nejméné dva divody, pro které jsme se rozhodli napsat tuto poznamku.
Chronologicky prvnim byl fakt, Ze uebnice [2] vysla v r. 1987 ve tfetim, zajimavym
zpusobem prepracovaném vydani. Druhé vydani této knihy jsme kdysi prekladali
a nejednou jsme se zamysleli nad moZnosti vydat ¢esky preklad tfetiho vydani; bohuzel
Jsme dospéli k nizoru, Ze by vzhledem k cené takovy preklad hledal jen st&zi cestu ke
Ctenafi. A tak jsme se rozhodli alespoii s nejzasadnéj$imi zménami Ceské Ctenéfe pfi
vhodné pfilezitosti sezndmit.

Vhodny okamiZik nastal v minulém roce. Dne 15. srpna 1993 byli vyhl4seni nositelé
Steeleovy ceny. Za u&ebnicovou literaturu obdrZel cenu pravé Walter Rudin, a to za
své knihy, zejména za [1] a [2]; viz [8]. Dalsimi odméné&nymi byli George Daniel Mostow
za vyznamnou védeckou préci a Eugene B. Dynkin za celoZivotni dilo.

Steeleova cena se udili ve tfech kategoriich kaZdoroc¢né od r. 1970. Z prostiedki
pochdzejicich z odkazu Leroye P. Steelea ziskdvd kaZdy z odménénych 4000 $; cena
Je uréena k pocté George Davida Birkhoffa, Williama Fogga Osgooda a Caspara
Grausteina. Cenu udili komise AMS sloZend z vyznamnych matematiki (pfedseda
komise se kazdy rok stfida). Poznamenejme, Ze ve stejné kategorii jako Rudin ziskali
v poslednich letech toto ocenéni napf. Daniel Gorenstein (za knizku o grupéch),
R. D. Richtmyer (za kniZzku o numerickych metodach pro PDE) a Jean-Francois Treves
(za dvoudilnou monografii o pseudodiferencidlnich operatorech). Stoji za povSimnuti,
ze zminéna ocenéni ziskavaji kniZky Casto aZ za deset let od jejich vydani.

Prof. RNDr. IvaN NETUKA, DrSc. (1944), doc. RNDr. Jikf VESELY, CSc. (1940), pracuji
v Matematickém tdstavu MFF UK, Sokolovskd 83, 18600 Praha 8.
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Vratme se znovu k Rudinovym udebnicim a uvedme nékolik informaci z jeho osob-
nfho komentéfe. Kdyz v r. 1949 ziskal Ph.D. na Duke University, nastoupil jako
Moore Instructor na MIT (1950-1952). Jeho avazek zahrnoval Advanced Calculus;
ke stanovenému sylabu nenalezl vhodnou ucebnici, a tak ji, povzbuzen vedoucim
Departmentu, napsal — to byl vznik knizky [1]. Uvadi, Ze chtél vylozit krasné a dilezité
partie matematiky podle moznosti pfimocafe s tplnymi, pfesnymi a pfitom strué¢nymi
dikazy. Psani této knizky mu pisobilo opravdovou radost (myslime, Ze se to promitlo
do vysledku préace). Hlavni motivaci pro vznik [2] byla tradi¢ni izolovanost redlné
a komplexni matematické analyzy.

Z Rudinova stylu psani je patrné nejen jeho pedagogické mistrovstvi, ale téz vy-
nikajici prehled o vyvoji analyzy (z dodatku k [3] lze ziskat na nemnoha strdnkich
obrazek o vyvoji funkcionélni analyzy).

Snad je vhodné tuto éast zakonéit zminkou o dalsich divodech pro napsani této
poznamky: je to obdiv k vyjimeénému autorovi, od néhoz jsme se pro ucitelskou praci
mnoho naudili, a dale zdjem informovat vlastniky pfekladu [2a] o zlepSenich, kterd
prinasi posledni vydani [2].

2. Analyza v redlném a komplexnim oboru

Rudinova kniha ,Real and complex analysis“ vysla poprvé v r. 1966; viz [2].
V praiskych knihovnich se objevila v r. 1967 (MFF UK Karlin) a v r. 1972 (MU
CSAV). Na prelomu edesatych a sedmdesatych let jsme se zacali zabyvat myslenkou
poridit cesky preklad knihy. Aby vSak mél takovy projekt smysl, bylo tfeba vydat
pfeklad za dostupnou cenu. Proto bylo nutné nejen pfesvédcit nakladatelstvi Academia
o vhodnosti a uzitecnosti takového piekladu, ale ziskat i od tehdejsiho ministerstva
skolstvi schvaleni pfekladu jako vysokoskolské uéebnice (to mélo za nésledek ziskani
ptislusné dotace). V r. 1972 jsme se v Litvé u Zelenych jezer setkali s Viktorem Petro-
vi¢em Chavinem, profesorem tehdejsi Leningradské statni univerzity, ktery prelozil do
rustiny Rudinovu uéebnici ,, Principles of Mathematical Analysis“ [1]; viz [1a]. Kdyby
se pocitalo s ruskym pfekladem [2], nemél by nas zamér smysl. Zjistili jsme v3ak, Ze
se o ruském prekladu [2] v dohledné dobé& neuvaZuje; to byla pro naSe rozhodovani
pfisloveéna posledni kapka. Nakladatelstvi Academia zah4jilo pFislusny postup a pres
velmi zdlouhava jednéni pfece jen Ceské vydani potkalo $tésti. V r. 1974 vyslo totiz
2. vydani knihy, které obsahovalo fadu zmén. Nejpodstatnéjsimi zménami bylo jed-
nak zafazeni jednoduchého dikazu globalni (homologické) formulace Cauchyovy véty
a vétsi Gpravy doznala i kapitola o derivovani. Nezanedbatelné zmény se objevily také
ve cvicenich uvedenych v knize na konci kapitol. Cesky pteklad [2a] druhého vydani
[2] vySel v ndkladu 3000 vytiski a stal i na tehdejsi dobu velmi mélo: vazany vytisk se
prodéval za 31 K¢&. Tato kniha dodnes slouzi studenttim, aspirantim, doktorandim
a koneckonctii i uéitelim MFF UK a dalsich $kol jako standardni text z matematické
analyzy.
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3. T¥eti vydani

V r. 1987 vyslo tteti vydani [2], které pFineslo oproti druhému vydéani nejen fadu
drobnéjsich zmén (Gpravy vykladu i soubort cvi€eni), ale i jednu zménu vétsi. Doslo
k pfehozeni dvou kapitol: V tfetim vydéni je jako 7. kapitola zafazeno ,, Derivovani“
a jako 8. kapitola , Integrace na kartézském soucinu“. Podstatnéjsi vsak je, ze kapitola
o derivovani je piepracovana zasadnim zpisobem, a proto se o ni chceme zminit
podrobnéji.

Uvodni tvrzeni se prakticky nezménilo a ma motivacni charakter: Je-li komplexm
borelovskd mirana R! a f(z) = p((—oo, z)), z € R!, potom lze f/(z) (pokud existuje)
spocitat jako limitu podild p(I)/m(I) pro intervaly smritujici se k bodu . (Zde je
m(I) délka (= Lebesgueova mira) intervalu 1.)

Dalsf vyklad se tyka prostoru R¥; m znaéi k-rozmérnou Lebesgueovu miru a B(z, )
Je oteviena koule o stfedu z a poloméru r.

Necht p je komplexni borelovska mira v R%. Pro ¢ € RF a r > 0 oznatme

#(B(z,1)
(@rp)(z) = ( z,r )

a definujme

(Dp)(z) = lim (Qrp)(z)

pro vSechna z, pro né% limita existuje. [Cislo (Dp)(z) se pak nazyvad symetrickd
derivace miry p v bod€ x.]

Podstatny néstroj pro studium derivace Dy predstavuje mazimdini funkce Mpu. Pro
# 2 0 je definovana vztahem

(Mp)(z) = sup (Q-p)(z), =z€RF,
0<r<oo
a pro komplexni borelovskou miru p se definuje My = M|u|. Lehce se ukéze, ze My
Je zdola polospojita funkce.
Je pozoruhodné, Ze se pro ziskdni nize uvedenych hlubokych vysledki vystaéi
s néasledujici slabou verzi véty o pokryti (srovnej s podobnym lemmatem 8.4 v [2a]):

LEMMA. Je-li W sjednoceni konecného systému kouli B(zj,r;), 1 £ j < n, potom
existuje mnozina S C {1,...,n} tak, Ze

(a) koule B(zj,r;) s indexy j € S jsou disjunktni,

(b) W U B(zj,3r;),
JES

(c) m(W) £ 3¢ Y- m(B(zj,75)).-

JjES

Diikaz je velmi snadny: koule se srovnaji od nejvétsi k nejmensi; prvni koule se
ponechd a vyloudi se ty koule, které prvni kouli protinaji. S nasledujicimi koulemi se
postupuje stejné — po koneéné mnoha krocich se dostane pozadovany podsystém.

Pbkroky matematiky, fyziky a astronomie, roénik 40 (1995),¢. 1 13



Tato jednoduchd pokryvaci véta umozni dokdzat nasledujici odhad ukazujici, Ze
maximalni funkce miry miZe nabyvat velkych hodnot pouze na mnoZziné malé miry.

VETA. Necht pi je komplezni borelovskd mira v R¥ a A 2 0. Potom m({Mp > A}) <
< 3 A ull-

Dikaz neni obtiZny: UvaZujme kompaktni podmnozinu K mnoziny {Mp > A}.
Podle definice maximdlni funkce, kazdy bod z € K je stfedem koule B, pro niZ
|#|(B) > Am(B). Kompaktnost ndm umoZiiuje omezit se na konetné pokryti a vyse
uvedené lemma dava konedny disjunktni systém kouli, feknéme {Bj, ..., By}, pro né
plati

m(K) £ 3¢ m(B;) £ $:A1 Y [ul(By) =
j=1

j=1

n
=571l (U ) < 900l
j=1

Nerovnost m(K) < 3¥A~1||y|| plati pro kazdou kompaktni ¢4st mnoziny {Mu > A}.
Odtud tvrzeni okamzité plyne.

Poznamenejme, ze kazda f € L1 (Rk) pat¥i do slabého L!; podle definice to znamena,
ze funkce A — A-m{|f| > A} je omezend na (0, o). (Pfitom napf. funkce 1/z na (0, 1)
nenalezf do L1(0, 1), ale je prvkem slabého L!; je tedy slabé L! opravdu vétsi nez L'.)

Déle autor sméfuje k vété ukazujici, ze Radonova-Nikodymova derivace (= hustota)
miry p vzhledem k m je ve skuteénosti derivace ve vyse uvedeném smyslu.

Jestlize f € L'(R¥) a u = f dm, uzivime misto My symbol Mf. Pro z € RF je tedy

0<r<oo M

1
(M)e) = sup —s /B o Iflam,

kde ovsem piseme B, misto B(z,r).

Jiz jsme ukézali, Ze ,maximalni operator“ M zobrazuje L' do slabého L!, nebot
A-m{Mf > 2} < 3%|| |1

Pro dalsf vyklad je dilezity pojem Lebesgueova bodu. Je-li z € R¥, f € L}(R*) a

. 1 -
) Jim 5y o VO = S@ldm() =0,

nazyva se ¢ Lebesguetuv bod funkce f.
Pokud je funkce f v bod& « spojita, (*) zfejmé plati. Ndzorné Fedeno, Lebesgueovy
body jsou ty body, v nichZ funkce f, ve smyslu jistého priméru, pfili§ neosciluje.
Nésledujici véta (tykajici se individualni funkce — nikoliv tfidy ekvivalence!) po-
déva podstatnou (a patrné vibec ne zfejmou) informaci o velikosti mnoZiny Lebes-
gueovych bodi.
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VETA. Necht f € LY(RF). Potom skoro kazdy bod ¢ € RF je Lebesqueovgm bodem
funkce f.

Nazna¢me diikaz této véty. Pro z € R¥ a r > 0 polozime

@@ = gy [, V= T@lam,

(TH(=) = lirrgglip (T )(=).

Mame dokazat, Ze Tf = 0 m-s.v. Pro spojitou funkci g je ovéem T'¢g = 0 vSude,
proto zkusime f spojitymi funkcemi dobfe pfiblizit.

Zvolme y > 0 a n € N. Vime, Ze existuje funkce g spojita na RF tak, ze ||f — g|ls <
< 1/n. Pro funkci h = f — g je

@0 S o [ dm e ),

takze plati odhad Th £ Mh+ |h|. Jelikoz T, f £ T,g+7Th a Tg = 0 vSude, dostavame
(**) Tf £ Mh+ |h|.

Nyni je vtip v tom, ze funkce h je ,mala“ a pro maximdlni funkci umime kvantitativné
kontrolovat miru mnoziny {Mh > y}.

Jelli z € R¥ a Tf(zx) > 2y, plyne z nerovnosti (x*) toto: budto Mh(z) > y,
nebo |h|(z) > y. Oznaéime-li tedy E(y,n) = {Mh > y} U {|h| > y}, plati inkluze
{Tf > 2y} C E(y,n). Oviem m({|h| > y}) £ vy~ ||hlli < 1/yn. Déle jiz vime, Ze
m({Mh > y}) £ 3*y~ |||l < 3¥/yn. Vidime tedy, ze m(E(y,n)) £ (3* +1)/yn,
a protoze {Tf > 2y} C () E(y,n), m4 mnozina {T'f > 2y} Lebesgueovu miru 0.
Odtud plyne, ze Tf =0 m-s.v.

Z dokézané véty ihned dostavame, ze pro f € L!(R*) a pro kazdy Lebesgueiiv bod z
plati

. 1
(r+4) )= 55 7

Specialné tedy plati nasledujici tvrzeni:
VETA. Necht p je komplexni borelovskd mira na R* a necht p je absolutné spojitd

vzhledem k m. Jestlife f je Radonova-Nikodymova derivace p vzhledem k m, potom
Dy = f m-s.v. a pro kaZdou borelovskou mnozinu E C R* plati

u(E) :/E(Dp)dm.

Dalsi disledek souvisi s pojmem metrické hustoty mnoZziny.
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Je-li E C R lebesgueovsky méfitelna, z € R* a

. m(ENB(z,r))
T (B,

existuje, nazyva se toto Cislo metrickd hustota mnoziny E v bodé z. Z posledni véty
(v zdsadé se za f uvaZuje charakteristickd funkce mnoZiny E) plyne tato tzv. véta
o hustoté: Pro skoro viechny body z E je metrickd hustota E rovna 1 (a je rovna 0
pro skoro vSechny body dopliiku mnoZiny E).

V kapitole o diferencovani vystupuje maximalni funkce jesté jednou, a to pfi diikazu
této véty:

VETA. Necht i je komplezni borelovskd mira a necht p a m jsou vzdjemné singuldrni.
Potom (Dp)(z) =0 m-s. v.

Dikaz staci provést pro nezdpornou miru u. Nejprve se zavadi pfirozenym zptisobem
horni derivace Dy, totiz

D)) = tim (sup (@u(a)), = €RE

"= \ocr<d

Snadno se nahlédne, ze Dy je borelovska funkce.

Zvolme A > 0 a e > 0. ProtoZe p a m jsou vzijemné singularni a mira u je regularni,
existuje kompaktni mnozina K takova, ze m(K) = 0 a u(K) > ||¢|| — €. Ozname p,
restrikci miry g na K, ps = p — p1. Potom ||u2|| < € a pro kazdé « ¢ K plati podle
definice horni derivace a definice maximélni funkce

(Dp)(z) = (Dpz2)(z) £ (Mpz)(2).

Odtud dostavame
{Dp > A} C K U{Mp; > 2},

takZe podle dokazaného odhadu pro maximalni funkci je
m({Dp > A}) £ 3271 sl < 3FA- e

Tato nerovnost plati pro kazdé A > 0 a kaidé € > 0; proto Dy = 0 m-s. v.
Shrnutim téchto poznatki se dostane toto tvrzeni:

VETA. Necht pu je komplezni borelovskd mira v R¥ a necht du = fdm + dp, je
Lebesguetiv rozklad miry u vzhledem k m. Potom

L #(Blz,)

Am =B = f(z) m-s.v.

Specidlné miry p a m jsou vzdjemné singuldrni, prdvé kdy? (Du)(z) = 0 m-s. v.
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V zajmu presnosti bychom méli Fici, Ze v poslednich dvou vétach a v (#+#) pfipousti
Rudin obecnéjsi systémy mnozin, nez smrstujici se koule.

Takové vhodné se smrstujici posloupnosti mnozin se vyskytuji jiz ve druhém vydani
[2] a pFislusnd tvrzeni se v této obecn&jsi situaci formuluji piirozenym zpisobem.
Dikazy pfitom fakticky nevyzaduji dodatecnou praci. Zobecnéni véak umoziiuje napt.
nékolikafadkovy dikaz véty o derivovani neurcitého integralu.

Zbytek kapitoly predstavuji vysledky o absolutné spojitych funkcich a o transformaci
miry pfi diferencovatelnych zobrazenich (véta o substituci). Tato ¢ast je také pfepra-
covana, zmény jsou vSak koncepéné nepiilis velké, a proto se této partii nebudeme
podrobnéji vénovat.

V Rudinové uéebnici [2] doslo tedy dvakrat k ,modernizaci® vykladu o derivovani —
neni to dostateéné vymluvné svédectvi o pokroku, ktery zaznamenaly 1 vcelku klasické
partie analyzy?
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