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ZPRÁVY, JUBILEA, HISTORIE 

PROBLÉM KVADRATURY K R U H U A LAMBERTŮV D Ů K A Z 

IRACIONALITY ČÍSLA n 

Kvadratura kruhu je jedním ze tří proslulých matematických problémů starověku (trisekce 
úhlu, zdvojení krychle, kvadratura kruhu). S úlohou zápolili matematici několik tisíciletí. Jde 
totiž o následující úkol: 

Lze sestrojit čtverec o stejném plošném obsahu jako má daný kruh, a to jen pravítkem a kru
žítkem? 

S tímto úkolem je v podstatě matematicky ekvivalentní tzv. rektifikace kružnice, tj. konstrukce 
délky 7T, vyjadřující poměr obvodu kruhu k jeho průměru.*) 

Popularita problému kvadratury kruhu záležela hlavně v tom, že se mu mohlo porozumět 
bez větších matematických znalostí. 

Problémy jsou zdánlivě jednoduché, a proto se j e snažili řešit po celá staletí vedle matematiků 
i laici, kteří neměli v matematice často ani dostatečné znalosti. 

Teprve J. H. LAMBERTOVI se podařilo v r. 1767, jako prvnímu, dokázat iracionalitu čísla n a LIN-
DEMANNOVI v r. 1882 jeho transcendentnost. Tím byla dokázána neřešitelnost úlohy a celý problém 
definitivně ukončen. 

Dějiny kvadratury kruhu můžeme rozdělit do několika období ([2], str. 8 — 9). 
První období sahá od začátku matematiky přibližně až do poloviny 17. století; charakterizuje 

ho skoro výhradně geometrický přístup ke studiu problému, který byl základem i numerických 
výpočtů čísla n. 

Druhé období začíná v době, kdy vznikající diferenciální a integrální počet začíná skýtat 
prostředky i pro studium kvadratury kruhu a převládá v něm použití a rozvinutí infinitezimálních 
metod. 

Třetí období můžeme přesně vydělit: začíná rokem 1767, tj. rokem vydání Lambertova pojed
nání „Mémoires sur quelques propriétés remarquables des quantités transcendantes, circulaires 
et logarithmiques" (červenec 1767 v Mémoire de P Academie de Berlin, Année 1761, Berlin 1768, 
str. 2265 — 322) a končí r. 1882, kdy vychází v Berlínské akademii Lindemannova práce „Uber 
ďie Ludolphische Žahl " (viz Sitzungsberichte der Kgl. Preussischen Akademie der Wissenschaften 
zu Berlin, 1882, str. 679—682) a pojednání „Uber die Žahl 7r" (viz Mathematischen Annalen, 
roč. 20, str. 213 — 225). Teprve toto období přináší konečnou odpověď poznáváním povahy čísla 7r, 

*) Historicky jsou však rektifikace kružnice a kvadratura kruhu odlišné. Oba problémy snad 
byly až do doby Archimedovy řešeny nezávisle na sobě a jejich souvislost se nechápala. 

Označíme-li si totiž r poloměr kruhu, d = 2r jeho průměr, u jeho obvod a P jeho obsah, potom 

U = Tíd = 2/T 

, 1 , 1 
p = 7-r- = - nd

Á = - ur . 
4 2 

Z druhého vztahu vyplývá, že P se rovná obsahu trojúhelníka, jehož základna je rovna obvodu 
kruhu a výška poloměru kruhu. Jde tedy o geometrické sestrojení délky u (rektifikace kružnice), 
neboť dále již umíme sestrojit čtverec rovnoplochý danému trojúhelníku. 
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když Lambert zahájil období poznáním iracionality čísla n a Lindemann důkazem jeho trans-
<:endentnosti vývoj ukončuje. 

V tomto článku chceme podrobněji charakterizovat první a druhé období a podrobněji se 
zabývat vlastním Lambertovým důkazem iracionality čísla n a s ním úzce spojeným důkazem 
iracionality čísla e. 

V prvním období byla kvadratura kruhu řešena jen vepsanými a opsanými mnohoúhelníky 
s velkým počtem stran. Existovala snaha určit číslo n výpočtem tak přesně, jak jen bude nume
ricky možné. Šlo tedy pouze o aproximační provedení kvadratury kruhu s jistou přesností *). 
Největší přínos v matematice tohoto období přinesli ARCHIMEDES a HUYGENS. 

Jeden z prvých pokusů o výpočet obsahu kruhu se nachází na egyptském papyrusu „ R h i n d " , 
uloženém v Britském museu ([3], str. 19, 43). Bez dalšího vysvětlení se tam dovídáme, že plocha 
kruhu je rovna ploše čtverce o straně, která je o 1/9 menší než průměr d. Tedy: 

d>2 

d- -
9 ; 

/8 \ 64 , 1 
- d = — d 2 = -

\9 y 81 4 

Z toho tedy dostáváme, že n = 256/81 = 3,1605, což je poměrně dobrým přiblížením. Naproti 
tomu Babyloňané používali hodnotu n = 3 a jen vzácně hodnotu n = 3^ ([3], str. 102). 

V r. 420 př. n. 1. našel HIPPIAS Z ELISU křivku ([4], str. 101 — 2), která s jistou přesností, i když 
omezenou, řešila jak problém trisekce úhlu, tak i problém kvadratury kruhu*). Nazývala se 
kvadratrix (TfToayojviCovaa), což je první známá transcendentní křivka. Nebyla ovšem hledaným 
řešením, protože ji samotnou nelze sestrojit pouze pravítkem a kružítkem. 

Pro některé speciální případy vypočítal plochy ohraničené oblouky — „menisky" — HIPPO-
KRATES Z ChiA (ve 2. pol. 5. stol. př. n. 1.), ([3], str. 1 8 3 - 8 , nebo [4], str. 103-5 ) . 

Největším přínosem pro řešení problému kvadratury kruhu byly však ve starověku práce 
ARCHIMEDA ze SYRAKUS (287 — 212). Archimedes dokázal ve svém díle „Měření k ruhu" ([2], 
str. 7 1 - 8 1 ) tři důležité věty: 

1. věta: Každý kruh je obsahově rovný pravoúhlému trojúhelníku, jehož jedna odvěsna je 
rovna obvodu kruhu a druhá odvěsna je rovna jeho poloměru ([2], str. 71). 

2. věta: Poměr plochy kruhu a čtverce jeho průměru je přibližně roven poměru 11 : 14 ([2], 
str. 74). 

3. věta: Obvod kruhu je větší než trojnásobek jeho průměru a rozdíl obvodu kruhu a troj
násobku průměru je menší než 1/7 a větší než 10/71 průměru: 

10 1 
3,14084... = 3 — < T T < 3 - = 3,14285 . . . 

71 7 

([2], str. 75). 
Při důkazech používá Archimedes opsané a vepsané mnohoúhelníky s rostoucím počtem stran. 

*) Demokritovská matematika nepředpokládala limitu. Kruh byl tedy mnohoúhelník o velkém 
počtu stran, a kvadratura kruhu byla tedy možná. 

Naproti tomu Archimedes použil myšlenky limitního přechodu a dále nemluví o přesném určení 
Čísla 7T, ale pouze o jeho aproximaci. U něho se vlastně úloha kvadratury kruhu mění v úlohu 
rektifikace kružnice a tím začínají vlastně snahy o co nejpřesnější stanovení čísla n. Nesmíme však 
zapomenout, že úvahy řecké matematiky, tedy i Archimeda, byly vyjadřovány v geometrických 
pojmech. 

*) Hippias pomocí kvadratrix řešil pouze trisekci úhlu. Teprve DINOSTRAT (284—305) j í použil 
při řešení kvadratury kruhu. 
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Archimedova horní aproximace čísla n, tj. 3y, se stala v pozdější době v Řecku používanou 
hodnotou pro poměr obvodu kruhu k jeho průměru. 

Ještě přesnější hodnota n, než je Archimedova, se vyskytuje v PTOLEMAIOVĚ „Almagestu"" 
okolo r. 150 n. 1. ([4], str. 190-2) : 

17 
n = 3 = 3,1416 

120 

U Číňanů se setkáváme s hodnotou n = yj\0 u ČŽAN-CHENA (78—139). Hodnoty n = ^ 1 0 
používal též Ind BRAHMAGUPTA (*598) a v 9. století Arab MUCHAMMAD AL-CHOREZMÍ. L I U H U I 
(3. stol.) se pokoušel aproximovat plochu kruhu stejným způsobem jako Archimedes. Vycházel 
přitom z vepsaných pravidelných k .2w-úhelníků. Pro aproximaci plochy kruhu S používal ne
rovnosti 

S2„<S<Sn+2(S2n-Sn), 

kde Sn, S2n jsou plochy pravidelných n a 2n-úhelníků. Pro 96-úheIník dostal tak hodnotu n = 3,14 
a při použití 3072-úhelníka n = 3,14159. 

Ještě přesnější hodnotu n získal C u Č C H U N G T I (430—501). Podle něho: 

3,1415926 < n< 3,1415927, 

což j e hodnota správná na 6 desetinných míst ([5], str. 70—3). 
Indové, jmenovitě ÁRYABHATTA I. (*476), znali hodnotu 

62832 
n= = 3A416 . 

20000 

K tomuto výsledku se můžeme dostat při použití vzorce 

*2„ = V t 2 - V ( 4 - ^ ' 
kde s„ j e strana vepsaného n-úhelníka; pro 384-úhelník dostaneme ^/98694 a to vede na Arya-
bhattovu hodnotu n. 

Arabové při výpočtu čísla n nepřekonali po dlouhou dobu přesnost dosaženou Řeky. Ve I I I . 
knize „Kanona Masuda" vypočítal AL-BIRUNI (973 — 1048) 7t = 3,1417. Použil přitom vepsaného 
a opsaného mnohoúhelníka. Výsledek byl tedy méně přesný než dříve známá hodnota n = 3,1416. 

Velmi důležitý j e výpočet čísla n DŽEMŠIDEM GEJASEDDINEM AL-KAŠIM V „Rysala al-muchitijja" 
(Traktát o kružnici) z r. 1424. Al-Kašimu se podařilo 
spočítat n na 17 správných cifer. Při výpočtu si položil 
podmínku, že n musí být určeno tak, aby chyba v ob
vodu kružnice o průměru rovném 600 000 průměrů Země 
nepřevyšovala „šířku vlasu" ([5], str. 301). Při výpoč
tu se také opírá o vepsané mnohoúhelníky, jejichž stra
ny si však vyjadřuje poněkud jiným způsobem než např. 
Archimedes. V kružnici o poloměru 60 určuje posloup
nost tětiv příslušejících obloukům 120°, 150°, 165°, 
172,5°,... (obecně an = 180° - 6 0 o / 2 n _ 1 ) . Dále po
užívá věty ([6], str. 268): 

Plocha obdélníka o stranách rovných poloměru O A a součtu průměru AB s tětivou AC oblouku 
menšího než 180° j e rovna ploše čtverce tětivy AD součtu tohoto oblouku a poloviny jeho doplňku 
do 180° (obr. 1). 
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Věta vyjadřuje r e k u r e n t n ě členy z m í n ě n é p o s l o u p n o s t i tětiv. Označíme-l i r p o l o m ě r , ta tětivu 
přís lušnou úh lu a, p a k plat í 

(2r -f- ta) r = t [ a + ( 1 8 0 o _ a ) / 2 ] • 

Položíme-li art = (180° -f a)/2, potom a = a/l_1 a předchozí rovnice přejde na tvar 

lan=(2r + tan.l)r. 

Zapíšeme-li toto v našem označení (podle obr. 1), dostaneme: 

c 2 = r(2r+ cn_t) 
a odtud 

r„ = V-^+'i .- i )]-
Stranu vepsaného mnohoúhelníka an pak lze snadno vyjádřit pomocí Pytagorovy věty: 

Výpočet provedl al-Kaši v šedesátkové soustavě. Ale jako první mezi arabskými matematiky použil 
při vyjádření 2n též desetinných zlomků. S jeho jménem je však spojen ještě jeden důležitý fakt: 
třebaže vyjádřil n mnohem přesněji než Archimedes, říká: „ ... kromě Alláha nezná nikdo jeho 
přesnou hodnotu", čímž zřejmě pochybuje o možnosti vyjádření n v konečném tvaru. O tom, 
že číslo n není racionální, byl také přesvědčen již al-Biruni ([5], str. 305). Podobně hebrejský 
filosof MOISEJ BEN MAJSON (1135 — 1204) se již okolo r. 1190 zmínil o tom, že číslo n se nedá 
přesně vyjádřit stejně jako V^OO. 

Evropský středověk znamenal, podobně jako ve všech vědách, i v matematice dobu stagnace. 
A tak teprve FRANCOIS VIETÉOVI (1540—1603) se podařilo postoupit kupředu a novým způsobem 
určit číslo n na 9 desetinných míst. Vycházel přitom z jím dokázané věty: 

Vepíšou-li se kruhu dva pravidelné mnohoúhelníky, z nichž první má poloviční počet stran než 
druhý, je plošný obsah prvního mnohoúhelníka k druhému v poměru suplementární tětivy 
(apotomy) prvního k průměru ([2], str. 33). 

Vieté tak došel k výsledku, že plocha kruhu (pro 2r = 1) je 

4 2^/i.^/a + *V-+ V» + W(* + Ww • 
čili 

2 v*W(* + W*W»+ W<* + W*>i ••• 
Odtud odvodil r. 1593 vztah: 

2 n n n n 
- = cos - cos - cos — cos — ... 
7t 4 8 16 32 

Zásluhou Vietéovou bylo, že patrně jako prvý používal pro vyjádření n analytických prostředků, 
mimo jiné i nekonečného součinu ([7], str. 89). 

Naproti tomu LUDOLPH VAN CEULEN (1539—1610), jehož jméno číslo n nese, ve svém díle 
„Van den Circkel" pouze spočítal Archimedovou metodou při použití až 60 . 229-úhelníka číslo n 
na 19 desetinných míst. Později provedl výpočet až na 35 desetinných míst. Číslo TI nese tedy jeho 
jméno přesto, že Ludolph nepřinesl principiálně nic nového. 

Druhou nejvýznamnější osobou prvního období byl vedle Archimeda holandský matematik 
Christian HUYGENS (1629—1695), který ve svém díle „De circuli magnitudine inventa" ([2], 
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str. 85—131) vědecky zdokonalil a o nové myšlenky rozmnožil Archimedovu metodu numerické 
rektifikace kružnice. Podařilo se mu při výpočtu čísla n získat třikrát více desetinných míst, než 
dávají obvyklé metody. Pro 60úhelník dostal hranice čísla n: 3,1415926533 < n < 3,1415926538, 
kdežto podle Archimeda by se dostala desetinná místa pouze dvě ([2], str. 130). Huygens dokázal 
ve svém díle řadu zajímavých vět: 

Věta V ([2], str. 93 — 4): Plocha každého kruhu je větší než plocha jemu vepsaného pravidelného 
mnohoúhelníka zvětšená o třetinu přebytku, o který převyšuje plocha tohoto mnohoúhelníka 
jiný vepsaný mnohoúhelník s polovičním množstvím stran. 

Věta VI ([2], str. 95): Plocha každého kruhu je menší než dvě třetiny plochy jemu opsaného 
pravidelného mnohoúhelníka, zvětšené o jednu třetinu podobného vepsaného mnohoúhelníka. 

Věta VII ([2], str. 96): Obvod každého kruhu je větší než obvod jemu vepsaného pravidelného 
mnohoúhelníka, zvětšený o třetinu přebytku, kterým převyšuje tento mnohoúhelník obvod jiného 
vepsaného mnohoúhelníka s polovičním počtem stran. 

Věta IX ([2], str. 99): Obvod každého kruhu je menší než dvě třetiny obvodu jemu vepsaného 
pravidelného mnohoúhelníka, zvětšené o třetinu obvodu podobného opsaného mnohoúhelníka . 

Věta XI ([2], str. 110): Obvod každého kruhu je menší než menší 
z obou středních úměrných mezi obvody podobných pravidelných 
mnohoúhelníků, z nichž jeden je kruhu vepsán, druhý opsán. Plo
cha kruhu je však menší než plocha mnohoúhelníka podobného 
oněm dvěma, jehož obvod je roven větší z obou středních úměr
ných. 

Věta XVI ([2], str. 123): Každý libovolný kruhový oblouk, který je 
menší než polovina obvodu kruhu, je větší než jeho tětiva zvětšená 
o třetinu rozdílu, kterým tětiva převyšuje sinus. Současně je však 
menší než tětiva zvětšená o veličinu, která se má k této třetině jako 
čtyřnásobná tětiva zvětšená o sinus, k dvojnásobné tětivě zvětšené 
o trojnásobný sinus. Tedy označíme-li si a délku oblouku, který je 
menší než polovina kružnice, s jeho sinus, s' jeho tětivu (obr. 2), 

Obr. 2. 

dostáváme: 

s' + < a< s 
s' — s 4s' 

2s' + Зs 

Druhé období se datuje přibližně od r. 1650 do r. 1766, zahrnuje tedy přibližně sto let. Během 
tohoto století však se objevily v matematice takové osobnosti jako byl N E W T O N , LEIBNIZ, BER-
NOULLIOVÉ a EULER. V tomto období se již místo „geometrické metody" začalo používat nově 
vzniklé analýzy. Byla zde snaha určit číslo n analytickými výrazy. Tak se např. podařilo Johnu 
WALLISOVI (1616—1703) vyjádřit číslo n pomocí nekonečného součinu („Arithmetica infinito-
r u m " , Oxford 1656): 

4 1.3.3.5.5.7.7... 

2.4.4.6.6.8.8... 

přičemž 7r/4 nazýval „malým čtvercem" ([8], str. 109). Velmi důležitá je i Leibnizova řada ([9], 
str. 30): 

71 1 1 1 1 1 
- = 1 V 1 h ... 
4 3 5 7 9 11 

Je to vlastně rozvoj funkce arctg x 

arctg x 
x3 x5 x1 

x h 
3 5 7 

pro X = 1 
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