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VYUCOVANI MATEMATICE A FYZICE

NETRADICNI CESTA K EUKLIDOVSKE GEOMETRII
(O KNIZE ZOFIE KRYGOWSKE GEOMETRIA -
PODSTAWOWE WEASNOSCI PLASZCZYZNY)

FrRANTISEK KURINA, Hradec Krélové

V roce 1963 pfinesly Pokroky ¢lanek Vitézslava Jozirka, Modernizace vyuovani
geometrii (Pokroky MFA, 8 (1963), str. 275), ve kterém se zdlvodiiuje, Ze geometrie
ve svém klasickém pojeti neni vhodna pro axiomaticky postup na stfedni Skole.
Zaroveni se konstatuje, Ze metodika moderniho pojeti geometrie neni zpracovana.
Dnes jiz moderni uéebnice geometrie existuji. V tomto ¢lanku pojedname o jedné
z nich (Zofia KRYGOWSKA Geometria — podstawowe wiasnosci plaszcyzny Warsza-
wa 1965).

Abychom si u€inili pfedstavu o charakteru knihy a jejim pojeti, uvedme nékolik
myslenek, jak je autorka formuluje v tivodu.

Kniha Geometria neni v pravém slova smyslu ani uebnici ani védeckou praci,
neni publikaci populdrné védeckou ani metodickym priivodcem. Je jistym didaktic-
kym ndvrhem, ktery se tykd vyuCovéni prvé &sti planimetrie v polském lyceu (stfedni
Skola odpovidajici nasi stfedni vieobecn& vzd&ldvaci $kole). Ndvrh se tykd jak védecké
konstrukce, tak i didaktického zpracovdni geometrie pro‘tnladez od 15 let v etapé, kdy
se zacind realizovat modernizace vyu¢ovdni matematice. ‘

I kdyZ kniha neni urena bezprostfedné pro $kolni potfebu a i kdyZ obsahuje
mnohé &asti uciva, které by musily byt ve Skole vynechdny nebo probrédny jen infor-
mativné pro nedostatek ¢asu, obraci se autorka na samého Zdka, uZivd jeho jazyka, .
a jeho trovni pfizpisobuje piiklady, cvideni a pfesnost vykladu.

Planimetrie probirand v knize m4d strukturu dvojrozmérného metrického prostoru.
Jisté mnoZiny tohoto prostoru se nazyvaji pfimky, axiomaticky se charakterizuji
vztahy mezi nimi a metrika prostoru. Zdkladni pojmy rovina, pfimka a vzdd-
lenost jsou charakterizovdny deseti tzv. zdkladnimi vlastnostmi. Tento systém
sta¢i k plnému vytvofeni celé tradiini geometrie (nové oviem pojaté) i k jejimu pfi-
rozenému doplnéni novymi prvky svdzanymi pfedev§im s mnoZinovym chdpanim
geometrickych ttvard, s pojmem uspofdddni a orientace a s nékterymi pojmy alge-
braickymi a topologickymi (které se nejen vyslovn& zavddgji, ale kterych se i uZivd).
Z davodu teoretickych se axiémy nazyvaji zdkladnimi vlastnostmi. Z didaktic-
kych divodi jsou totiZ siln&jsi, nez by bylo nutné tfeba a nejsou nezdvislé.
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Autor¢iny ndzory na postaveni geometrie v modernim vyuovani matematice jsou
tyto:

Ke geometrii jako v&dé€ lze zaujmout rtiznd stanoviska. Z metodickych divodi je
vSak tfeba tato stanoviska jasné€ formulovat. Deduktivni kurs geometrie lze z osnov
lycea vynechat a za hlavni cil vyuCovdni této discipling lze povaZovat jednak to, aby
si Zdci osvojili geometrické védomosti a dovednosti potfebné pro praxi, jednak to, aby
byli pfipraveni pro studium vlastni matematiky, v niZ by geometrické pojmy byly
jen ndzornymi modely. K dosaZeni téchto cili pIné sta¢i vhodné& sestaveny kurs geo-
metrie na zdkladni $kole. Na lyceu neni nutno geometrii jako zvld$tni pfedmét zavd-
dét a Cas tim ziskany je moZno vénovat jinym oddilim matematiky. Lze vSak za-
ujmout i stanovisko odli¥né: systematicky kurs geometrie chdpat jako uvod do deduk-
tivni metody. Tak je pojata kniha Geometria. Nutnou, ne vSak postadujici podmin-
kou k tomu, aby se Zdk mohl sezndmit s deduktivni metodou na ptikladu geometrie je,
podle Z. Krygowské, splnéni téchto poZadavkii:

1. Vsechny specifické pfedpoklady geometrie (axidmy) musi byt vyslovng formu-
lovdny a jejich systém musi vystacit k deduktivni konstrukci geometrie.

2. Interpretace urenych zdkladt musi byt pokud moZno moderni, sprdvnd a ne-
dvojznaénd.

3. Kurs geometrie musi zdlraziiovat pojmy dileZité i v jinych oddilech $kolni
matematiky, od kterych geometrie nesmi byt oddélovdna. Geometrie musi vyuZivat
obecnych matematickych struktur pfi studiu vlastniho materidlu.

V dosavadni $kolni praxi byl prvy z téchto poZadavku zfidka realizovdan. Obycejné
se formulovaly jen nékteré axiomy & autofi byli nuceni paSovat dalsi axiémy skryté
v prib&hu dikazd. Zfejm& potom vyklad o podstatd deduktivniho systému (celou
geometrii 1ze odvodit z axiémi) nebyl spravny.

Autorka za zdklad celé planimetrie povazuje deset zdkladnich vlastnosti, které
postupné uvadi v druhé kapitole knihy. I kdyZ nedokazuje v knize vSechna tvrzeni,
jsou na zdklad€ axiomi dokazatelnd.

Druhy z poZadavki se tykd vyznamu ndzvu zdkladni vlastnost. Formulaci zdklad-
nich vlastnosti uréujeme, jak rozumét zdkladnim pojmim. Kazdy, kdo chdpe zd-
kladni pojmy tak jako my, fikd autorka, tj. kaZzdy kdo uznd zdkladni vlastnosti, musi
uznat vSechna tvrzeni, kterd ziskdme jako disledky téchto vlastnosti. Skolni zkugenosti
ukazuji, Ze toto pojeti (systém axiémd je definici jisté struktury) je pro Zdka pfiro-
zen&jsi neZ koncepce axiémi jako zfejmych pravd. Pfi ni 1ze jen té€Zko vysvétlit smysl
deduktivni konstrukce geometrie a smysl diikazi vabec. Axiomatika ma pfi ni
absolutni charakter a vyjadfuje jakési apriori dané nezvratné pravdy.

Tteti poZadavek se tykd vyuZiti obecnych matematickych pojmut tak, aby pfi
syntetickém pojeti vynikla co nejvice struktura geometrie. V knize se uZivd pojmu
mnoZina, uspofdddni, zobrazeni, relace ekvivalence a nékterych pojmi topologickych.
Zvldst€ se vyuZivd grupy shodnosti, grupy pfimych shodnosti a grupy translaci
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k jednotné formulaci definice shodnosti, rovnosti orientovanych uhld a rovnosti
vektord.

Mimo novy obsah je v udebnici zpracovdna celd tradiéni geometrie zdkladni
Skoly. Tim vzrostl objem knihy. Autorce $lo o to ukdzat, Ze lze a jak lze celou tradiéni
geometrii zakladni Skoly studovat novym zplsobem. Rozsah knihy ddle vzrostl
didaktickym zpracovdnim materidlu. Kniha md Casto problémovy charakter, Zdk
ma prileZitost pracovat aktivné a uvédomeéle. VdZznou didaktickou ilohu pfi vykladu
hraje analogie a kontrast. V knize je fada feSenych pfikladd a komentdfu. Z tradic-
nich divodu ddva autorka nékdy piednost konstruktivnimu postupu pied postupem
ryze teoretickym.

Mimofddnd péfe je v€novdna symbolice. Rizné pojmy maji rtzné symboly.
Pfitom symboly maji ,,charakter dopravnich znagek* (z jejich tvaru lze usuzovat
na jejich obsah). Vztahy mnoZinového charakteru se zapisuji mnoZinové. Uvedme
nékolik prikladu.

AB znadi uselku s krajnimi body 4, B,

AB velikost use¢ky AB.

AB” znadi polopfimku s poédtkem A a vnitinim bodem B,
AB vektor s pocdtkem A a koncem B.

lAE| = AB znamend velikost vektoru AB.

pr AB je oznadeni pfimky uréené body AB (pfimka se fekne polsky prosta),

(A) znamend svazek pfimek o stfedu A.

a n b = {C} znamend, Ze pfimky a, b maji spoleény jediny bod C.

(4) N (B) = {pr AB} znamend, Ze priinikem svazki o vrcholech 4, B je pfimka
AB.

Ilustrace knihy jsou zpracovany netradiénim zpisobem. Obrazky jsou z technickych
duvodi jen dvojbarevné. Barvé v matematice je vénovdna znand pozornost; je
chdpdna jako jeden z prostfedkt neverbdlniho vyjadfovdni, které pomdhd pochopeni
podstaty véci.

Kniha byla napsdna v roce 1963, vysla tiskem v roce 1965 a opird se o rozsdhlou
experimentdlni prdci na krakovskych Skoldch. Je rozdé€lena do tii kapitol, md 239
stran.

V prvé kapitole je zavedeno né€kolik pojml obecného matematického charakteru,
které usnadni vystavbu vlastni geometrie. Pfedev§im jde o ndzorny vyklad o mno-
Zindch (prvek mnoZiny, podmnoZina, totoZnost dvou mnoZin, sjednoceni, prinik
a rozdil mnozin). MnoZiny se zndzorfiuji Vennovymi schématy a od po&dtku se pracuje
s mnoZinovou symbolikou. Pojmy sjednoceni a priinik mnoZin jsou zavddény spolu
s vykladem o logické disjunkci a konjunkci. Uvod do ndzorné teorie mnoZin je tak
pfirozené spojen s vyklady elementt logiky. Na nékolika pfikladech vysvétluje
autorka dédle zobrazeni mnoZiny Z na mnoZinu Z’, jako mnoZinu v§ech uspofddanych
dvojic, v nichZ kazdy prvek mnoZiny Z je prvym prvkem prdvé jedné dvojice, kazdy
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prvek mnoziny Z’ je druhym prvkem aspoii jedné dvojice. Uspofdddani mnoZiny
je definovdno jako asymetrickd, trichotomickd a tranzitivni relace na mnoZinég.
Definuji se ndsledovnik, pfedchtdce a vztah mezi.

Autorka disledné vychdzi z rozboru Zakim blizkych pfikladi, ukazuje rizné
moznosti v chdpani pojmu a vede Zaky k samostatnému uvaZovédni o riznych ,,ma-
tematickych situacich*‘. Z4k tak neni odsouzen k roli pasivniho konzumenta ucenosti,
které si kdysi kdosi vymyslel, ale od po¢dtku matematiku v jistém smyslu ,,tvofi.
Napfiklad pojem vzddlenost dvou bodu je uveden odstavcem ,,Vzddlenost dvou
bodil v praxi‘‘ a v odstavci ,, Vlastnosti vzddlenosti se diskutuje o situaci dvou much
(jedna v krychli, druhd na krychli), aby se na zdvér formulovaly &tyfi vlastnosti
vzdd lenosti:

A. Dvojici bodii X, Y odpovidd prdvé jedno nezdporné ¢islo X Y, které je vzddlenosti
bodii X, Y.

Vzddlenost bodii X, Y je rovna nule tehdy a jen tehdy, je-li X = Y.

Vzddlenost bodii X, Y je td? jako vzddlenost bodi Y, X.

. Soucet vzddlenosti bodii X, Y a Y, Z je vétsi nebo roven vzddlenosti bodi X, Z.

cow

Vyznamnou roli pfi rozvijeni samostatné prace Zdkd hraji alohy. O jejich postaveni
v knize si uéinime pfedstavu, uvedeme-li soubor Gloh, které Zdk fesi pfi probirdni
paragrafu ,,Body a geometrické utvary, vzddlenost dvou bodi‘.

1. Pocitdme-li objem tfidy, povaZujeme ji za kvddr. Prohlédni si dobfe tiidu
a vyjmenuj n€kolik vlastnosti, které pomijime, protoZe nemaji prakticky vyznam pfi
vypoctu.

2. InZenyr kresli pldn rozvodu potrubi, délnik v tovdrné odlévd stény tohoto po-
trubi. Ve tvaru jakého geometrického utvaru si ptedstavuje potrubi inZenyr, jak si
predstavuje potrubi d&lnik? Ceho si tedy nevsimaji?

3. Narysujte dva obdélniky p, a p, tak, aby
a) ttvar p; Y p, byl obdélnik a wtvar p; N p, byl useckou,

b) ttvar py U p, byl obdélnik a ttvar p; N p, byl rovn&Z obdélnik,
c) utvar py N p, byl jednobodovou mnoZzinou,
d) dtvar py N p, byl mnoZinou prdzdnou.

4. Ve mésté je kolej jednosmérné okruZni drdhy O. Pro priivodéiho a cestujici
v této tramvaji znamend vzddlenost stanic 4, B na drdze tramvaje velikost drdhy,
kterou musi ujet viiz mezi stanicemi A, B. Spliiuje takto chdpany pojem vzddlenost
dvou mist na drdze O zdkladni vlastnosti vzddlenosti? JestliZe ne, které nejsou splné-
ny?

5. Po zakonceni turnaje v kopané nemély zddné dva kluby tyZ pocet bodi. Kazdy
klub zaujimd v tabulce urdité misto. ,,Vzddlenost dvou klubt v tabulce* vypodteme
jako absolutni hodnotu rozdilu poétu ziskanych boda téchto klubG. M4 takto defi-
novanad ,,vzddlenost* vSechny vlastnosti vzddlenosti?

Zaveér prvni kapitoly je vénovdn vykladu o definicich a vétdch.
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Druhd kapitola md ndzev Zdakladni geometrické ttvary a vztahy. Jejim
cilem je zavedeni deseti zdkladnich vlastnosti geometrie roviny. UvaZuje se jistd
mnoZina bodd, kterd se nazyvd rovina n. PodmnoZiny roviny = jsou geometrické
utvary, jisté jeji podmnoZiny se nazyvaji pfimky.

Podejme nyni struény piehled obsahu druhé kapitoly s doslovnou citaci zdkladnich
vlastnosti geometrie roviny.

Zikladni vlastnost I (v dal§im oznaGujeme zdkladni vlastnosti pismeny ZV) zni:

ZV 1. a) Primka je geometricky utvar, ktery obsahuje nekoneiné mnoho bodii.
b) Kazdy bod roviny ndlefi nekoneéné mnoha pfimkdm.

Po definici svazku pfimek se formuluje:
ZV 1I: Dvéma riznymi body prochdzi jedna a jen jedna pFimka.

MnozZinové se zavadi pojem pfimky rovnobéZné a formuluje se

ZV 1II: KaZdy svazek pFimek obsahuje prdvé jednu primku rovnobéZnou s danou
pFimkou.

Dusledkem této vlastnosti je véta, Ze relace rovnobéZnosti je reflexivni, symetricka
a tranzitivni.

Dalsi vlastnosti se tykaji metriky. V prvni kapitole byla zavedena vzdalenost dvou
bodut jako nezaporné &islo. Po formulaci nominalnich definic kolinearnich a nekoli-
nearnich bodi poZaduje autorka platnost tzv. trojihelnikové nerovnosti jako

ZV 1V: KaZdé dvojici bodii X, Y odpovidd nezdporné islo X Y, které se nazyvd
vzddlenosti bodu X od bodu Y (to znamend, %e plati XY = 0<X =Y, XY =YX, .
XZ £ XY + YZ) tak, 2e a) Body A, B, C jsou kolinedrni tehdy a jen tehdy, kdy?
plati bud AB = AC + CB, nebo BC = BA + AC, nebo CA = CB + BA. b) Body
A, B, C nejsou kolinedrni tehdy a jen tehdy, kdy? plati AB < AC + CBa BC < BA +
+ AC a CA < CB + BA.

Co je uspofadani mnoZiny, znaji Zaci z Gvodni kapitoly. Chapani pfimky jako
uspofadané mnoZiny bodu a zakladni vlastnosti tohoto uspofaddni zajistuje

ZN V: Mnozinu bodii pFimky lze uspoFddat dvéma a jen dvéma zpiisoby tak, Ze
plati: a) Je-li bod A pfed bodem B v jednom uspoFdddni, je bod B pFed bodem A v dru-
hém uspoFdddni. b) Jsou-li A, B, C riizné body, leZi bod B mezi body A a C tehdy a jen
tehdy, kdy? AC = AB + BC.

Lze tedy definitoricky prohlésit kazdé z moZnych uspofadani pfimky za smys!
pfimky. Uspofadéani pfimky se v dal§im jevi jako vhodny prostfedek k zavedeni
dulezitych geometrickych pojmi. Definuje se polopfimka (Polopfimkou AB~
nazyvame Cast pfimky AB tvofené bodem A a v§emi body pfimky, které nasleduji
po A v uspofadani od 4 k B) a polopfimky navzajem opacné.

Dalsi zakladni vlastnost se tyka shodnosti a spojitosti.
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ZV VI: Na kazdé polopFimce existuje prdvé jeden bod, jeho? vzddlenost od poldtku
polopfimky se rovnd danému nezdpornému Cislu.

Velmi jednoduSe se definuje usecka, nulova tiseCka, prodlouZeni useCky 4B za
bod B (zapis AB —AB), velikost tselky (vzdalenost jejich krajnich bodi),
shodné useCky, porovnavani tsecek. Pro snadné vyjadfovani dalSich vlastnosti se
zavadi pojem lomenéa ¢ara a obyCejna lomena cara.

Po potiebnych definicich se formuluje

ZN VII: Rovnobéiné promitdni na pfimku zachovdvd usporFdaddni libovolné pFimky,
kterd nepatFi sméru promitdni.

Tato vlastnost je ekvivalentni tradi€nimu Paschovu axiému a mimo jiné umoZiuje
prenést uspofadani bodt pfimky ,,do roviny* jako uspofadani sméru (mnoZinové
chapaného). To je pak velmi vhodné p¥i zavadéni pojmil polorovina a pas. Tradi¢nim
zpisobem se definuje kruZnice a kruh, polomér, tétiva, primér, kruhovy oblouk
a dalsi pojmy. Na vét€ Vzddlenost dvou bodii kruhu poloméru r je rovna nejvyse 2r
se demonstruje ditkaz jako mySlenkovy pochod jdouci od pfedpokladi k tvrzeni.
Dukaz (ktery je jednoduchy, ale vlastné prvy v celé knize) je ilustrovan schématem
logickych vztahi, ne vS§ak obrazkem geometrické situace. Definuji se itvary omezené
a neomezené. Potom se pfechazi k formulacim definic tradiéné ,,neSkolnich* pojmu
topologického charakteru: okoli bodu, hraniéni, vnitfni a vnéj§i bod utva-
ru. Tyto pojmy se zavadgji nejdfive na pfikladech (hranice statu atp.) a jsou dobrou
prileZitosti k seznameni s kvantifikaci (bez symboliky). Nasleduji definice utvari
uzavienych a otevienych. Vzdalenost bodu od neprdzdného tutvaru se de-
finuje jako velikost poloméru nejvétsiho okoli, jehoZ vnitfek neobsahuje body titvaru.

Dale se formuluje

ZV VIII: a) Usecka (oblouk kruznice), jejiz (jehoZ) jeden krajni bod je vnitinim,
druhy vnéjsim bodem dtvaru, md spolecné body s hranici utvarii. b) Usecka (oblouk
kruznice), jejiz (jeho?) jeden krajni bod je vnitinim, druhy vnéjsim bodem kruhu,
md s hranici kruhu prdvé jeden spoleény bod.

Odtud vyplyvaji dalezZité dusledky pro lomenou &aru, vzajemnou polohu polo-
pfimky a kruZnice a pfimky a kruZnice.

Pojeti konstrukéni ulohy feSené pravitkem a kruZitkem je vysvétleno
na tloze: Jsou ddny dvé kruZnice k (A, a) a k (B, b), (a = b) a usecka c. Sestrojte
kruZnici poloméru c, kterd se vné dotykd danych kruZnic. (k je ozna&eni kruZnice, ne
viak pojmenovani kruZnice, jak jsme zvykli u nas; v originale se libovolna kruZnice
znadi pismenem o (okre¢g), pismenem k se znaéi libovolny kruh (kolo).) Symbolika,
které se v knize uZiva, umoziiuje jasn& formulovat rozbor tlohy.
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k (X, c) se vn& a k (X, c¢) se vné Z podminek ulohy
dotyka k (4, a) dotyka k (B, b)
¢ ¢
AX=a+c BX=b+c Podle véty o vnéjs§im dotyku kruZnic
¢ ¢
Xek(A,a + ¢) Xek(B,b+ ) Definice kruZnice
1 )
4
X=k(A,a+c)nk(B,b+c).

Symbolicky se zapisuje rovnéZ konstrukce, dikaz i diskuse ulohy. V konstrukénich
tlohach se klade dirraz na ,,logickou‘ stranku feSeni. Proto se v knize vyskytuje
konstrukénich tloh pomérné malo (celkem kolem 40), nejsou umélé, ale vyuZivaji
vyloZené teorie. Tam, kde by Zakm &inilo potiZe najit samostatné souvislost s teore-
tickymi partiemi, jsou zafazeny ulohy, které ukazuji ,,pfirozenou‘‘ cestu. Napf. pfed
ulohou Sestrojte lichobéZnik, jsou-li ddany velikosti jeho zdkladen a uhlopFidek je uvede-
na uloha Jsou ddny kruZnice f, f, a vektorv. Sestrojte vektor rovny vektoru v, JjehoZ
pocdtek je bodem kruZnice f, a konec bodem kruznice f,.

Mimo konstrukéni Glohy fesi Zaci ulohy ,,na rysovani‘ (patrné pfedevsim s cilem
naudit se formulovat jisté zavéry na zakladé pozorovani pfed diikazem).

V paragrafu o konvexnich utvarech se zavadé&ji potfebné pojmy, dokazuje se
konvexnost kruhu a vnitiku kruhu a véta o priniku konvexnich utvari.

Po definici rozdéleni roviny na ¢asti* se formuluje

ZV 1X: Obycejnd uzaviend lomend Cdra déli rovinu na dva souvislé utvary, z nichZ
jeden je omezeny, druhy neomezeny.

Tim je pfipravena pida pro jednotné pojeti pojmi uhel, mnohothelnik atp.
(Mnohouhelnikem nazyvame utvar sloZeny z obyCejné uzaviené lomené Cary
a z omezeného tUtvaru, ktery tato ¢ara vytina z roviny.) Dale se studuji trojuhelniky
a Ctyfihelniky a definuje se shodné zobrazeni.

Soupis zakladnich vlastnosti geometrie dovriuje

ZV X: Jsou-li diny dva rizné body roviny, existuje neidentické shodné zobrazeni,
ve kterém jsou tyto body samodruZné.

Ji se zaruduje existence osové soumérnosti. Vlastnosti I—X jsou zakladem celé
planimetrie.

* Rikame, %e utvar f dé&li rovinu na dva souvislé utvary f; a f,, jestlize a) f je
spole¢nou hranici utvard f; a f,, b) sjednocenim f, f; a f, je celd rovina, c) ttvary f; a f, jsou
oteviené, neprazdné a disjunktni, d) kazdé dva body utvaru f;(f;) lze spojit oby&ejnou lomenou
&arou, ktera cela lezi v f1(f).
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Vsimné€me si podrobné&ji paragrafu o zobrazeni, abychom si uvédomili, nakolik
jsou propracované potifebné pojmy (dfive neZ se probira klasifikace shodnosti ve
III. kapitole) a jaky je zptisob samostatné prace Zaka v kapitole zabyvajici se touto
abstraktni tematikou. V textu se uvadéji pfiklady téchto zobrazeni:

1. Zobrazeni R (pramét ¢tyfuhelnika ABCD na kruZnici jemu opsanou, je-li stfed
promitani stfedem této kruZnice).

2. Sttedovd soumérnost S, o stfedu O.

3. Zobrazeni @, které pfevadi pfimku v konchoidu.

Po probrani zobrazeni vzdjemné jednozna¢ného a nékterych pojmi pomocnych se
definuje skldddni zobrazeni. Pfitom je zavedena tato symbolika: Je-li X’
obraz bodu X v zobrazeni P, pifeme P(X) = X’. V disledku tohoto pojeti zapisu-
jeme skldddni zobrazeni v pofadi opa¢ném k provdadéni skldddni. Prvy pfiklad na
soudin zobrazeni je netrividlni: @S,. Zdpis @S,(X) = X" oviem znamend, Ze
So(X) = X', @X') = X". Ukazuje se, Ze skldddni zobrazeni nemusi byt komutativni
(SsS, *+ S,Sp), dokazuje se, Ze je asociativni. Déle se definuje inverzni zobrazeni
k danému zobrazeni (P~') a bez ndzvu se uvddi involutorni zobrazeni (S, = Sq').
Cviceni maji opét charakter tvofivé prace. Uvedme ukdzky nékolika z nich.

1. Vymysli si aspofi dvé ruznd vzdjemné jednoznaénd zobrazeni jedné ze dvou
soustfednych kruZnic na druhou.

2. Je ddn jisty bod O. Zobrazeni P je definovdno takto: a) P(0) = 0, b) Je-li
A # 0, potom je P(4) = A’, A€ 04", 0OA' = 204. Zvol n&kolik bodd a urdi
jejich obrazy v zobrazeni P. Co je obrazem kruzZnice o sttedu O v zobrazeni P?

3. Bod O ndleZi pfimce k. Nakresli (barevnymi tuzkami) obraz v soumé&rnosti
S, a) poloroviny s hranici k, b) libovolné polopfimky s po&dtkem O, c) libovolné
kruZnice o stfedu 0, d) libovolného dutého ahlu s vrcholem O.

4. Ur¢i obrazy nékolika boda v zobrazeni S,P. Uréi obrazy tychZ boda v zobra-
zeni PS,. Co pozorujes? Formuluj tvrzeni a odiivodni ho.

5. Definuj zobrazeni P! inverzni k zobrazeni P. Ur¢i zobrazeni P~ 'S,P, S,PS,.

6. Urti zobrazeni a) $,@S,, b) @7'S,Q, c) QQ, QQQ. Kresli obrdzek.

Tieti kapitola se jmenuje Shodnd zobrazeni a shodnost tatvarid. Po odvo-
zeni zdkladnich vlastnosti shodnosti se studuji vlastnosti shodnych utvari, osovd
soumeérnost kruZnice, pfimky a asecky, kolmost pfimek, vzddlenost bodu od pfimky,
vzdjemnd poloha pfimky a kruZnice, shodnost trojuhelnikti, vztahy mezi stranami
a uhly v trojthelniku, stfedovd soumérnost a vlastnosti trojihelniki. Pfitom se vy-
datné vyuZivd soumérnosti a ka?dd partie md uceleny charakter.

Agkoliv je jiz na zagdtku knihy zavedena vzddlenost dvou bodi (jako nezdporné
&islo), studuji se v celé knize jen ty vlastnosti vzddlenosti, které jsou nezdvislé na
jednotkové tsecce. Otdzka miry a méfeni dsecky se v knize nefesi. S problematikou
miry seznamuje vSak autorka Zéky na pfikladu miry Ghlu. Po jednoduchych pfikla-
dech z praxe formuluje definici miry: Rikime, Y¢ na mnoZin& uhla je definovdna
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mira ahlu, je-li kaZdému uhlu pfifazeno kladné Cislo zvané jeho mira tak, Ze
a) shodné whly maji rovné miry,
b) mira Ghlu, ktery je souétem dvou uhld, je rovna soudtu mér téchto hla.

Nazna¢me struén€ postup urceni miry dhlu pomoci ,,teoretického uhloméru.
MnoZinu bodi polokruZnice nad primérem MN o stiedu U uspofddejme (X je pted
Y< X + YaUX € 4« NUY) a konstruujme na ni ,,dvojkové stupnice*

w w w w 1@
2" 2 2 7 2"

pro libovolné pfirozené n (w je libovolné kladné &islo pfifazené pravému uhlu).
Libovolnému bodu X uvaZované polokruZnice pfifadime ¢islo x jako horni hranici
&isel pfifazenych bodim vSech stupnic kruZnice, které bodu X pfedchdzeji v uspo-
tdddni. Cislo x je mirou thlu NUX. Je samoziejmé, Ze zcela exaktni zavedeni miry
ahlu neni v tomto véku Zékidt moZné; predstava o problémech méfeni je vSak uvede-
nym postupem dobfe vysvétlena.

Vsimnéme si dale podrobnéji studia shodnosti. Vysledek, Ze souéin dvou osovych
soumérnosti o osach k sob& kolmych je sttedova soumérnost, je podnétem k otazkam:
Jaké shodnosti dostaneme, skladame-li jiné osové soumérnosti? Lze kazdou shodnost
nahradit soudinem osovych soumérnosti? ReSeni ulohy: ,,Jsou ddny dvé trojice bodii
A,B,CaA’,B,C tak,%e AB = A'B’, BC = B'C', AC = A'C’. Zjisti, zda je moZno
sestrojit shodnost slofenou z osovych soumérnosti, kterd prevddi bod A do bodu A’,
bod B do bodu B’, bod C do bodu C'*‘ vede postupné& ke konstrukci tfi vhodnych oso-
vych soumérnosti a k pouéce sss o shodnosti trojihelniki. Potom je pfirozena véta:
KaZdé shodné zobrazeni je bud osovou soumérnosti, nebo soudinem dvou & tFi osovych
soumérnosti. Diikaz (a nejen tento ditkaz) rozehrava autorka jako soupefeni s fiktiv-
nim protivnikem, ktery ,,si mysli jistou shodnost, ale nefekl ndm o ni nic*‘ a my mame
Pprijit na to, o jakou shodnost jde. Mané si vzpomeneme, Ze akademik Jarnik se
rovnéZ nebal vzit do hry svého e-nepfitele, ale ditkazy v naSich ucebnicich pro déti
jsou dost suchoparné. V priibéhu diikkazu se samozifejmé odvodi i véta, Ze shodnost je
urena tfemi nekolinearnimi body a jejich obrazy. Po pozorovani konstrukce obrazu
bodu v soucinu dvou osovych soumérnosti o rovnobéZnych a riznob&Znych osach se
definuje posunuti a otoéeni (a hledaji se samodruZzné body téchto shodnosti).
Soudin tfi osovych soumérnosti se zatim probere jen Casteéné (osy patfi témuz
svazku) a klasifikace shodnosti v roviné se uzavira originalnim zpiisobem po pro-
brani jistych vlastnosti vektorii. Posunuté zrcadleni je definovano jako souéin
posunuti a osové soumérnosti, pfi¢emZ vektor posunuti je rovnobéZny s osou sou-
meérnosti. Dale se studuji vektory a posunuti. Vektor je definovan jako uspofadana
dvojice bodu. V tvodu paragrafu se ukazuje potfeba (i prakticka) takového pojmu.
StudUJe se obraz vektoru v posunutl a dochazi se k definici rovnosti vektort. (Vek-
tora je rovny vektoru b (a= b), je-li vektor b obrazem vektoru a v jisté translaci.)
Takovéto pojeti velmi snadno fesi otazky o vlastnostech rovnosti vektori (relace
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ekvivalence) a sou¢tu vektori. DileZité je rovnéZ zavedeni rozkladu vektoru na vek-
tory. Dale se dokazuje, Ze kaZda translace je mnoZinou jistych vektorti. Vlastnosti
vektort se prubézné uzZiva ke studiu planimetrickych vét. Jako pfiklad schematického
zapisu dikazu uvedme dikaz véty o téZisti O A\ ABC. Je dokazana véta 24,9:
,,Rovnobézné priiméty rovnych vektorii na pfimku jsou rovné vektory‘‘. Nejdfive se
dokaze, Ze t&’nice AA’ a CC’ maji spole¢ny bod O. Nasleduje tento diikaz rovnosti
OC = 20C’ (C" je primét bodu C’ na pfimku BC smérem A4’ (obr. 1)).

c

Obr. 1.
CA'=AB a AC'=CB a C'C"| A4 Z ptedpokladi
U
! A'C" = C"B V24,9
4
CA' =24'C"
COo =20C’ V24,9

Potom se dokazuje, Ze i tfeti té€Znice prochazi bodem O.

Neékteré dileZité pojmy jsou v knize zavadény postupné. Tak napf. relace ekvi-
valence se studuje nejdfive jako vlastnost rovnobé&Znosti pfimek a ukazuji se pfi-
klady relaci, které nejsou ekvivalencemi (relace protinani pfimek a relace uspofadani).
Dale se dokazuje, Ze relaci ekvivalence je relace shodnosti utvard (f = f’) a relace
rovnosti vektorti @@= 3). Studium ekvivalence je v knize dovr§eno rozkladem mno-
Ziny na tfidy vzhledem k relaci ekvivalence. Zde se vychazi z rozkladu mnoZiny na
tfidy tak, Ze plati:

1. KaZdy prvek mnoZiny naleZi do jedné a jen jedné ttidy.

2. Prvek X patii do téZe tiidy s prvkem Y tehdy a jen tehdy, je-li X v relaci s Y.
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Na pfikladech rozdéleni Zaki do skupin podle relaci a) mit touZ znamku z mate-
matiky, b) byt pfitelem, c) byt pfed nékym vseznamu (kromé pfiklad matematického
charakteru) se odvozuje, Ze uvaZovana relace musi byt reflexivni, symetricka a tran-
zitivni. Na obrazku (v originale dvojbarevném) (obr. 2) mnoZiny, ve které je defino-
vana relace ekvivalence, se ilustruji Sipkami vlastnosti této relace a rozdéleni mnoZiny
na tfidy. Pfitom prvky mnoZiny (ozna&ené body) mohou byt stejné dobie vektory,
Zaci, geometrické utvary, pro néZ je definovana shodnost atp. Je tak p&€kn& ukazana
polyvalence matematickych schémat a abstraktni charakter ekvivalence.

Postupné zavadéni tak abstraktnich pojmii jako relace ekvivalence je patrné
vyhodné, nebot Zak si miize dobfe uvédomit podstatu pojmu. Z druhé strany viak
tak pozdni zavedeni rozkladu mnoZiny na tfidy vzhledem k relaci ekvivalence ne-
umoziuje plné vyuZit ekvivalence pfi zavadéni novych pojmu.

Obr. 2.

V souvislosti s rotaci se zavadi orientovany tuhel, velikost orientovaného ihlu
a soumeérnost utvard.

Teoreticka pfiprava umoZiiuje pfed koncem knihy zavést pojem grupy zobra-
zeni. Opét se ukazuji nejen pfiklady grup, ale i pfiklady mnoZin, které grupami
nejsou (mnoZina vSech stfedovych soumérnosti roviny). Zajimavymi pfiklady grup
jsou grupy pfimych shodnosti, které reprodukuji danou sif roviny (&tvercovou,
obdélnikovou atp.).

Geometria Zofie Krygowskeé je velmi pou¢na kniha o tom, jak modernim zptso-
bem pojimat geometrii na stfedni $kole. Zasadni roli v ni hraji geometricka zobrazeni,
ktera se stavaji skuteCnym zakladem geometrie. Kniha je psina Zivym jazykem,
patrné do znacné miry pfistupnym Zaktim. DuleZitym prostfedkem ve vyucovani je
schéma. SlouZi jednak k jasnému vyjadfovani stavby diikazii, odhaluje vSak i proces
abstrakce pfi tvofeni pojmu. Typicky je piiklad schématu ekvivalence. Pojmy jsou
zavadény pfirozenym zpusobem.

Kniha Geometria je svym pojetim i zpracovanim bezesporu netradi¢ni ucebnici
geometrie. V soucasné etap€ nasi prace na modernizaci vyuovani matematice je jeji
studium velmi uZite¢né.
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