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Komplexni vesmir
Rogera Penrose

S. G. Gindikin, Moskva

Piuvodni myslenkou, stojici u zrodu twistorové teorie Rogera Penrose je moZnost
uvaZovat body &tyfrozmérného prostoro¢asu (Minkowského nebo Euklidovského) jako
ptimky v trojrozmérném komplexnim prostoru — prostoru twistorti. Nebylo ndhodou,
Ze R. Penrose nazval svou pfedndsku na Mezindrodnim matematickém kongresu v Hel-
sinkdch ,,Komplexni geometrie redlného svéta“.

V jistém smyslu Penrosova myS$lenka nebyla novd: komplexni realizaci Minkowského
prostoru je moZno nalézt (nepfili§ skrytou) jiZ v teorii symetrickych prostori Elié Car-
tana. Hlavni vyznam této mySlenky netkvi jen v samotné geometrické skutecnosti, ale
v tom, Ze tato skuteCnost je zdrojem fady analytickych konstrukci — integrdlnich
reprezentaci pro feSeni n€kterych dilezitych linedrnich i nelinedrnich rovnic matema-
tické fyziky. Poc¢dtecni nedivéru k Penrosovu pfistupu pomdhaly postupné pfekondvat
vyznamné nové vysledky dosaZené pomoci twistorové teorie (napfiklad pro instanto-
novd FeSeni Yangovych-Millsovych rovnic nebo pro samodudlni fe¥eni Einsteinovy
rovnice). Je tieba podotknout, Ze k odvozeni t&chto vysledki bylo nutné pouzit obecny
a sloZity matematicky apardt (fibrované prostory nad projektivnimi prostory, Cauchy-
Riemannovu kohomologii atd). Shodou okolnosti byl potfebny apardt vytvofen ve
vhodném tvaru v algebraické geometrii a v teorii funkci vice komplexnich promé&nnych.

Vratme se zpét k Penrosov€ geometrické myslence. Co se na ni zdd byt neobvyklé,
je skuteCnost, Ze se pouZivd komplexnich Cisel pro studium Cisté redlného objektu —
prostoro€asu. Geometriim druhé poloviny 19. stoleti by to vSak pfripadalo naprosto
prirozené. Penrosova konstrukce je totiz zaloZena na mySlence staré vice neZ sto let,
v poslednich desetiletich neprdvem opomijené. Jde o my3lenku Julia Pliickera (1801 aZ
1868), ktery zkoumal prostor, jehoZ prvky (body!) jsou pfimky v standardnim trojroz-
mérném prostoru. Pliicker na tomto tématu pracoval n€kolik let a vysledky, které ziskal
byly uvefejnény v ¢ldnku Novd geometrie prostoru, jehoZ body jsou pFimky,ktery po
jeho smrti vydali Klein a Clebsch. Prostor pfimek v trojrozmérném prostoru md di-
menzi 4 a je to pravdépodobné prvni étyfrozmérny prostor, ktery se vyskytl ve v&dé.
Je poné€kud zvldstni, Ze v obdobi, kdy se étyfrozmérné variety staly mdodni v teorii rela-
tivity, nikdo neporovnal Minkowského prostorocas s Pliickerovou varietou popsanou
o padesdt let dfive. To je to, co v jistém smyslu udélal po dal§ich padesdti letech Penrose,
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a to s velkym uspéchem. Pokusme se popsat tuto cestu od Pliickera k Minkowskému.
Nejprve ale musime pfipomenout uddlosti jesté diivejsi.

ssZlaty vék geometrie

Takto nazyvd N. Bourbaki 19. stoleti, stoleti rozkvétu projektivni geometrie s jeji
skvélou geometrickou intuici a mocnymi analytickymi metodami. Vedouci roli projek-
tivni geometrie v geometrii 19. stoleti nelze poptit. Typicky je napfiklad fakt, ¢ mnoho
matematikll akceptovalo neeukleidovskou geometrii aZ na zdkladg jeji realizace pomoci
projektivni geometrie (tj. v Kleinové interpretaci). Ale projektivni geometrie (také nazy-
vand ,,nova geometrie“) byla zavedena mnohem dfive.

Gerard Desargues (1593 —1662), architekt z Lyonu, vydal v roce 1639 knihu s ndzvem
Provni ndcrt pokusu porozumét prunikiim kuZele a roviny. Desargues rozvinul teorii
perspektivy a studoval centrdlni promitdni jedné roviny na druhou. Povs$iml si, Ze v prvni
roviné existuji body, které se nikam nezobrazi a Ze v druhé roviné jsou body, které nelezi
v obrazu prvni roviny. Rozhodl se tuto situaci zlepSit zavedenim idedlnich bodd,
bodu ,,v nekoneénu‘“. (Déle o nich v souladu s uZivanou Ceskou terminologii budeme
hovofit jako o nevlastnich bodech — pozn. pfekl.) V moderni feéi jde o myslenku, Ze
viechny rovnob&Zné pifimky se ,,protinaji“ v jednom bodg&, nevlastnim bodg&, a Ze
vSechny nevlastni body roviny tvofi nevlastni piimku, kterou je tfeba pfidat k piivodni
roving. V takto roziifené (projektivni) roving jsou viechna tvrzeni o rovnob&Znych
pfimkdch specidlnimi pfipady obvyklych tvrzeni o prusecicich dvou primek, kterd lze
pak vyslovit bez jakychkoli omezeni (libovolné dv& riizné pfimky se protinaji v jediném
bodé, ktery oviem miiZe byt nevlastnim bodem). Desargues nebyl viak schopen vy-
svétlit ideje projektivni geometrie tak, aby byly jinym pochopitelné.

Mezi &leny Mersennské skupiny — coZ byl zdrodek budouci Akademie — Desargues
nalezl jen jediného Zdka. Byl jim 16lety Blaise Pascal (1623 —1662), ktery dokdzal
vyznamnou vé&€tu o Sestithelniku vepsaném do kuZeloseCky. Metody projektivni geo-
metrie umozZnily Pascalovi redukovat obecny pfipad na piipad kruZnice, protoze pfimo
podle definice je libovolnd kuZeloseCka obrazem kruZnice pfi stfedové projekci.

Desarguovym a Pascalovym cilem bylo pomoci projektivni geometrie popsat Appol-
loniovu teorii kuZeloseéek, coZ byl vrchol geometrie ve starém Recku. Jiz jistou dobu
se totiZ evropsti matematici — nepopiratelni mistfi v algebfe a analyze — pokouseli
piekonat staré Reky na jejich vlastni ptid&, v geometrii. Desarguovi a Pascalovi se
to podatilo, ale bohuZel ostatnim byly Desarguovy prace nesrozumitelné a také Pascal
nikdy nedokoncil zamysleny uplny vyklad projektivni geometrie a zanechal po sobé
pouze maly zlomek — vétu o Sestithelniku. Jejich prace byla zapomenuta a objevena
znovu aZ po 200 letech diky Michelu Chaslesovi (1793 —1880). V&tiina jejich vysledkit
uZ byla mezitim znovu objevena.

Novy rozvoj projektivni geometrie zalal pracemi Gaspara Mongea (1776 —1818)
a jeho 7dka. Mezi nimi vyznaéné misto zaujimal Victor Poncelet (1788 —1867). Felix
Klein (1849—1925) tvrdil, Ze v Ponceletové dile se objevuje novy typ geometrického
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mysleni — ,,projektivni zptisob mysleni*. B&hem svého zajeti v Saratové (v dob& po
Napoleonové taZeni do Ruska v roce 1812) Poncelet povolil uzdu své geometrické fan-
tazii a sezndmil své kolegy v zajeti, studenty G. Mongea z Polytechniky, se svymi no-
vymi objevy. Tiskem vysly jeho vysledky az po deseti letech pod ndzvem Pojedndni
o projektivnich vlastnostech obrazcii. Vzhledem k jeho vojenské a stdtni sluzbé, vyuco-
véni, studiu opevnéni a teorie mechanismi (jmenujme napfiklad Ponceletovo vodni kolo)
se uz nikdy nevrdtil k systematickému studiu geometrie. Teprve na sklonku svého Zivota
se ke geometrii vritil, litoval, Ze se nemlZe v€énovat matematice soustavné a Ze projek-
tivni geometrie neni vyuZivéna tak, jak by si zaslouZila. Litoval téz, Ze Chasles pfipom-
nél Desargua dosti povrchné.

Poncelet vychdzel z poznatku, Ze v projektivni rovin€ Zddné dvojice pfimek nemaji
vyzna¢nou vzdjemnou polohu a usoudil, Ze podobné by zddné dvé kfivky druhého
stupné nemély mit vyzna¢nou vzdjemnou polohu. Ale pro¢ se pak elipsy obvykle proti-
naji ve &tyfech bodech zatimco kruZnice, jejich specidlni pfipad, vZdy jen ve dvou bo-
dech. Poncelet naSel odpovéd na tuto otdzku: VSechny kruZnice prochdzeji dvéma
pevnymi body (které se nazyvaji cyklickymi body). Tyto body jsou oviem imagindrni
a nevlastni body. Tak se v redlné geometrii objevuji komplexni &isla (nedlouho predtim
se zatala komplexni &isla pouZivat v algebfe). Cyklické body se staly zékladnimi geo-
metrickymi objekty, ukdzalo se, Ze jsou odpovédné za viechny jevy souvisejici s redlnou
metrikou v roving.

Jiny ohromujici Ponceletiiv objev byl princip duality (objevil ho spolu s Josephem
Gergonem (1771 — 1859)), novd procedura pro tvofeni geometrickych v&t. Zhruba
feCeno tento princip tvrdi, Ze jestliZe v jakémkoli spravném tvrzeni o vzdjemné poloze
pfimek a bodl v projektivni rovin€ vzdjemné zaménime slova ,,pfimka‘ a ,,bod*, pak
po nezbytné gramatické ipravé dostaneme nové spravné tvrzeni. Nejjednodus$im pti-
kladem miZe byt tvrzeni ,,kazdé dvé rizné pfimky se protinaji v jediném bodé&*,
které se takto zméni na tvrzeni ,.kaZdymi dv€ma riznymi body prochdzi jedind
pfimka“.

V obdobi, které pak ndsledovalo, se projektivni pfistup stal nejobvyklejsi metodou
geometrie. Presto viak po dlouhou dobu byla projektivni ideologie povaZovdna jen
za jakousi Cernou skfiflkku, umoZiiujici vyrdbét nova tvrzeni v euklidovské geometrii.
Nevlastni prvky byly povaZovdny za cizi, idedlni body, které pouze zjednodusuji ivahy
(podobné byla kdysi chdpdna i komplexni &isla). Konzistentni projektivni p¥istup viak
vyZaduje povaZovat vlastni i nevlastni body za rovnocenné; studium vlastnosti k¥ivek
v nevlastnich bodech (asymptoty a podobné pojmy) by naptiklad nemélo byt dilezit&jsi
nez studium k¥ivek v kterémkoliv jiném bodé.

V té dobé geometfi diskutovali zdsadni koncepéni otdzky. Poviimnéme si zejména
némecké geometrie poloviny 19. stoleti, tj. obdobi skvé&lych geometrd jako byli Ferdi-
nand Mébius (1790—1868), Julius Pliicker, Jacob Steiner (1796—1863) a Cristian
von Staudt (1796 — 1867). Tvofili uprostted prudké bitvy mezi ,,analytickym* a ,,synte-
tickym* p¥istupem [2], i kdyZ z dne3niho hlediska ndm tyto jejich spory nepftipadaji
o nic dileZit&jsi neZ spory postav Swiftovych knih (diskutujici o tom, z které strany se
md zadit jist vejce). Analytikové ddvali prednost soufadnicovému popisu geometrickych
utvari, protoZe jim to umoZiiovalo pouZivat metody algebry a analyzy, zatimco synteti-
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kové tvrdili, Ze tyto metody zbavuji geometrii jejiho skute€ného ducha, opravdové
geometrické intuice.

wewr

Jednim z nejaktivnéjsich syntetik® byl Steiner, ktery se narodil na venkové a do svych
19 let jezdil s pluhem. Pak se stal Zdkem a pozd&ji kolegou proslulého uditele Pestalozzi-
ho, ktery mimochodem pfiklddal nejvétsi vyznam vizudlnim metoddm vyudovdni.
Teprve pozdé€ji se zacal Steiner vénovat matematice. M€l neobycCejné vyvinutou geo-
metrickou intuici. Tok jeho prostorovych predstav nebylo moZno nakreslit. Proto se
Steiner vzdal kresleni jakychkoli obrdzkti béhem svych predndsek a dokonce predndsel
v zatemnéné mistnosti, aby pomohl studentiim se soustfedit. Steiner obzvldst durazné
bojoval proti komplexnim &islim — t€mto ,,duchiim krdlovstvi stin v geometrii*“ —
které byly bé€Zné€ uzivdny analytiky. Klein tvrdil, Ze to byl pravdépodobné nedostatek
Steinerovy tolerance, ktery pfinutil Pliickera (ktery byl typicky analytik) vzdét se do-
Casné studia geometrie a vrdtit se k nému az po Steinerové smrti.

Projektivni soufadnice

Analytici pfedev§im usilovali o zavedeni soufadnic do projektivni roviny tak, aby byly
popsdny dohromady vlastni i nevlastni body. Zdsadni konstrukci (homogenni soufad-
nice) navrhl Pliicker. Body v projektivni roving P? popisoval ne dvéma, ale tfemi &isly
(x0» X1, x5) # (0,0, 0) za predpokladu, Ze trojice, které se lisi spole¢nym ndsobkem
A # 0, popisuji tyZ bod roviny. Pak miizeme naptiklad pfedpoklddat, Ze body s x, = 0
jsou ,,vlastni a u téchto bodli polozZit x, = 1 a dostaneme jejich popis ve tvaru
(1, X,, X,), kde X; = x;/xo X, = x,[x, jsou nehomogenni (kartézské) soufadnice.
Body s x, = 0 vytvdfeji nevlastni pfimku. OvSem vybér této pfimky byl ndhodny.
Projektivni transformace roviny zobrazujici pfimky na pfimky odpovidaji linedrnim
transformacim homogennich soufadnic. Pfimky v projektivni rovin€ jsou urCeny rovni-
cemi tvaru &oxo + Xy + &%, = 0, kde (&, &5, &) # (0, 0, 0) jsou urleny aZ na ska-
larni ndsobek. Tento fakt umoznil Pliickerovi povazovat (&, &;, 52) za homogenni sou-
fadnice ptimek, coZ znamend, Ze pfimky vytvéfeji jinou (dudlni) projektivni rovinu.
Tato interpretace umoziiuje jednoduse vysvétlit Ponceletiiv-Gergoniiv princip duality.
Pfi pouZiti homogennich soufadnic je snadné porozumét Ponceletové vété o protindni
kruZnic, zatimco syntetickd varianta vyZaduje vysokou geometrickou intuici. Rovnice
kruZnic v nehomogennich soufadnicich jsou X7 + X2 + aX; + bX, + ¢ = 0, v odpo-
vidajicich homogennich soufadnicich jsou

x} + x% + ax;xo + bxyxo + cx3 = 0.

Je ziejmé Ze vSechny tyto k¥ivky obsahuji dvojici (0, 1, 1), (0, 1, —i) a tyto body jsou
nevlastni a imagindrni ({x, = 0} je nevlastni pfimka).

V trojrozmérném projektivnim prostoru P je popsdn bod &tvetici &isel (xo, X1, X5, X3)
# (0,0, 0, 0), uréenou aZ na ndsobek. MiiZeme pfedpoklddat, Ze {x, = 0} je nevlastni
rovina. Roviny jsou ureny rovnicemi xo&y + ... + x3&; = 0, je tedy také dualita mezi
projektivnim prostorem bodii a projektivnim prostorem rovin.
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Varieta pfimek (Pliickerovy soufadnice)

Dalsi pfirozeny problém, ktery vzbudil Pliickerovu pozornost, byl problém, jak
popsat systém ptimek v P3. Ukdzalo se, Ze na rozdil od rovin (a od pfimek v roving)
obdrzime zde zcela novy geometricky ttvar. Varieta pfimek v P? je &tyfparametricky
utvar. V kartézskych soufadnicich X,, X,, X; jsou skoro v§echny pfimky uréeny rovni-
cemi tvaru X; = ¢, X3 + By, X, = 2,X; + B,. Takto nezachytime pfimky, které jsou
rovnob&zné s osou X,; a pfimky v nevlastni roviné.

Pliicker chtél zavést soufadnice, které by popisovaly systém vSech pfimek. Postupoval
takto: Kazdd pfimka je uréena dvojici svych riznych bodi, tj. v homogennich soufad-
nicich v P? body x = (o, ..., X3) a & = (%, ..., £3), kde x a % jsou nezdvislé. Takovéto
dvojice bodi oviem muzZe byt zvolena mnoha riiznymi zplsoby. Aby se zbavil této
libovile, Pliicker uvazZoval vyrazy

(1) p‘l = xlij bl iix.,’

které jiZz nezdviseji na volb& bodi. Ziejmé plati p;; = 0, p;; = — p;;. Sestici &isel po,
Poz> Po3» P12> P13» P23 budeme nazyvat Pliickerovymi soufadnicemi pfimky. ProtoZe
body byly dédny homogennimi soufadnicemi, mnoZiny {p;;} a {Ap;;} odpovidaji stejné
pfimce. Kdyby vSechna Cisla p;; byla nulovd, x a X by byly zdvislé, coZ neni pfipustné.
Shrneme-li pfechozi ivahy dostaneme, Ze je pfirozené uvaZovat nenulové Sestice Cisel
{py;} jako homogenni soufadnice bodu v p&tirozm&ném projektivnim prostoru P>.
TakZe mnoZinu ptimek Ize pfirozen& vnofit do P*, ale pon&vadZ zdvisi pouze na &tyfech
parametrech, musi spliiovat je§t€ néjakou relaci. Neni t&€Zké se presvéddit, Ze tato relace
je rovnice

®) Po1P23 — Po2P13 + Po3P12 = 0.

Podobné se snadno miiZeme pfesv&dcit, Ze je to jedind relace, kterd pro mnoZinu pfimek

musi byt splnéna (z nenulové mnoZiny {p;;} spliiujici (2) lze uréit x a X splitujici (1)).
Z geometrického hlediska rovnice (2) definuje kvadriku v P°. Jestlize provedeme

transformaci souradnic

Dop = Ug — U3, P23 = Ug + U3, Poz2 = Uy — Uy
P13 = Us + Uy, Po3 = Uy — Us, P13 = Uy + Us
rovnice (2) pfejde na rovnici
(2) w+ultul—ul-ul-ul=0.

Tedy mnoZina vSech pfimek v trojrozmérném projektivnim prostoru miife byt
vnofena jako kvadrika (2)—(2") do pétirozmérného projektivniho prostoru P>.

Tento Pliickeriv objev byl pfinosem pro tehdej$i matematické uvaZovdni. Ukdzal
totiZ, Ze zcela odli§né geometrické struktury mohou byt izomorfni: zde jsou to varieta
ptimek v P? a jistd kvadrika v P°. V ndledujicich letech pak nejvyznamnéjsi geometii,
Sophus Lie (1842 —1899), Felix Klein a Elié Cartan (1869 —1951), se zaujetim shromaz-
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dovali podobné izomorfismy. Pozdé&ji se zdjem presunul na zkoumadni obecnych variet
a prestala se vénovat pozornost geometrické povaze bodi.

Pliickerovy ndsledovniky zajimala pfedev§im tato otdzka: Zkoumejme kvadriky
v P, jejichZ signatura neni (3,3) jako v (2'), ale je (4,2) nebo (5,1). Je moZné pro tyto
kvadriky také najit podobnou geometrickou interpretaci? Sophus Lie zjistil, Ze na mno-
Zin€ vSech sfér v trojrozmérném prostoru lze zavést homogenni soufadnice tak, Ze dosta-
neme kvadriku signatury (4,2) v P (geometrie Lieovych sfér). Felix Klein zavedl jem-
n&jsi ,,hexosférické soufadnice pro body &étyfrozmérného prostoru; body s t&mito
soufadnicemi odpovidaji kvadrice se signaturou (5,1) v P°. K tomuto problému se
pozdé&ji vrdtime a ukdZeme jiny zpusob, jak ho Fesit.

Pfi pfechodu ke komplexnimu prostoru se setie rozdil mezi kvadrikami rozdilnych
signatur, protoZe ndsobeni komplexni jednotkou i umozZiiuje zavést soufadnice, v nichZ
md dand kvadrika rovnici z2 + ... + z§ = 0. Tento fakt se obvykle vyjadfuje slovy:
viechny redlné kvadriky jsou ,,redlnymi formami‘ jediné komplexni kvadriky. PFi
pfechodu od jedné redlné formy k jiné nds vede logika projektivni geometrie, abychom
problém komplexifikovali, tedy pfesli do komplexniho prostoru.

Komplexifikace

Uvazujme komplexni projektivni prostor CP®* s homogennimi soufadnicemi z =
= (2o, ..., z3). Komplexni pfimka, kterd spojuje body z = (z, ..., z3) 2 Z = (Zo, ..., Z3),
sestdvd z bodi tvaru Az + uZ. Do mnoZiny komplexnich pfimek v CP? lze opét zavést
Pliickerovy soufqdnice p;;, spliiujici rovnici (2). Stejn& jako pfedtim Ize rovnici (2)
prevést na rovnici (2’), kde u; jsou komplexni &isla.

U komplexni kvadriky Q = CP* definované rovnici (2') miizeme studovat jeji redlné
formy.*) ZuZenim na redlné soufadnice u; dostaneme piipad uvaZovany v pfedchozi
¢dsti. Pokud uvaZujeme uy, uy, u, a ug redlné a u; = iv;, u, = iv, ryze imagindrni,
nebo u; = iv; ryze imagindrni a ostatni u; redlnd, dostaneme redlné plochy (u;, v; jsou
redlnd &isla), které jsou

(S) i+ ul+ul+oi+0i-0i=0,
(H) wt+ul+ul+oi—-ui-ul=0,

coZ je sféra a jednodilny hyperboloid (v homogennich soufadnicich). ProtoZe tyto
redlné plochy leZi na komplexni kvadrice Q a body kvadriky Q odpovidaji komplex-
nim pfimkdm v CP?3, je pfirozené zkoumat mnoZiny pfimek, které odpovidaji bodim
ploch S a H.

*) Na prvni pohled se zda, Ze komplexni linearni prostor je komplexifikaci kanonického realného
linearniho podprostoru uréeného vnorenim R do C. Tento podprostor oviem zavisi na volb& sou-
fadnic. UvaZujme naptiklad C" jako realny prostor R?", na kterém je zadan operator ,,nasobeni
komplexni jednotkou i, pak C" je komplexifikaci prostoru L = R” (tj. L je realna forma C"), pravé
kdy% L N iL = 0. Realna forma komplexniho projektivniho prostoru muze byt definovana pomoci
homogennich soutadnic (tj. pomoci pfechodu od CP” k C"“) a realna forma kvadriky Q < CP"
je pak prunik Q s realnou formou CP”.
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Interpretace reilné kvadriky pomoci komplexnich pfimek (pfipad sféry)

V ptipadé (S) plati vztahy
Poi = Ug — vy, Pp3 = Ug +iv3, Pop =ivy — Uy, Py3 =1iv4 + uy,
Do3 = Uy — Us, P13 = Uy + Us.

V Pliickerovych soufadnicich body plochy S spliiuji vztahy
P23 = Pors P13 = —Po2s Impo3 =Imp,, =0

a body na (S) jsou t&mito podminkami zcela popsdny. Je snadné ukdzat, Ze jestliZe
ptimka s témito Pliickerovymi soufadnicemi prochdzi bodem z = (z,, ..., z;), prochdzi
také bodem Z se soufadnicemi Z = (—Zs, Z,, —Z, Z,). Body redlné kvadriky S tedy
odpovidaji komplexnim ptimkdm v CP?, spojujicim body z a Z.

Co je pozoruhodné na téchto pfimkdch? Kazdym bodem z € CP? prochdzi prdvé
jedna takovdto primka. Cely projektivni prostor CP3 je tedy rozdé&len na disjunktni
sjednoceni neprotinajicich se pfimek. Toto rozdéleni (ﬁbrace) v souCasné dobé€ patfi
mezi dileZité pojmy v matematice a objevilo se v matematice pomé&rné¢ neddvno, zcela
nezdvisle na Pliickerové postupu. Budeme-li uvazovat priniky zminéné fibrace s redl-
nym projektivnim prostorem P, dostaneme rozklad P* do pfimek spojujicich dvojice
bodt (xo, ..., x3) a (—x3, X5, — Xy, Xo). Ve ,,8kolské* terminologii zde mdme rozklad
oby&ejného trojrozm&rného prostoru do vzdjemn& mimob&Znych pfimek (takto byl
formulovén tento problém na Moskevské matematické olympidd& v roce 1979).

Ztotoznéni sféry S s bdzi tohoto fibrovaného prostoru je prvni z hlavnich konstrukci
twistorové teorie.

Realizace hyperboloidu jako systému k¥ivek

V piipadé (H) dostaneme v Pliickerovych soufadnicich vztahy

(4) P23 = Pors Impy;3 =1Impyy =Imp;, =1Impy, =0

Regit tento pfipad je obtiZznéjsi. Pro jednoduchost pfedpoklddejme nejprve, Ze po; # 0.
ProtoZe pracujeme s homogennimi soufadnicemi, miZzeme dokonce pfedpoklddat, Ze
Do3 = 1 a hledat na pfislu$nych pfimkdch body se soufadnicemi zo = Z; = 1, z; =
= %, = 0. Tyto body jsou jednozna&ng& urleny. Ze vztahu (4) plyne, Ze je pak z =
=(1,a,¢,0), 2= (0,¢, b, 1), kde a a b jsou redlnd &isla. Co je pozoruhodné na pfim-
kdch spojujicich tyto dva body? Pfimym vypodtem se snadno zjisti, Ze v§echny body
takovéto ptimky (tj. body tvaru w = iz + 2, kde A, u € C) spliiuji podminku

(5) Im (WI.WO + WzW3) = 0 .

Vynechdme-li podminku py; # 0, zjistime, Ze neexistuji Zddné dal§i p¥imky, jejichZ
viechny body spliiuji podminku (5). Rovnici (5) je definovdna v CP? plocha N redlné
dimenze 5 takovd, Ze viechny komplexni pfimky, které leZi v N, jsou ty pfimky, jejichZ
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Pliickerovy soufadnice vyhovuji (4), tj. ty pfimky, které odpovidaji bodim redlné
plochy H. Plocha N obsahuje cely redlny projektivni prostor P. Poznamenejme, Ze
z dimenziondlnich divoda by systém komplexnich pfimek zdvisici na 4 redlnych para-
metrech mél obecn& vyplnit cely CP3. D4 se tedy ofekdvat, ¢ N bude mit néjaké pozo-
ruhodné vlastnosti. Skute¢ng, prostor N je jedind (aZ na projektivni transformaci) zakfi-
vend plocha v CP3, kterd obsahuje &tyfparametricky systém komplexnich ptimek.

Tento vysledek md analogii i v redlném pfipad€. Existuje mnoho ploch (pfimkové
plochy) v trojrozm&rném prostoru, které obsahuji jednoparametrickou soustavu pfi-
mek, ale pouze jednodilny hyperboloid obsahuje dvé takové soustavy (mezi plochami
s nenulovou kfivosti md tuto vlastnost jeSté hyperbolicky parabolid, z projektivniho
hlediska je vSak tato plocha ekvivalentni s jednodilnym hyperboloidem).

Celkové vypadd situace takto: Vy3li jsme z kvadriky redlnych piimek v P? a pak
piesli ke kvadrice komplexnich p¥imek v CP3. Mezi redlné kvadriky, které leZi v této
komplexni kvadrice, ndlezi varieta vSech redlnych pfimek a dva dalsi typy variet.
Variety prvniho typu odpovidaji rozkladim CP? do komplexnich pfimek, zatimco
variety druhého typu odpovidaji pétirozmérnym redlnym varietdim v CP? obsahujicim
systém komplexnich pfimek zdvisly na Ctyfech parametrech. Tento priklad dobie
ilustruje jev, ktery byl vysledkem usilovné prdce geometri 19. stoleti. PfedevSim:
redlné objekty maji ¢asto vhodnou interpretaci pomoci komplexnich objektl, a kdyz
uvaZujeme komplexifikaci redlného problému a pak zkoumdme jiny redlny problém.
majici stejnou komplexifikaci, Casto ziskdme nové zajimavé geometrické problémy.

Metrika na varieté pfimek

Pliicker a jeho ndsledovnici peclivé zkoumali geometrii variety pfimek Q = CP3.
Popsali, jak je moZno prevést riizné geometrické tidaje z ptivodniho prostoru CP3
na kvadriku Q. Bodiim v CP? takto odpovidaji dvourozmérné plochy v Q téch ptimek,
které témito body prochdzeji, rovindm v CP? odpovidaji dvourozmérné plochy v Q
téch pfimek, které v pfisluSnych rovindch lezi (takto ziskdme dva systémy dvourozmér-
nych podprostorii na kvadrice Q — generdtort Q).

Opaény postup byl také uZitetny: v CP? byly zkoumdny systémy ptimek, jejichZ
Pliickerovy soufadnice spliiovaly jednu relaci (komplexy) nebo dvé& relace (kongruence).
Pfedvedme si na ukdzku feSeni jednoho typického problému.

Pfimky v trojrozmérném prostoru se mohou né€kdy protinat. D4 se ale tento pfipad
popsat pomoci Pliickerovych soufadnic? Lze ukdzat, Ze jsou-li {p;;} a {p;j;} Pliickerovy
soufadnice dvou pfimek, tyto pfimky se protinaji, pravé kdyz

(6 - Po1P23 — Po2P13 + Po3Piz + P23Por — P13Po2 + P12Pos = 0.

Abychom se nemuseli zabyvat determinanty &tvrtého fddu, odvodime vztah (6) za zjed-
nodusujiciho pfedpokladu py; # 0 a pg3 # 0. Pak miZeme pfedpoklddat, Ze py; =
= po3 = 1 a ptimky jsou urdeny body (1, ¢y, &5, 0) a (0, By, B, 1), resp. (1, &}, o3, 0),
(0, B3, B3, 1) (jinak Fe€eno, piesli jsme k nehomogennim soufadnicim). Body p¥imky
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p spliiuji rovnice z; = a;z¢ + f1z3, 2z, = 0yz9 + P23, body pfimky p’ rovnice
z, = ajz¢ + Piz3, 2, = a3Z¢ + P3z5. Tyto dvé pfimky se protinaji, pravé kdyZ existuje
spolecné nenulové feSeni odpovidajiciho systému téchto Ctyf rovnic nebo ekvivalentné
systému dvou rovnic o dvou nezndmych

(7) Zo(“l - “,1) + 23(‘12 - “’z) =0,
zo(By — B1) + z3(B. — B2) = 0.

Pfimky p a p’ se tedy protnou, pravé kdyz Cislo
(8) o, Bs o, B) = (2n — 1) (B2 — B2) — (%2 — 2) (By — BY)

je rovno nule. Pfi pohledu na vyraz na pravé strané moderni matematik by pravdépo-
dobné mél neodolatelnou chut ho nazvat ,,vzddlenosti* p a p’. Cislo g sice pro nékteré
dvojice p, p', p # p' miiZe byt nula a obecné je to komplexni &islo, geometti 19. stoleti
by vSak na tom nevid€li nic zvldstniho. Klein vzpomind [2], Ze s oblibou pouzivali
takové pfimky, jejichz viechny body mé&ly mezi sebou nulovou vzdélenost (izotropni
neboli nulové ptimky). Lie nazyval takovéto pfimky ,,bldznivé* a tvrdil, Ze ,,francouzsti
geometfi uZivali tyto pfimky, aby vykouzlili dikazy z niéeho*. V soufasné dobé jiz
nepovaZujeme tyto pfimky za nic neobvyklého.

Nazv&me tedy &islo ¢ vzddlenosti mezi pfimkami p = (a, f) a p’ = («', ). Vzddle-
nost ¢ je rovna nule, pokud se pfimky protinaji. Touto podminkou je vzddlenost cha-
rakterizovdna téméf upln€. Presnéji feCeno, vzddlenost je uréena aZ na konformni
ndsobek. To znamend, Ze v okoli libovolného pevné zvoleného bodu jsou thly a poméry
vzddlenosti uréeny aZ na odchylku, kterd je mald ve srovndni se vzddlenosti od tohoto
pevné& zvoleného bodu.

Pro kazdy bod p € Q ozna¢me V, mnoZinu bodt, které maji od p nulovou vzddlenost,
tj. V, = {P'|(p, p') = 0} = {p'| ptimky p a p’ se protinaji}. MnoZina V, se obvykle na-
zyva izotropicky kuZel, je prunikem kvadriky Q s tenou rovinou ke Q v bodé p.

Vzdélenosti na S a H

Zkoumejme, jak vypadd ziZeni vzddlenosti ¢ na S. I zde se omezime jen na body,
pro n&Z je po3 = 1. Ze vziahu (3) mdme pro tyto body rovnosti f; = &,, B, = —&,,
takZe za soufadnice na S miZeme vzit &isla (a,, «,). Dostaneme

(9) QS(O‘, 0") = |011 - OC'1|2 + ltxz - oc'2|2 .

Takto definovand vzddlenost g5 nemd Zddny z nedostatkli obecné vzddlenosti g, je
nedegenerovand, je rovna nule jen pro a = o’ v souladu s tim, Ze pfimky odpovidajici
bodiim S se neprotinaji. TakzZe jako vysledek dostaneme obvyklou euklidovskou vzd4le-
nost na ¢tyfrozmérné sféfe v pétirozmé€rném euklidovském prostoru.

Diéle ztzime vzddlenost ¢ na hyperboloid H a omezime se opét na body, pro néz je
Pos = 1. Tuto mnoZinu oznaéme M. Ze vztahu (4) plyne, Ze «; a B, jsou redlnd &isla
a plati B, = &,. Po substituci a; =t — x;, B, =t + x;, B; = x, + ix; (kde t, xy, x,,
x3 jsou redlnd &isla) vztah (8) pfejde do
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(1) ou(tx 1, x) = (¢ = 1) = (51 = x1)* = (k2 = X2 = (x3 = x3)2.

Takto dostaneme Minkowského vzddlenost (je redlnd, ale neni pozitivné deﬁnitni).
Prinik kuZele V, v bod€ pe M s M je pak svételny kuZel s vrcholem v p. Vidime tedy,
7e vzddlenost p na kvadrice Q, kterd je odvozena pfirozenym zplisobem z geometrie
pfimek, indukuje na sféfe S euklidovskou vzddlenost a na hyperboloidu H Minkow-
ského vzddlenost.

Body mnoziny M < H odpovidaji pfimkdm na N, které neprotinaji pfimku z, =
= z5 = 0. Varieta H hraje duleZitou roli v teoretické fyzice: H je konformni rozsifeni
Minkowského prostoru M. D4 se vytvofit z M pfidanim svételného kuZele ,,v nekoned-
nu“ (podobné euklidovsky prostor miiZe byt roziifen pfiddnim jediného bodu, projek-
tivni prostor pfiddnim celé ,,nevlastni* roviny).

Uvazujme projektivni transformace prostoru CP* zachovdvajici N. Tyto transfor-
mace pfevddéji pfimky leZici v N opét v pfimky leZici v N a dvojice protinajicich se
pfimek opét na dvojice protinajicich se pfimek.

Na prostoru H z té€chto transformaci ziskdme transformace permutujici svételné
(tecné) kuZely V,, a tim ziskdme i vSechny konformni transformace Minkowského pro-
storu (posunuti, stejnolehlosti, inverze). Vigi témto transformacim jsou &asto inva-
riantni ty vztahy teoretické fyziky, které popisuji nehmotnd pole. Poincarého grupu
ziskdme, omezime-li se na transformace, které zachovdvaji pfimku z, = z; = 0.
Plati tedy, Ze geometrie Minkowského prostoru mize byt odvozena z Pliickerovy geo-
metrie prostoru piimek.

Je moZné postupovat také opaCnym smérem? Je mozné vyjit z Minkowského prostoru
a najit pomocny trojrozm&rny prostor (Penrosiv prostor twistori), jehoz primky by
odpovidaly bodim Minkowského prostoru? Pro feSeni tohoto problému muiiZzeme vy-
uzit kuzele V. Stali si totiz uvédomit, Ze body kuZelu V, odpovidaji tém pfimkdm,
které protinaji pfimku p. VSechny pfimky, které odpovidaji bodiim z téZe generujici
piimky (svételného paprsku) kuZelu V,, protinaji pfimku p v témZe bodg. Vzdjemné si
tedy odpovidaji body mnoZiny N a svételné paprsky v H. V komplexifikaci si body
CP? odpovidaji s komplexnimi svételnymi paprsky v Q (tj. s jednou tf¥idou dvouroz-
mérnych generdtori kuZelu V,).

Poznimka o analytickych aplikacich

Utinnost vyse popsaného geometrického pfistupu je mimo pochybnost. Je to viak,
jak jiZ bylo Fefeno, pouze zdklad pro nové analytické konstrukce. BohuZel o tomto
tématu je mozné zde udélat pouze strunou pozndmku. Zdkladni Penrosova myslenka
je, Ze objektiim (polim) matematické fyziky na &tyfrozmérné variet& M (v eukleidovském
pfipadé na S) odpovidaji ekvivalentni objekty na N nebo CP3. Hypotézou pak je, Ze
popis na twistorovém prostoru bude jednodussi nez popis na M nebo S. A skute¢né
mnoho rovnic matematické fyziky lze popsat jako podminku toho, Ze pfislusné pole
na M nebo na S odpovidd pfi vy$e uvedené korespondenci néjakému vhodnému objektu
na twistorovém prostoru.
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Obecnéji je mozZno fici, Ze mnohé diferencidlni rovnice jsou v podstaté vztahy, které
vznikaji pfi prechodu (pomoci integrélnich transformaci) k varietdm vy38ich dimenzi.
Tento pfistup je dileZity a v souCasnosti je§t€ mdlo vyuzivany zdroj informaci o diferen-
cidlnich rovnicich a o jejich feSenich. V nejjednodus§im pfipadé€, ktery byl popsin
Fritz Johnem, integrujeme funkce definované na trojrozm&rném (redlném) prostoru
pies pfimky a jako vysledek obdrZime funkce definované na ¢tyfrozmérném prostoru
viech pfimek, které jsou navic feSenimi (ultrahyperbolické) diferencidlni rovnice 2. fadu.
Penrose a po ném dalsi se setkali s podobnou situaci v sloZit€j$im, komplexnim pfipadé.
V t&chto pfipadech bylo nutné nahradit funkce kohomologiemi s koeficienty ve vhod-
nych svazcich.

Pfechod od M nebo S k CP? vede na jednodussi, klasi¢t&jsi rovnice. Jde ve skuted-
nosti o variantu Cauchyovych-Riemannovych rovnic teorie holomorfnich funkci.
Timto postupem se zkoumaji nejen n&které linedrni rovnice matematické fyziky (Dira-
cova-Weylova, Maxwellova a linearizovand Einsteinova rovnice), ale dokonce i nékteré
nelinedrni rovnice (Yangovy-Millsovy), jejichZ piehled Ize nalézt v [4], [5].

Kfivocaré twistory a Einsteinova rovnice

Zikladni ulohu v obecné teorii relativity md zakfiveny prostorocas. Na ¢tyfrozmérné
(redIné) variet® X se zavddi metrika ds® = ) g,;(x) dx’ dx/, kterou lze v kazdém bod& x
prevést na tvar dxi— dx} — dx — dx3 (v ptipadé¢ Minkowského signatury (3, 1))
nebo na tvar dxj + dx} + dxj + d3x (v ptipadé euklidovské signatury (4, 0)). Rieman-
nova kfivost vyjadfuje odchylku od rovné metriky, kterou lze pfevést na kanonicky
tvar dx2 + dx? + dx2 + dx? globdlIng na celé varieté. Jde o problém nalezeni ortogo-
ndlni transformace u(x) zdvislé na bodu x tak, aby ds® pfeslo lokéln& na kanonicky
tvar. Dostaneme vztah mezi u(x) a du(x), ktery oviem nemusi byt spln&n pro Zddnou
funkei u(x).

Nutnou podminkou pro existenci feSeni tohoto systému diferencidlnich rovnic prv-
niho fddu je nulovost Riemannova tenzoru kfivosti. Einsteinova rovnice je poZadavek,
aby jistd Cdst tenzoru kfivosti — Ricciho tenzor — byl nulovy. Je to komplikovand
nelinedrni diferencidlni rovnice pro koeficienty metriky; ziskat alespoii ¢dsteéné infor-
mace o jejim feSeni je stdle je$t€ obtiZzny problém. Zejména nalezeni podminek pro
integrabilitu t€chto rovnic a ziskdni vSech feSeni je problém, kterym se zabyvd fada
matematiki.

R. Penrose pfistupuje k tomuto problému takto: Nejdiive pfejde ke komplexni verzi,
kde dulezité invarianty vytvofené z komponent tenzoru kiivosti (Ricciho a Weyliv
tenzor) maji mnohem pfirozengjsi geometricky vyznam. V teném prostoru kaZzdého
bodu x komplexniho prostoroCasu je definovdn nulovy kuZel V.. Tento nulovy kuZel
sestdvd z vektort, které anuluji kvadratickou formu ds2. V tomto kvadratickém kuZelu
jsou dva systémy dvourozmérnych rovin. Pomoci téchto systému rovin (které v redlném
piipadg existuji pouze pro signaturu (2,2)), Ize jednoduse popsat tenzor k¥ivosti. KuZely
V, definuji konformni tfidu metriky (tj. definuji metriku aZ na ndsobek nenulovou
funkci).
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Dalsi postup je zaloZen na tom, Ze v rovném prostorocase lze metriku ziskat pomoci
protindni pfimek v trojrozmérném prostoru; analogicky by bylo moZno uvaZovat
o ziskdni metriky v zakfiveném prostoru pomoci protindni kfivek. Vychozim bodem
konstrukce je tedy Ctyfparametricky systém kfivek X v trojrozmérné varieté T(zakﬁ-
vend twistorovd varieta). SnaZime-li se definovat metriku na X tak, aby pouze protina-
jici se kfivky mély nulovou vzddlenost. mdme uréeny nulové kuZely V,, ale tyto kuZely
nemusi byt ,,kvadratické. Podminka kvadrati¢nosti totiZ znamend, Ze vSechny kfivky
jsou v jitém smyslu izomorfni s projektivni pfimkou (takovéto kfivky se nazyvaji
raciondlni). Najit priklady systému k¥ivek, které spliiuji podminku kvadrati¢nosti neni
jednoduché. Na zdkladé€ teorie deformaci komplexnich struktur Penrose ukdzal, Ze
deformacemi systému pfimek je mozno ziskat sytémy k¥ivek spliiujici tuto kvadratickou
podminku, konkrétni ptiklady se vSak takto ihned pfimo neziskaly.

Navic podminka protindni uruje pouze nulové kuzely V,, tj. konformni tfidu metri-
ky, ale Einsteinova rovnice neni konformné invariantni. Penrose ukdzal, Ze pro metriky
definované pomoci protindni kfivek Einsteinova rovnice md jednoduchy geometricky
vyznam. Ve Ctyfrozmérném piipadé€ je totiz grupa komplexnich ortogondlnich transfor-
maci reducibilni; to znamend, Ze ke kazdé takovéto transformaci u existuji dvé kom-
plexni matice druhého fddu v, a v,, které maji determinant 1 a v jistém smyslu ji odpo-
vidaji a naopak. V p¥ipadé redukovatelnosti ds*> k rovnému kanonickému tvaru hle-
ddme dv& takovéto funkce v,(x) a v,(x). Existence obou t&chto funkci odpovidd rovné-
mu ptipadu; jestliZe existuje pouze jedna z funkci v,(v,), metrika se nazyvd zleva rovnd
(resp. zprava rovnd). Ukdzalo se, Ze metrika, kterd vznikne vy$e popsanou konstrukci
pomoci systému kfivek a spliiuje Einsteinovu rovnici je zleva rovnd metrika. Penrosova
konstrukce tedy vede k sestrojeni zleva rovnych metrik pomoci twistorii, avSak je v ni
né€kolik ne zcela explicitnich mist. Pozdg&ji byla ziskdna timto zplisobem nékterd expli-
citni feSeni Wardem, Lernerem, Hitchinem a dalS$imi.

Spolu s J. N. Bernsteinem jsme navrhli jinou metodu pro konstrukci systému kfivek
spliiyjiciho podminku ,,kvadrati¢nosti*. Zaindme z néjakého systému péknych racio-
ndlnich kfivek, napfiklad ze systému vSech (rovinnych) kfivek druhého stupn& v troj-
rozmérném prostoru. Tento systém zdvisi na osmi parametrech a dvé kfivky systému
se protinaji, prdvé kdyZ jisty polynom dosti vysokého stupné v koeficientech kfivek
(v 16 prom&nnych) se anuluje. Zjednoduime poné&kud situaci tim, Ze se omezime jen
na Sestiparametricky systém kf¥ivek L(a, b) tvaru
(11) X = ayz> + az + a,,

y = byz?> + bz + b, .

Ktivky L(a, b) a L(a’, b’) se protinaji, pravé kdyZ polynom R(a, b, a’, b") = (@ob, —
— a,bo)* — (a,bo)* — (a1b, — a,b,) (dpb, — a,b,) (kde jsme polozili @; = a; — aj,
b; = b; — b?) je roven nule. Polynom R(a, b, a’, b’) je rezultant polynomii @,z* +
+ d,z + d, a byz? + b;z + b,. Na§im cilem nyni bude nalézt vhodny &tyfpara-
metricky podsystém, na némZ by se podminka protindni mohla redukovat na kvadratic-
kou podminku; pfesnéji: zuZeni polynomu R na tento podsystém by byl rozloZitelny
polynom a podminka protindni pro kfivky podsystému by byla podminka odpovidajici
Ciniteli druhého stupné v rozkladu.

I
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Je zfejmé, Ze tato podminka je velmi silnd, nicmén€ takové podsystémy existuji
a navic mohou byt zcela explicitn€ popsdny. Abychom né&jaky Ctyfparametricky systém
vybrali, musime pfidat dal§i dvé podminky na systém parametrt (a, b). Ndsledujici
dva typy podminek nazveme reguldrnimi podminkami: prvni typ podminky je, Ze
kfivky L(a, b) protinaji n&jaou pevnou kfivku E v C3(x, y, z), druhy typ je, Ze k¥ivky
L(a, b) se dotykaji pevné plochy F v C3. Pro &tyFparametricky systém kfivek tvaru (11)
je podminka protindni v obecném pfipad€ kvadratickd, prdvé kdyZ tento systém je
uren dvémi reguldrnimi podminkami. Ukdzalo se, Ze metriky, které vzniknou vySe po-
psanou konstrukci pomoci systémi kfivek a spliiuji Einsteinovu rovnici jsou pravé
zleva rovné metriky.

Nebudeme zde diskutovat obecny pfipad, ale omezime se na jeden konkrétni pfi-
klad. M&jme systém kfivek L(a, b), které protinaji kfivky (z = 0, y = ¢(x)) a (z = oo,
y[z% = ¥(x/z%)), tj. b = Y(a,), b, = Y(a,). Necht ¢’ = fo, Y’ = f,. Na systému
kfivek L(a, b) mdme pak zleva rovnou metriku

(12) g = (folao) — f2(az))™ ' (f2(as) day — dby) (fo(ao) da, — db,) +
+ (folao) — f2(ay)) day da, .

Predpoklddejme, Ze plati f,(Z) = fo(z). Pak metrika (12) je redlnd. Poznamenejme, Ze
zleva rovné metriky, které nejsou rovné, nemohou mit signaturu (3, 1), ale mohou mit
signaturu (4, 0). Zkoumejme praniky L(a, b) s redlnym podprostorem {a, = @, = u,
a; = ix, b, = iy}. Na t&hto prinicich zvolme jako soufadnice (x, y, Re u, Im u).
Pak (12) uréuje redlnou metriku

(Im f(u))~* (f(u) dx — dy) (f(w) dx — dy) + Im f(u) du d@,

kterd je pozitivné definitni, je-li Im f > 0.
Takovymi postupy miizeme ziskat dalsi (euklidovskd) feSeni Einsteinovy rovnice

(7], [8]-
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