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O biologii, matematike a výpočtoch 
rozhovor s A. Lindenmayerom 

Alica Kelemenová a Jozef Kelemen, Bratislava 

Aristid Lindenmayer sa narodil r. 1925 v Budapešti. Vzděláním i odbornou orientá-
ciou svoje) práce je v prvom radě biológom (pósobí ako profesor teoretickej biologie 
na univerzitě v Utrechte). Záujem o exaktný opis biologickej reality ho však priviedol 
k myšlienkam, ktoré sa stali jadrom dnes už široko a mohutné sa rozvíjajúcej oblasti 
teoretickej computer science — teorie L-systémov. (Prvú monografiu o matematickej 
teorii L-systémov [48] věnovali jej autoři G. Rozenberg a A. Salomaa , , . . . Aristidovi, 
ktorý nám dal písmeno L".) 

V juni roku 1983 bol prof. Lindenmayer hosťom Matematického ústavu SAV. Hned 
v prvý večer jeho bratislavského pobytu sa v reštaurácii hotela Carlton rozprúdila 
debata, ktorej obsah sa nám javil byť zaujímavý pre každého, kto je zvědavý na cesty 
ku aplikáciám matematiky a připadne aj na osobné skúsenosti niekoho, kto po takejto 
cestě poměrné dlho a úspěšné putuje. Zopárkrát sme sa ešte k témě nášho rozhovoru 
vrátili a tak sa to, čo nás najváčšmi zaujímalo, kondenzovalo do štyroch otázok. 
Prof. Lindenmayer bol taký laskavý a počas návštěvy jedného z nás v Utrechte vypra­
coval obsah svojich odpovědí v písomnej podobě. S jeho dovolením předkládáme takto 
vzniknutý text čitatelom P okr okov. 

1. Ako ste dospěli k myšlienke modelovat' biologické procesy pomocou výpočtových 
pojmov? 

Prešiel som vskutku dosť dlhú cestu. O problematiku póvodu biologických struktur 
(morfogenézu) som sa začal zaujímať už v začiatkoch svojich studií. Profesor Buzágh 
bol ten, kto ma počas mojich studií fyzikálnej a koloidnej chemie na univerzitě v Buda­
pešti upozornil na potřebu teoreticky vysvetliť také druhy nespojitostí, aké pozorujeme 
v koloidných suspenziách a v geloch. Na přednáškách z biologie a z chemie som na 
tento problém narazil opáť: Akým spósobom je možné opísať struktury, ktoré sú v prie-
store alebo v čase čiastočne diskrétně a čiastočne spojité? Žiadali sa formulácie v ab-
straktnom jazyku odlišnom od spojitej matematiky a ja som sa domnieval, že by sa 
mohli vytvoriť v rámci matematickej logiky. Po dlhom Madaní som roku 1952 naďabil 
na referenciu Woodgerovej práce (v tom čase som bol študentom (graduate student) 
biologie na Michiganskej univerzitě v Ann Arbor). Woodger sa pokúšal formalizovať 
ústredné biologické teorie, medzi nimi aj genetiku a vývojovú biológiu, asi od r. 1930. 
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Bol prvým, kto aplikoval matematickú logiku v duchu Whiteheadovho a Russelovho 
[1] Principia Mathematica v biologii. Zastával názor, že k vyjadreniu radu biologic­
kých fenoménov sa relačné a množinovo-teoretické pojmy hodia váčšmi než analytické. 
Hoci jeho formalizácie vývoja, dědičnosti a evolúcie [2] nezískali — najma z dóvodu 
filozoficky motivovaného trvania na blízkosti k pozorovaniam a vyhýbania sa teoretic­
kým pojmom — medzi biológmi popularitu, jeho základné předpoklady zdórazňujúce 
potřebu relačného, nekvantitatívneho a neanalytického formalizmu pre biológiu sa 
koncom 50. rokov značné rozšířili. 

Po získaní doktorátu filozofie (Ph. D.) na Michiganskej univerzitě som u Woodgera 
strávil akademický rok v Londýne v Anglicku. Učil som sa od něho logiku a vypraco­
vával som axiomatický systém na opis životných cyklov [3]. Už vtedy som sa zaoberal 
problémami rastu a tvarov. Právě tieto problémy upriamili moju pozornost' na funkciu 
buniek a ich vzájomné vztahy v priebehu vývoja viacbunkových organizmov, teda na 
niečo, čo vo svojej axiomatizácii zdórazňoval aj Woodger. V týchto časoch som sa 
zaoberal až do roku 1968 aj experimentálnou prácou, a to vo Philadelphii a v New 
Yorku. Po takýchto skúsenostiach nadišla chvíla mójho prvého stretnutia s teóriou 
automatov. Stalo sa to v roku 1962 — 63, keď som pracoval v biomatematickej skupině 
Univerzity státu Severná Karolina a keď som mal často možnosť stretávať sa s embryo-
lógom J. R. Greggom z Dukovej univerzity. Predtým aj on spolupracoval s Woodgerom 
a napísal články o množinovo-teoretických základoch taxonomie a embryológie. V tých 
časoch sa stretol s teóriou automatov (ktorá bola iniciovaná v r. 1956 prácami Moora 
a Mealyho) a spoločne sme študovali Ginsburgov prvý systematický výklad tejto teorie 
[4]. Přibližné v tom istom čase vyšla Ashbyho kniha [5], ktorá sprístupnila teóriu 
riadenia aj pre nematematikov (už v roku 1963 som používal tuto knihu pri přednáškách 
pře biológov). Zbehlosť v logike, ktorú sme obaja získali u Woodgera, ukázala sa byť 
pre nás, biológov, nevyhnutnou k tomu, aby sme v tom čase mohli preniknúť do teorie 
automatov. 

Vznik L-systémov sa viaže k jednému problému z Ashbyho knihy. V kapitole o ko­
nečných automatoch (cvičenie 4.7.7) sa pýtá: Aké chovanie je možné očakávať od dlhého 
reťazca obojsmerne pospájaných konečných automatov v případe, keď dostávajú 
vstupy od oboch susedných automatov? V Kleeneho práci [6] je samozřejmé možné 
nájsť odpověď pre případ siete konečných automatov konštantného rozsahu: Chovanie 
takéhoto reťazca je v zásadě rovnaké ako chovanie jedného konečného automatu. 
Mňa však znepokojovala otázka chovania rozrastajúceho sa póla konečných automa­
tov. Takéto polia totiž móžu poslúžiť ako realistická simulácia rastu buňkových vlákien, 
aké nachádzame například u rias, machov či húb. Rozuzleme tohto problému sa ale 
ukázalo byť náročnejšie, než som očakával. To však nič nemění na fakte, že v roku 
1968 došlo k definícii L-systémov ako interagujúcich rozrastajúcich lineárnych polí 
konečných automatov [7]. O obojstrannej interakcii hovoříme v případe, keď každý 
automat (buňka) dostává vstupy od oboch svojich susedov. O jednosmernej vtedy, 
keď prichádzajú vstupy iba od lavých, resp. iba od pravých susedov, a o nula-strannej 
interakcii vtedy, keď k přechodu vstupov nedochádza. V tomto tkvie příčina, pre ktorú 
boli neskór zariadenia generujúce polia označené názvami 2L-9 1L- a OL-systémy 
[8,9,10,11], L-systémy sa od (von Neumannových) celulárnych automatov či od 
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mozaikových systémov líšia podstatné právě tým, že rastu nielen na okrajoch póla. 
Nakoniec sme si uvědomili, že pracujeme s konštrukciami podobnými gramatikám. 
Toto poznanie vyústilo po mojom přechode z New Yorku do Utrechtu r. 1968 do inten-
zívnej spolupráce s Rozenbergom, Hermanom a van Dalenom. Namiesto toho, aby 
sme hovořili o lineárnych poliach automatov so stavmi, vstupmi a výstupmi a o trans-
formáciách takýchto polí v diskrétnych časových okamihoch do nových polí, majúcich 
připadne inú dížku, začali sme naše struktury skúmať ako šlová nad danou abecedou 
(množinou stavov). Formulovali sme bezkontextové či kontextové prepisovacie pra­
vidla, ktoré sme aplikovali paralelným spósobom. Medzi terminálnymi a neterminál-
nymi symbolmi abecedy sme nerobili rozdiel. Takto sme vytvárali nové šlová. Potom 
následoval búrlivý rozvoj, ktorý viedol ku vytvoreniu celého radu nových definícií a vý-
sledkov publikovaných doteraz vo viac ako 600 článkoch (pozři Bibliografiu L-systémov, 

[12])-
Studium globálného vývoja mnohobunkových struktur na základe lokálnych trans-

formačných pravidiel ostává aj naďalej základnou biologickou motiváciou nasej práce. 
Súbor lokálnych pravidiel musí byť pre všetky přítomné jednotky rovnaký a musí byť 
aplikovatelný v každom kroku odvodenia simultánně. Prvá z uvedených požiadaviek 
súvisí s prítomnosťou prirodzených podjednotiek — buniek — vo vyvíjajúcom sa orga­
nizme, spomedzi ktorých každá je nositelkou rovnakého genetického materiálu (re-
ťazca DNK). Druhá požiadavka je nevyhnutná z dóvodu, že vo fyzikálnych systémoch 
a biologických organizmoch prebiehajú všetky procesy v tom istom fyzikálnom čase. 
Preto nie je možné použiť lokálně pravidla asynchrónnym spósobom: čas plynie pre 
všetky buňky rovnako. Stav buňky v určitom časovom intervale je reprezentovaný 
symbolom. Symboly je možné zostavovať z parametrických hodnot. Dá sa předpoklá­
dat', že počet stavov, v ktorých sa buňka móže v organizme nachádzať, je konečný, 
pretože obyčajne móžeme previesť diskretizáciu parametrov. Buňky sú totiž v organizme 
obyčajne v rovnovážných podmienkach. Odvodenie v L-systéme představuje pre daný 
organizmus postupnost' stavov jeho vývoja. V rámci odvodenia možno nájsť aj cesty 
vedúce cez odvodené symboly. V organizme zodpovedajú týmto cestám buňky (nevet-
viace sa časti ciest) a skupiny buniek (cesty zoskupené do stromových struktur). Takýmto 
spósobom získává vývoj relačnú formuláciu; o nájdenie tejto formulácie sa pokúšal 
Woodger (s tou výhradou, že by odmietol používanie „nepozorovatelných" stavov 
buniek). 

Dve ohraničenia póvodného formalizmu L-systémov sú jasné na prvý pohlaď. V pr-
vom radě to, že sú striktně jednorozměrné. Váčšina viacbunkových organizmov je však 
tvořená dvojrozměrnými a trojrozměrnými polami buniek. Toto ohraničenie sa postup­
né překonává najprv zavedením vetviacich L-systémov a v súčasnosti konštrukciou 
dvojrozměrných (mapových) a trojrozměrných (cellwork) L-systémov. Iným ohraniče­
ním je, že vzájomné polohy buniek a ich nasledovníkov musia ostať v poli neměnné 
(buňky sa v poli nemóžu pohybovať). Táto konzervačná vlastnosť činí L-systémy apliko­
vatelnými na vývoj rastlín, pri ktorom sa celá história vyvíjajúcich sa struktur prísne 
zachovává. Zapříčiňuje však vo všeobecnosti nevhodnost' ich použitia pri vývoji živo-
číchov, u ktorých často docháza k pohybu buniek (platí to o L-systémoch v terajšej 
ich podobě; začíná sa však uvažovat' o algoritmoch na triedenie buniek). 
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2. Mali vaše matematické modely vplyv na poznanie biologických procesov? 
Ak áno, ktorých? 

Tieto modely boli vytvořené, aby bolo možné porozumieť vývojů rastlín. Tomuto 
účelu, ako sme to už vyššie ozřejmili, do istej miery poslúžili. Ako o možných oblastiach 
aplikácií sa neskór uvažovalo aj o iných častiach biologie a aj o iných vědných disciplí­
nách, akými sú například ekológia, výskumy vývoja mozgu, architektonická tvorba 
a plánovanie, sociológia a teória hudby. Bolo by však předčasné hovoriť o možných 
výsledkoch takýchto pokusov. 

Najváčšia perspektiva, ktorú L-systémy otvárajú nášmu chápaniu rastlinného vývoja-
súvisí so zložitosťou. Botanici si už oddávna uvedomujú, že vývoj individuálnych rastlín 
v rozličných rastlinných spoločenstvách vytvára struktury, ktoré hodnotíme intuitivné 
ako rózne zložité. Například machy, paprade, nahosemenné a krytosemenné (kvitnúce) 
rastliny predstavujú postupnost', v ktorej zložitosť stupa od predchádzajúceho k nasle-
dujúcemu členu. Tento intuitivný pojem biologickej zložitosti však nikdy nebol sforma-
lizovaný. V rámci L-systémov sa teraz ukazuje možnosť odlišovat' vývoj róznych zloži­
tosti, například taký, pri ktorom ku interakcii medzi podjednotkami nedochádza, (vý­
voj typu OL) a taký, pri ktorom je vzájomná interakcia nevyhnutnosťou (vývoj typu IL). 

Ku charakterizácii uvedených dvoch typov vývojových procesov na základe rastových 
funkcií a dospělých jazykov máme k dispozícii silné matematické teorémy. Herman 
a Walker [13] například dokázali o triede dospělých jazykov (o množinách terminál-
nych slov) OL-systémov, že je identická s triedou bezkontextových jazykov. Keďže je 
bezkontextové jazyky možné charakterizovat' Bar Hillelovou pumpovacou lemou, je to 
možné urobit'aj s dospělými jazykmi OL-systémov. To znamená, že ak daný jazyk nemá 
pumpovaciu vlastnost', nemóže byť dospělým jazykom OL-systému. Povedané inak, 
typ vývoja, vedúceho k takejto množině terminálnych struktur nemóže prebiehať bez 
interakcii. 

Podobné máme pre charakterizáciu rastových funkcií deterministických OL-systémov 
a tiež rastových funkcií rozrastajúcich sa (nevymazávajúcich) deterministických OL-
systémov k dispozícii vety Paza, Salomaa a Soittolu [14, 15] a Hermana a Vitányiho 
[16]. Takto je možné na základe istých vlastností odlišit' rast v OL- a. IL-systémoch 
a rozhodnut', či móžu niektoré typy rastu nastat' bez interakcii. 

Základný rozdiel vo vývoji s interakciami a bez nich móžme badat' u hociktorých 
rastlinných struktur. Silueta smreka sa nám zdá byť jednoduchšou od siluety duba, 
pretože prvú možno získat' bez interakcii, kým druhů nie. Vo vývoji typu IL alebo OL 
však existujú aj jemnejšie rozdiely, ktoré možno vyjadiť pomocou počtu stavov buniek, 
pravidiel alebo úrovní [17]. 

Pre rózne typy L-systémov poznáme tiež zaujímavé výsledky o zložitosti riešenia 
problému výskytu na Turingovom stroji [18]. Čas výpočtu tohto problému pre triedu 
deterministických OL-jazykov na deterministickom Turingovom stroji je úměrný n2, 
pre OL-jazyky je úměrný n 3 , 8 1 , pre deterministické tabulkové OL-jazyky je polyno-
miálny (neznámého stupňa) a pre tabulkové OL-jazyky je to NP-úplný problém (po-
sledný výsledok dosiahol Van Leeuwen [19]). Ehrenfeucht, Lee a Rozenberg [20, 21] 
určili pre tie isté triedy jazykov zložitosť problému výskytu podslov. Ku komplexnejšie-
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mu chápaniu rozdielov medzi uvedenými triedami jazykov přispěli aj rózne výsledky 
o rozhodnutelnosti, například Čulíkov a Frišov dókaz [22] rozhodnutelnosti problému 
ekvivalencie pre deterministické OL-systémy a skorší Blattnerovej výsledok o nerozhod-
nutelnosti tohto problému pre OL-systémy. [23]. 

Popři úvahách o zložitosti spočívajú najdóležitejšie aplikácie L-systémov v simulá-
ciách specifických procesov rastlinného vývoja. Pre tieto účely vytvořili Baker a Her­
man [24] počítačový program nazvaný CELÍ A, ktorý sme v Utrechte podstatné přepra­
covali. CELIA umožňuje simulovat' vývoj jednoduchých i vetviacich sa buňkových 
vlákien tak s interakciami pozdíž vlákien, ako aj bez nich. Stavy buniek sú určované 
daným počtom (do 100) parametrov. V danom okamihu sa hodnota každého z para-
metrov určuje na základe jeho predchádzajúcej hodnoty a hodnot parametrov v suse-
diacich buňkách. Okrem iného boli týmto spósobom ako vývojové riadiace mecha­
nizmy naprogramované a výpočtovo realizované difúzne a reakčno-difúzne procesy. 
CELIA bola použitá například k simulácii vývoja heterocystných útvarov modrozelených 
rias [24] a inflorescentného vývoja u niektorých druhov rodu zložnokvetých (Compo-
sitae) [25, 26]. Použijúc iné programy boli vykonané aj simulácie vývoja kořenových 
sústav a stromov [28]. 

V súčasnosti je všeobecné známe, že velmi dóležitou stránkou rastlín je „modulár­
nost'" ich vývoja, a velká časť výskumu je orientovaná na správanie sa týchto modulov 
(podjednotiek). Uvedený přístup sa niekedy nazývá tiež „demografický" [29], pretože 
v případe vývoja bez interakcií je možné vypočítat' nárast počtu podjednotiek rastovými 
maticami podobnými Leslieho maticiam, ktoré sa využívajú v demografii. Táto oblasť 
tvoří špeciálnu súčasť teorie rastových funkcií OL-systémov, a to ako pre deterministic­
ké, tak aj pre stochastické OL-systémy (stochastické OL-systémy boli skúmané v prácach 
[30, 31]). Rastové funkcie oboch spomínaných typov OL-systémov boli využité na opis 
populácií deliacich sa buniek [32, 33, 34]. 

Rastúce modulárně struktury je vo váčšine prípadov potřebné opísať dvojrozměrnými 
alebo trojrozměrnými generujúcimi systémami. Z toho dóvodu sú skúmané grafové 
a pólové OL-systémy [35, 36, 37, 38] ako aj mapové OL-systémy [39, 40] a tzv. cell-
work OL-systémy [41]. Charakterizačné výsledky týkajúce sa rastových funkcií a iných 
vlastností týchto viacdimenzionálnych OL-systémov je možné sčasti získať z prv spo-
menutých výsledkov týkajúcich sa jednorozměrných OL-systémov. Aplikácie viac­
dimenzionálnych systémov prebiehajú v oblasti buňkových klonov a máme zostavené 
aj počítačové programy na ich simuláciu pomocou mapových L-systémov [42, 43] ako 
aj pre buňkové vzory na cylindrických plochách (phyllotaxis, [44]). 

Žial, zatial čo matematická teória L-systémov je spracovaná v mnohých knihách 
a zborníkoch konferencií [45, 46, 47, 48], jej biologické aplikácie sú pováčšinou roztrú-
sené v množstve časopiseckých článkov. Dostupných je len zopár poměrné krátkých 
prehladov ([49] a moja kapitola v [46]). 

3. Sledujete vývoj svojich systémov aj po matematickej Unii? 
Majů takto dosahované výsledky svoju biologická interpretáciu? 

Snažím se čítať matematické články o L-systémoch, len čo sa o nich dozviem (napří­
klad cez Mathematical Reviews [50]). Aspoň tie, ktoré sa dotýkajú hlavných výsledkov. 

100 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ročník 3I (1986), č. 2 



Nie je to práca lahká, najde sa medzi nimi dosť vela technických a náročných článkov. 
Určité existuje vela článkov (a niekolko knih), ktoré sa priamo či nepriamo zaoberajú 
biologickou motiváciou tejto oblasti. Niektoré závažnejšie články tohto druhu som 
už bol spomenul vyššie. Existujú však aj ďalšie, ktoré sa týkajú specifických problé-
mov výpočtov alebo počítačových simulácií. Ostatně celý rad výsledkov prispieva 
k rozvojů matematických základov tejto oblasti, a má teda nepriamy vplyv na jej 
rozvoj. Medzi takéto výsledky možno zaradiť rad výsledkov o rozhodnutelnosti a o ra­
st o vých funkciách. 

Iná a zložitejšia je situácia v spojitosti s róznymi riadiacimi zariadeniami, ktoré boli 
přidané k L-systémom počas ich rozvoja. Niektoré spomedzi týchto zariadení rozširujú-
cich či ohraničujúcich použitelnosť pravidiel je totiž obtiažne biologicky motivovať. 
Například obmedzenia na počet symbolov, ktoré móžu byť v jednom kroku odvodenia 
prepísané, alebo ovplyvnenie přepisu symbolu jeho polohou je ťažko možné zosúladiť 
s tým základným predpokladom týchto modelov, v zmysle ktorého každá vyvíjajúca sa 
podjednotka nesie rovnaký program vývoja. Je samozřejmé vždy možné očakávať 
objavenie takých vývojových procesov, pri ktorých vznikne požiadavka takýchto ohra­
ničení. Pravděpodobné je však lepšie zmieriť sa so skutočnosťou, že každá matematická 
teória má svoj vlastný život a vnútorný vývoj a že rozhodne nie je vecou biológov určovať 
matematikom, čo by mali považovať za zaujímavé a hodné skúmania a čo nie. Totiž 
aj v případe, keď matematicky obdržané výsledky nie sú aplikovatelné v biologii, je 
ešte celkom možné, že sú aplikovatelné inde v matematike či v iných přírodovědných 
disciplínách. 

Tabulky a kódovania sú dva speciálně druhy riadiacich mechanizmov, ktoré boli 
ku L-systémom přidané a ktoré majú priamu biologickú interpretáciu, aj keď nie v takej 
všeobecnej podobě, v akej boli povodně navrhnuté. Tabulkové L-systémy zaviedol 
Rozenberg [51, 52] ako prirodzené rozšírenie OL- a IL-systémov. V případe tabulko­
vých systémov je na každom kroku odvodenia potřebné vybrať pravidla z jednej spo­
medzi niekolkých tabuliek. Výběr tabuliek je nedeterministický. Je jasné, že tento 
aspekt tabulkových systémov je novým zdrojom nedeterminizmu v riadení. Zdvo­
jená neurčitost' v případe tabulkových OL-systémov (keď aj výběr pravidiel vovnútri 
každej tabulky móže byť nedeterministický) spósobuje, že rozpoznáme generovanej 
struktury je obtiažnejšie. Táto skutočnosť je ostatně vyjádřená už spomínanou NP-
úplnosťou problému výskytu slova v tabulkových OL-systémoch [19]. Aj keď sa vše­
obecný tvar tabulkových systémov javí byť matematicky přitažlivý, jeho biologická 
použitelnosť je obmedzená. Zaujímavejšie sú ale tie tabulkové systémy, v ktorých sú 

jednotlivé tabulky deterministické (takže je možné získať rastové funkcie deterministic­
kých tabulkových OL-systémov [15, 48]) a tie, v ktorých je postupnosť použitia tabu­
liek určená jednoduchým pravidlom, například regulárnou riadiacou postupnosťou 
(takto získáme dvojnásobné deterministické tabulkové OL-systémy [53]). V realitě 
Iahko najdeme příklady takýchto systémov napr. v podobě pravidelné sa meniacich 
podmienok, za ktorých prebieha vývoj [54], Niektoré deterministické případy tabulko­
vých systémov sú teda aplikovatelné, aj keď o všeobecnom tvare to nemusí byť pravda. 

Dalším špeciálnym prípadom dodatočných ohraničení L-systémov je „kanonické 
rozšírenie" („kanonické ohraničenie"). Táto operácia spočívá v zoskupení slov obsahu-
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júcich len symboly z nejakej podabecedy a vo vytvoření jazyka takýchto slov [46, 55]. 
Ukázalo sa, že matematicky sú tieto rozšířené L-jazyky (EOL-, ETOL- a £IL-jazyky) 
zaujímavé, predovšetkým vďaka dobrým uzáverovým vlastnostiam (na rozdiel od OL-
alebo IL-jazykov, ktoré vzhladom na váčšinu operácií uzavřete nie sú). Ale nebolo 
zřejmé, prečo by ich mali študovat' biológovia. Neskór však bolo dokázané, že rozšírenia 
rozličných tried L-jazykov sú identické s kódmi týchto jazykov [56]. Kódy slov móžu 
byť interpretované ako struktury získané nedokonalým pozorováním, teda ako struk­
tury, v ktorých niektoré stavy podjednotiek nie je možné navzájom rozlíšiť. Z biologic­
kého hladiska však opáť nie sú zaujímavé všetky kódy, ale iba tie, ktoré ponechávajú 
určité dobré pozorovatelné symboly nezměněné. Zvláštnu dóležitosť majú a široko sú 
skúmané například kódy róznych deterministických tried L-systémov (ako vetviace sa 
systémy, v ktorých kód nemění symbol vetvenia). Z biologického hladiska sú zaujín avé 
aj rastové funkcie homomorfizmov DOL-systémov, (HDOL-systémov), pretože repre-
zentujú rastové funkcie struktur, v ktorých majú rozličné podjednotky rózne váhy [48]. 

4. Je možné očakávaťv blízkej budúcnosti taký vplyv „neexaktných" vied (biologie, 
spoločenských vied) na vývoj matematiky alebo teoretické] computer science, aký 
malá v minulom storočí a v prve} polovici tohto storočia fyzika (kalkulus, statistika, 
navrhovanie experimentov)? 

Z mojich predchádzajúcich odpovědí je — myslím si — jasné, že vidím stimulujúci 
účinok biologie na matematiku, aspoň pokial ide o jej diskrétně a kombinatorické časti. 
Dnes je zřejmá diskrétna a kombinatorická podstata biologických struktur počnúc 
molekulárnou úrovňou až po úroveň bunkovú a populačnú. Poukazuje to na pod­
statný rozdiel medzi biologickými a fyzikálnymi systémami. Praktickí biológovia si 
tento rozdiel uvedomujú a vychádzajúc z něho sa im zdá byť zřejmé, že ešte stále nemajú 
k dispozícii také matematické nástroje, ktoré by umožňovali efektivně prevádzať vý­
počty o biologických strukturách a procesoch. 

Teória formálnych jazykov, ktorá je spolu s teóriou automatov dóležitou súčasťou 
teoretickej computer science, móže zohrať v tomto vývoji významnú úlohu. Existuje 
inak obyčajne nezdórazňovaný geometrický aspekt teorie formálnych jazykov, ktorý 
je však obzvlášť vhodný pri štúdiu biologických struktur. Dokonca už aj najbežnejšie 
gramatiky a systémy generujúce jednorozměrné šlová sú schopné produkovat' geome­
trické tvary, t.j. množiny slov s akousi abstraktnou priestorovou vlastnosťou. Například 
jazyk pozostávajúci zo slov anbncn (pre všetky n) představuje množinu úsečiek rozděle­
ných na tri rovnaké úseky. Takýto jednorozměrný typ útvarov je potom možné porov­
nat' s typmi útvarov, s ktorými sa zapodievame v dvojrozmernej geometrii. Móžeme ho 
například zrovnať s množinou všetkých rovnostranných trojuholníkov. V takomto 
akomsi zmysle sú teda generatívne systémy skúmané v rámci teorie formálnych jazykov 
porovnatelné s generatívnymi prostriedkami geometrie, akými sú pravidla na bisekciu 
úsečiek alebo pravidla konštrukcie rovnostranných trojuholníkov. 

„Geometrická" stránka formálnych jazykov sa stává ešte očividnejšou v spojistosti 
s grafovými gramatikami alebo mapovými či cellwork generatívnymi systémami. Použi-
tie týchto zariadení na vytváranie ozajstných dvojrozměrných či trojrozměrných obráz-
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kov nás presviedča o skutočnosti, že pravidla gramatik musia poskytovat' aj topologické 
informácie o strukturách, a tiež analyticko-geometrické informácie týkajúce sa vzdiale-
ností, uhlov a pod. Vyššie spomínaná „geometria" formálnych jazykov má teda svoju 
„topologickú" a aj „analytičku" zložku. V jednorozmernom případe nie je táto sku-
točnosť očividná, nakoiko je tu topclógia pre všetky šlová rovnaká (s výnimkou cirku-
lárnych slov, pozři [57]). My sme obe zložky skúmali pre případ mapových generatív-
ných systémov a ich implementácií, poskytujúcich kresby buňkových klonov [43]. 

Všetko toto poukazuje azda na nevyhnutnosť vyvinúť pre výskům biologických 
struktur akýsi zmiešaný diskrétno-spojitý matematický formalizmus. Nazdávam sa, že 
rovnaký vývoj prebieha aj v teorii riadenia, kde je pri vytváraní komerčných alebo 
priemyselných modelov potřebné opísať súčasne diskrétně aj spojité procesy. To isté 
platí pravděpodobné vo všeobecnosti aj v spojitosti so spoločenskými védami. Dobrý 
příklad takýchto zmiešaných modelov poskytuje vzrastajúce využívanie teorie hier. 
K tomu však, aby bola pre „neexaktné" védy nájdená vhodná podoba matematiky, je 
třeba vykonat' ešte hodný kus práce. 
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