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O biologii, matematike a vypoctoch —
rozhovor s A. Lindenmayerom

Alica Kelemenovd a Jozef Kelemen, Bratislava

Aristid Lindenmayer sa narodil r. 1925 v Budapesti. Vzdelanim i odbornou orientd-
ciou svojej prdce je v prvom rade biolégom (pdsobi ako profesor teoretickej bioldgie
na univerzite v Utrechte). Zdujem o exaktny opis biologickej reality ho vSak priviedol
k myslienkam, ktoré sa stali jadrom dnes uz Siroko a mohutne sa rozvijajicej oblasti
teoretickej computer science — tedrie L-systémov. (Prvi monografiu o matematickej
tedrii L-systémov [48] venovali jej autori G. Rozenberg a A. Salomaa ,, ... Aristidovi,
ktory ndm dal pismeno L*.)

V juni roku 1983 bol prof. Lindenmayer hostom Matematického ustavu SAV. Hned
v prvy vecer jeho bratislavského pobytu sa v reStaurdcii hotela Carlton rozprudila
debata, ktorej obsah sa ndm javil byt zaujimavy pre kaZdého, kto je zvedavy na cesty
ku aplikdcidm matematiky a pripadne aj na osobné skusenosti niekoho, kto po takejto
ceste pomerne dlho a uspesne putuje. Zopdrkrdt sme sa este k téme ndsho rozhovoru
vrdtili a tak sa to, o nds najvdc§mi zaujimalo, kondenzovalo do Styroch otdzok.
Prof. Lindenmayer bol taky ldskavy a pocas ndvstevy jedného z nds v Utrechte vypra-
coval obsah svojich odpovedi v pisomnej podobe. S jeho dovolenim predkladdme takto
vzniknuty text citatelom Pokrokov.

1. Ako ste dospeli k myslienke modelovat biologické procesy pomocou vypoctovych
pojmov?

Presiel som vskutku dost dlhu cestu. O problematiku pévodu biologickych §truktur
(morfogenézu) som sa zadal zaujimaf uZ v zagiatkoch svojich 3tidii. Profesor Buzdgh
bol ten, kto ma pocas mojich §tidii fyzikdlnej a koloidnej chémie na univerzite v Buda-
pesti upozornil na potrebu teoreticky vysvetlit také druhy nespojitosti, aké pozorujeme
v koloidnych suspenzidch a v geloch. Na predndSkach z bioldgie a z chémie som na
tento problém narazil opédt: Akym spésobom je moZné opisat Struktiry, ktoré su v prie-
store alebo v ase &iastoéne diskrétne a &iastoéne spojité? Ziadali sa formuldcie v ab-
straktnom jazyku odlisnom od spojitej matematiky a ja som sa domnieval, Ze by sa
mohli vytvorif v rimci matematickej logiky. Po dlhom hladani som roku 1952 nadabil
na referenciu Woodgerovej price (v tom &ase som bol Studentom (graduate student)
biolégie na Michiganskej univerzite v Ann Arbor). Woodger sa pokusal formalizoval
Ustredné biologické tedrie, medzi nimi aj genetiku a vyvojovu bioldgiu, asi od r. 1930.
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Bol prvym, kto aplikoval matematickt logiku v duchu Whiteheadovho a Russelovho
[1] Principia Mathematica v bioldgii. Zastdval ndzor, Ze k vyjadreniu radu biologic-
kych fenoménov sa relaéné a mnoZinovo-teoretické pojmy hodia va¢§mi neZ analytické.
Hoci jeho formalizdcie vyvoja, dedi¢nosti a evolicie [2] neziskali — najmi z dévodu
filozoficky motivovaného trvania na blizkosti k pozorovaniam a vyhybania sa teoretic-
kym pojmom — medzi biolégmi popularitu, jeho zdkladné predpoklady zddraziiujuce
potrebu relaéného, nekvantitativneho a neanalytického formalizmu pre biolégiu sa
koncom 50. rokov znaéne rozsirili.

Po ziskani doktordtu filozofie (Ph. D.) na Michiganskej univerzite som u Woodgera
strdvil akademicky rok v Londyne v Anglicku. U¢il som sa od neho logiku a vypraco-
véval som axiomaticky systém na opis Zivotnych cyklov [3]. UZ vtedy som sa zaoberal
problémami rastu a tvarov. Prédve tieto problémy upriamili moju pozornost na funkciu
buniek a ich vzdjomné vztfahy v priebehu vyvoja viacbunkovych organizmov, teda na
nieCo, €o vo svojej axiomatizdcii zddraziioval aj Woodger. V tychto Casoch som sa
zaoberal aZ do roku 1968 aj experimentdlnou pricou, a to vo Philadelphii a v New
Yorku. Po takychto skusenostiach nadisla chvila méjho prvého stretnutia s tedriou
automatov. Stalo sa to v roku 1962 —63, ked som pracoval v biomatematickej skupine
Univerzity Stdtu Severnd Karolina a ked som mal ¢asto moZnost stretdvat sa s embryo-
l6gom J. R. Greggom z Dukovej univerzity. Predtym aj on spolupracoval s Woodgerom
a napisal ¢ldnky o mnoZinovo-teoretickych zdkladoch taxonémie a embryolégie. V tych
Casoch sa stretol s teériou automatov (ktord bola iniciovand v r. 1956 prdcami Moora
a Mealyho) a spolo¢ne sme §tudovali Ginsburgov prvy systematicky vyklad tejto tedrie
[4]. Priblizne v tom istom &ase vySla Ashbyho kniha [5], ktord spristupnila tedriu
riadenia aj pre nematematikov (uz v roku 1963 som pouZival tito knihu pri predndskach
pre bioldgov). Zbehlost v logike, ktori sme obaja ziskali u Woodgera, ukdzala sa byt
pre nds, biolégov, nevyhnutnou k tomu, aby sme v tom ¢ase mohli preniknif do tedrie
automatov.

Vznik L-systémov sa viaZe k jednému problému z Ashbyho knihy. V kapitole o ko-
ne¢nych automatoch (cviGenie 4.7.7) sa pyta: Aké chovanie je moZné ogakdvat od dlhého
retazca obojsmerne pospdjanych koneénych automatov v pripade, ked dostdvajit
vstupy od oboch susednych automatov? V Kleeneho préci [6] je samozrejme mozné
ndjst odpoved pre pripad siete koneénych automatov kon§tantného rozsahu: Chovanie
takéhoto retazca je v zdsade rovnaké ako chovanie jedného kone€ného automatu.
Miia v3ak znepokojovala otdzka chovania rozrastajuceho sa pola konenych automa-
tov. Takéto polia totiZ mozu posluZit ako realistickd simuldcia rastu bunkovych vldkien,
aké nachddzame napriklad u rias, machov ¢ hub. Rozuzlenie tohto problému sa ale
ukdzalo byt ndro¢nejSie, neZ som olakdval. To viak ni¢ nemeni na fakte, Ze v roku
1968 doslo k definicii L-systémov ako interagujucich rozrastajicich linedrnych poli
koneénych automatov [7]. O obojstrannej interakcii hovorime v pripade, ked kazdy
automat (bunka) dostdva vstupy od oboch svojich susedov. O jednosmernej vtedy,
ked prichddzajui vstupy iba od Tavych, resp. iba od pravych susedov, a o nula-strannej
interakcii vtedy, ked k prechodu vstupov nedochddza. V tomto tkvie pri¢ina, pre ktoru
boli neskér zariadenia generujice polia oznaené ndzvami 2L-, 1L- a OL-systémy
[8,9,10,11]. L-systémy sa od (von Neumannovych) celuldrnych automatov & od
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mozaikovych systémov li§ia podstatne prdve tym, Ze rastu nielen na okrajoch pola.
Nakoniec sme si uvedomili, Ze pracujeme s konstrukciami podobnymi gramatikdm.
Toto poznanie vyustilo po mojom prechode z New Yorku do Utrechtu r. 1968 do inten-
zivnej spoluprdce s Rozenbergom, Hermanom a van Dalenom. Namiesto toho, aby
sme hovorili o linedrnych poliach automatov so stavmi, vstupmi a vystupmi a o trans-
formdcidch takychto poli v diskrétnych ¢asovych okamihoch do novych poli, majicich
pripadne inti diZku, zadali sme naSe §truktiry skumat ako slovd nad danou abecedou
(mnoZzinou stavov). Formulovali sme bezkontextové &i kontextové prepisovacie pra-
vidld, ktoré sme aplikovali paralelnym spésobom. Medzi termindlnymi a netermindl-
nymi symbolmi abecedy sme nerobili rozdiel. Takto sme vytvdrali nové slovd. Potom
nasledoval burlivy rozvoj, ktory viedol ku vytvoreniu celého radu novych definicii a vy-
sledkov publikovanych doteraz vo viac ako 600 &lankoch (pozri Bibliografiu L-systémov,
[12]).

Stidium globdlného vyvoja mnohobunkovych §truktir na zdklade lokdlnych trans-
formacnych pravidiel ostdva aj nadalej zdkladnou biologickou motivdciou naej prace.
Stbor lokalnych pravidiel musi byt pre vSetky pritomné jednotky rovnaky a musi byt
aplikovateIny v kazdom kroku odvodenia simultdnne. Prvd z uvedenych poZiadaviek
suvisi s pritomnostou prirodzenych podjednotiek — buniek — vo vyvijajiicom sa orga-
nizme, spomedzi ktorych kazdd je nositelkou rovnakého genetického materidlu (re-
tazca DNK). Druhd poZziadavka je nevyhnutnd z dévodu, Ze vo fyzikdInych systémoch
a biologickych organizmoch prebiehaji vSetky procesy v tom istom fyzikdlnom Case.
Preto nie je mozné pouZit lokdlne pravidld asynchronnym spdsobom: ¢as plynie pre
vSetky bunky rovnako. Stav bunky v urcitom Casovom intervale je reprezentovany
symbolom. Symboly je moZné zostavovat z parametrickych hodnét. D4 sa predpokla-
dat, Ze pocet stavov, v ktorych sa bunka mdzZe v organizme nachddzaf, je konecny,
pretoZe obycajne mdZeme previest diskretizdciu parametrov. Bunky su totiZ v organizme
obyc¢ajne v rovnovdZznych podmienkach. Odvodenie v L-systéme predstavuje pre dany
organizmus postupnost stavov jeho vyvoja. V rdmci odvodenia moZno ndjst aj cesty
vediice cez odvodené symboly. V organizme zodpovedajui tymto cestim bunky (nevet-
viace sa Casti ciest) a skupiny buniek (cesty zoskupené do stromovych Struktir). Takymto
sposobom ziskava vyvoj relaéni formuldciu; o nédjdenie tejto formuldcie sa pokusal
Woodger (s tou vyhradou, Ze by odmietol pouZivanie ,nepozorovatelnych® stavov
buniek).

Dve ohranicenia pévodného formalizmu L-systémov st jasné na prvy pohlfad. V pr-
vom rade to, Ze si striktne jednorozmerné. Vic§ina viacbunkovych organizmov je vSak
tvorend dvojrozmernymi a trojrozmernymi polami buniek. Toto ohraniéenie sa postup-
ne prekondva najprv zavedenim vetviacich L-systémov a v suCasnosti konStrukciou
dvojrozmernych (mapovych) a trojrozmernych (cellwork) L-systémov. Inym ohranige-
nim je, Ze vzdjomné polohy buniek a ich nasledovnikov musia ostaf v poli nemenné
(bunky sa v poli nemdZu pohybovat). Tdto konzerva&nd vlastnost &ini L-systémy apliko-
vateInymi na vyvoj rastlin, pri ktorom sa celd historia vyvijajucich sa Struktur prisne
zachovdva. Zapricitiuje v§ak vo vSeobecnosti nevhodnost ich pouZitia pri vyvoji Zivo-
&ichov, u ktorych &asto dochdza k pohybu buniek (plati to o L-systémoch v terajsej
ich podobe; zagina sa viak uvaZovat o algoritmoch na triedenie buniek).
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2. Mali vaSe matematické modely vplyv na poznanie biologickych procesov?
Ak dno, ktorych?

Tieto modely boli vytvorené, aby bolo moZné porozumiet vyvoju rastlin. Tomuto
ucelu, ako sme to uZ vys§ie ozrejmili, do istej miery posliZili. Ako o moznych oblastiach
aplikdcii sa neskor uvaZovalo aj o inych &astiach biolégie a aj o inych vednych discipli-
nach, akymi s napriklad ekoldgia, vyskumy vyvoja mozgu, architektonickd tvorba
a pldnovanie, socioldgia a tedria hudby. Bolo by vSak pred¢asné hovorit o mozZnych
vysledkoch takychto pokusov.

Najvidsia perspektiva, ktora L-systémy otvaraju ndSmu chdpaniu rastlinného vyvoja,
suvisi so zloZitostou. Botanici si uzZ odddvna uvedomuju, Ze vyvoj individudinych rastlin
v rozliénych rastlinnych spoloCenstvach vytvdra Struktury, ktoré hodnotime intuitivne
ako rozne zlozité. Napriklad machy, paprade, nahosemenné a krytosemenné (kvitnice)
rastliny predstavuju postupnost, v ktorej zloZitost stipa od predchddzajiceho k nasle-
dujicemu ¢lenu. Tento intuitivny pojem biologickej zloZitosti v8ak nikdy nebol sforma-
lizovany. V rdmci L-systémov sa teraz ukazuje moznost odliSovat vyvoj réznych zlozi-
tosti, napriklad taky, pri ktorom ku interakcii medzi podjednotkami nedochddza, (vy-
voj typu OL)a taky, pri ktorom je vzdjomnd interakcia nevyhnutnostou (vyvoj typuIL).

Ku charakterizécii uvedenych dvoch typov vyvojovych procesov na zdklade rastovych
funkcii a dospelych jazykov mdme k dispozicii silné matematické teorémy. Herman
a Walker [13] napriklad dokdzali o triede dospelych jazykov (o mnoZindch termindl-
nych slov) OL-systémov, Ze je identickd s triedou bezkontextovych jazykov. KedZe je
bezkontextové jazyky moZné charakterizovat Bar Hillelovou pumpovacou lemou, je to
mozné urobif aj s dospelymi jazykmi OL-systémov. To znamend, Ze ak dany jazyk nemd
pumpovaciu vlastnost, neméZe byt dospelym jazykom OL-syst¢ému. Povedané inak,
typ vyvoja, vediceho k takejto mnoZine termindlnych Struktir nemdZe prebiehat bez
interakcii.

Podobne mdme pre charakterizdciu rastovych funkcij deterministickych OL-systémov
a tiez rastovych funkcii rozrastajucich sa (nevymazgvajucich) deterministickych OL-
systémov k dispozicii vety Paza, Salomaa a Soittolu [14, 15] a Hermana a Vitdnyiho
[16]. Takto je mozné na zdklade istych vlastnosti odlisit rast v OL- a IL-systémoch
a rozhodnut, ¢i m6Zu niektoré typy rastu nastat bez interakcii.

Zikladny rozdiel vo vyvoji s interakciami a bez nich m6Zme badaf u hociktorych
rastlinnych Struktur. Silueta smreka sa ndm zdd byf jednoduchSou od siluety duba,
pretoZe prvi mozno ziskat bez interakcii, kym druhi nie. Vo vyvoji typu IL alebo OL
viak existuju aj jemnejsie rozdiely, ktoré mozZno vyjadit pomocou poétu stavov buniek,
pravidiel alebo trovni [17].

Pre rozne typy L-systémov pozndme tieZ zaujimavé vysledky o zloZitosti rieSenia
problému vyskytu na Turingovom stroji [18]. Cas vypo&tu tohto problému pre triedu
deterministickych OL-jazykov na deterministickom Turingovom stroji je imerny n2
pre OL-jazyky je umerny n*'®!, pre deterministické tabulkové OL-jazyky je polyno-
midlny (nezndmého stupiia) a pre tabulkové OL-jazyky je to NP-tplny problém (po-
sledny vysledok dosiahol Van Leeuwen [19]). Ehrenfeucht, Lee a Rozenberg [20, 21]
uréili pre tie isté triedy jazykov zloZitost problému vyskytu podslov. Ku komplexnejsie-
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mu chdpaniu rozdielov medzi uvedenymi triedami jazykov prispeli aj rozne vysledky
o rozhodnutelnosti, napriklad Culikov a FriSov dokaz [22] rozhodnuteInosti problému
ekvivalencie pre deterministické OL-systémy a skorsi Blattnerovej vysledok o nerozhod-
nutelnosti tohto problému pre OL-systémy. [23].

Popri uvahdch o zloZitosti spoéivaju najddleZitejSie aplikdcie L-systémov v simuld-
cidch Specifickych procesov rastlinného vyvoja. Pre tieto ucely vytvorili Baker a Her-
man [24] pocitadovy program nazvany CELIA, ktory sme v Utrechte podstatne prepra-
covali. CELIA umoZiiuje simulovat vyvoj jednoduchych i vetviacich sa bunkovych
vldkien tak s interakciami pozdiZ vldkien, ako aj bez nich. Stavy buniek si uréované
danym poctom (do 100) parametrov. V danom okamihu sa hodnota kaZdého z para-
metrov uréuje na zdklade jeho predchddzajicej hodnoty a hodn6t parametrov v suse-
diacich bunkdch. Okrem iného boli tymto spdsobom ako vyvojové riadiace mecha-
nizmy naprogramované a vypoctovo realizované difizne a reak¢no-difizne procesy.
CELIA bola pouzitd napriklad k simuldcii vyvoja heterocystnych vitvarov modrozelenych
rias [24] a inflorescentného vyvoja u niektorych druhov rodu zloZnokvetych (Compo-
sitae) [25, 26]. PouZijic iné programy boli vykonané aj simuldcie vyvoja korefiovych
sustav a stromov [28].

V stcéasnosti je vieobecne zndme, Ze velmi doleZitou strdnkou rastlin je ,,moduldr-
nost* ich vyvoja, a velkd Cast vyskumu je orientovand na sprdvanie sa tychto modulov
(podjednotiek). Uvedeny pristup sa niekedy nazyva tieZ ,,demograficky* [29], pretoze
v pripade vyvoja bez interakcii je moZné vypogitat ndrast po¢tu podjednotiek rastovymi
maticami podobnymi Lesliecho maticiam, ktoré sa vyuZivaji v demografii. T4to oblast
tvori §pecidlnu sucast tedrie rastovych funkcii OL-systémov, a to ako pre deterministic-
ké, tak aj pre stochastické OL-systémy (stochastické OL-systémy boli skimané v pracach
[30, 31]). Rastové funkcie oboch spominanych typov OL-systémov boli vyuZité na opis
populdcii deliacich sa buniek [32, 33, 34].

Rastiice moduldrne §truktiry je vo vé&sine pripadov potrebné opisat dvojrozmernymi
alebo trojrozmernymi generujucimi systémami. Z toho dovodu sui skimané grafové
a polové OL-systémy [35, 36, 37, 38] ako aj mapové OL-systémy [39, 40] a tzv. cell-
work OL-systémy [41]. Charakteriza¢né vysledky tykajtice sa rastovych funkcii a inych
vlastnosti tychto viacdimenziondlnych OL-systémov je moZné séasti ziskat z prv spo-
menutych vysledkov tykajicich sa jednorozmernych OL-systémov. Aplikdcie viac-
dimenziondlnych systémov prebiehaju v oblasti bunkovych klonov a mdme zostavené
aj potitalové programy na ich simuldciu pomocou mapovych L-systémov [42, 43] ako
aj pre bunkové vzory na cylindrickych plochdch (phyllotaxis, [44]).

Zial, zatial ¢o matematickd tedria L-systémov je spracovand v mnohych knihdch
a zbornikoch konferencii [45, 46, 47, 48], jej biologické aplikdcie st povd&sinou roztra-
sené v mnoZstve Casopiseckych €ldnkov. Dostupnych je len zopdr pomerne krdtkych
prehfadov ([49] a moja kapitola v [46]).

3. Sledujete vyvoj svojich systémov aj po matematickej linii?

Maju takto dosahované vysledky svoju biologicki interpretdciu?

SnaZim se &itat matematické &ldnky o L-systémoch, len o sa o nich dozviem (napri-
klad cez Mathematical Reviews [50]). Aspoi tie, ktoré sa dotykaji hlavnych vysledkov.
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Nie je to prdca Tahkd, ndjde sa medzi nimi dost vela technickych a ndroénych ¢ldnkov.
Urtite existuje vela &ldnkov (a niekoIko knih), ktoré sa priamo &i nepriamo zaoberaji
biologickou motivdciou tejto oblasti. Niektoré zdvaZnej§ie €ldnky tohto druhu som
uz bol spomenul vyssie. Existuju v8ak aj dalSie, ktoré sa tykaju Specifickych problé-
mov vypoltov alebo poéitaovych simuldcii. Ostatne cely rad vysledkov prispieva
k rozvoju matematickych zdkladov tejto oblasti, a md teda nepriamy vplyv na jej
rozvoj. Medzi takéto vysledky moZno zaradit rad vysledkov o rozhodnuteInosti a o ra-
stovych funkcidch.

Ind a zloZitejsia je situdcia v spojitosti s roznymi riadiacimi zariadeniami, ktoré boli
pridané k L-systémom pocas ich rozvoja. Niektoré spomedzi tychto zariadeni rozsiruji-
cich & ohraniCujicich pouZiteInost pravidiel je totiZ obtiaZne biologicky motivovat.
Napriklad obmedzenia na pocet symbolov, ktoré méZu byt v jednom kroku odvodenia
prepisané, alebo ovplyvnenie prepisu symbolu jeho polohou je faZzko mozZné zosuladit
s tym zdkladnym predpokladom tychto modelov, v zmysle ktorého kazdd vyvijajica sa
podjednotka nesie rovnaky program vyvoja. Je samozrejme vidy mozZné ocakdvat
objavenie takych vyvojovych procesov, pri ktorych vznikne poZiadavka takychto ohra-
nifeni. Pravdepodobne je vSak lepSie zmierit sa so skuto¢nostou, Ze kaZd4 matematickd
tedria md svoj vlastny Zivot a vnuitorny vyvoj a Ze rozhodne nie je vecou biolégov uréovat
matematikom, ¢o by mali povaZzovat za zaujimavé a hodné skumania a ¢o nie. TotiZ
aj v pripade, ked matematicky obdrZzané vysledky nie su aplikovateIné v bioldgii, je
este celkom mozZné, Ze su aplikovateIné inde v matematike ¢i v inych prirodovednych
disciplinach.

Tabulky a kdédovania su dva Specidlne druhy riadiacich mechanizmov, ktoré boli
ku L-systémom pridané a ktoré maji priamu biologicku interpretdciu, aj ked nie v takej
vieobecnej podobe, v akej boli pévodne navrhnuté. Tabulkové L-systémy zaviedol
Rozenberg [51, 52] ako prirodzené rozirenie OL- a IL-systémov. V pripade tabulko-
vych systémov je na kaZzdom kroku odvodenia potrebné vybrat pravidld z jednej spo-
medzi niekolkych tabuliek. Vyber tabuliek je nedeterministicky. Je jasné, Ze tento
aspekt tabulkovych systémov je novym zdrojom nedeterminizmu v riadeni. Zdvo-
jend neurtitost v pripade tabulkovych OL-systémov (ked aj vyber pravidiel vovnitri
kaZdej tabulky mdZe byf nedeterministicky) spdsobuje, Ze rozpoznanie generovanej
$truktury je obtiaZnejSie. Tdto skutoCnost je ostatne vyjadrend uZ spominanou NP-
uplnosfou problému vyskytu slova v tabulkovych OL-systémoch [19]. Aj ked sa vie-
obecny tvar tabulkovych systémov javi byf matematicky prifaZlivy, jeho biologickd
pouzitelnost je obmedzend. Zaujimavejsie su ale tie tabulkové systémy, v ktorych st
jednotlivé tabulky deterministické (takZe je mozné ziskaf rastové funkcie deterministic-
kych tabulkovych OL-systémov [15, 48]) a tie, v ktorych je postupnost pouZitia tabu-
lieck uréend jednoduchym pravidlom, napriklad reguldirnou riadiacou postupnostou
(takto ziskame dvojndsobne deterministické tabulkové OL-systémy [53]). V realite
Tahko ndjdeme priklady takychto systémov napr. v podobe pravidelne sa meniacich
podmienok, za ktorych prebieha vyvoj [54]. Niektoré deterministické pripady tabulko-
vych systémov su teda aplikovateIné, aj ked o vieobecnom tvare to nemusi byt pravda.

Dalgim 3pecidlnym pripadom dodatoénych ohraniteni L-systémov je ,.kanonické
roziirenie* (,,kanonické ohranidenie*). Tdto operdcia spociva v zoskupeni slov obsahu-
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jucich len symboly z nejakej podabecedy a vo vytvoreni jazyka takychto slov [46, 55].
Ukdzalo sa, Ze matematicky su tieto rozsirené L-jazyky (EOL-, ETOL- a EIL-jazyky)
zaujimavé, predovietkym vdaka dobrym uzdverovym vlastnostiam (na rozdiel od OL-
alebo IL-jazykov, ktoré vzhladom na vicSinu operdcii uzavreté nie si). Ale nebolo
zrejmé, preco by ich mali Studovat bioldgovia. Neskor vSak bolo dokdzané, Ze rozsirenia
rozliénych tried L-jazykov su identické s kodmi tychto jazykov [56]. Kédy slov mbézu
byt interpretované ako Struktiry ziskané nedokonalym pozorovanim, teda ako Struk-
tary, v ktorych niektoré stavy podjednotiek nie je mozné navzdjom rozlisit. Z biologic-
kého hladiska vSak opéf nie su zaujimavé vSetky kddy, ale iba tie, ktoré ponechdvaji
uréité dobre pozorovateIné symboly nezmenené. Zvld§tnu dodleZitost maju a Siroko su
skumané napriklad kédy réznych deterministickych tried L-systémov (ako vetviace sa
systémy, v ktorych kéd nemeni symbol vetvenia). Z biologického hladiska st zaujin.avé
aj rastové funkcie homomorfizmov DOL-systémov, (HDOL-systémov), pretoZe repre-
zentujd rastové funkcie Struktur, v ktorych maji rozli¢né podjednotky rozne vdhy [48].

4. Je moZné ocakdvat v blizkej buducnosti taky vplyv ,,neexaktnych‘ vied (bioldgie,
spolocéenskych vied) na vyvoj matematiky alebo teoretickej computer science, aky
mala v minulom storoci a v prvej polovici tohto storocia fyzika (kalkulus, Statistika,
navrhovanie experimentov)?

Z mojich predchddzajucich odpovedi je — myslim si — jasné, Ze vidim stimulujuci
u¢inok bioldgie na matematiku, aspoil pokial ide o jej diskrétne a kombinatorické asti.
Dnes je zrejmd diskrétna a kombinatorickd podstata biologickych $truktir poénuc
molekuldrnou uroviiou aZ po urovei bunkovu a popula¢nu. Poukazuje to na pod-
statny rozdiel medzi biologickymi a fyzikdlnymi systémami. Prakticki bioldgovia si
tento rozdiel uvedomujt a vychddzajic z neho sa im zdd byt zrejmé, Ze eSte stdle nemaju
k dispozicii také matematické ndstroje, ktoré by umozniovali efektivne prevddzat vy-
podty o biologickych Strukturach a procesoch.

Teodria formdlnych jazykov, ktord je spolu s tedriou automatov ddlezitou sucastou
teoretickej computer science, m6Ze zohrat v tomto vyvoji vyznamnu tlohu. Existuje
inak oby¢ajne nezdoéraziiovany geometricky aspekt tedrie formdlnych jazykov, ktory
je vsak obzvldst vhodny pri §tudiu biologickych Struktir. Dokonca uZ aj najbeZnejsie
gramatiky a systémy generujice jednorozmerné slovd su schopné produkovat geome-
trické tvary, t.j. mnoZiny slov s akousi abstraktnou priestorovou vlastnostou. Napriklad
jazyk pozostdvajuci zo slov a"b"c" (pfe vietky n) predstavuje mnoZinu usediek rozdele-
nych na tri rovnaké useky. Takyto jednorozmerny typ Utvarov je potom moZné porov-
nat s typmi utvarov, s ktorymi sa zapodievame v dvojrozmernej geometrii. M6Zeme ho
napriklad zrovnat s mnoZinou vSetkych rovnostrannych trojuholnikov. V takomto
akomsi zmysle su teda generativne systémy skimané v rdmci tedrie formdlnych jazykov
porovnateIné s generativnymi prostriedkami geometrie, akymi st pravidld na bisekciu
usediek alebo pravidld konstrukcie rovnostrannych trojuholnikov.

,,Geometrickd‘“ strdnka formdlnych jazykov sa stdva eSte odividnejSou v spojistosti
s grafovymi gramatikami alebo mapovymi ¢i cellwork generativnymi systémami. PouZi-
tie tychto zariadeni na vytvédranie ozajstnych dvojrozmernych &i trojrozmernych obrédz-
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kov nds presvied¢a o skuto¢nosti, Ze pravidld gramatik musia poskytovat aj topologické
informdcie o $truktirach, a tiez analyticko-geometrické informadcie tykajuce sa vzdiale-
nosti, uhlov a pod. Vys8ie spominand ,,geometria* formdlnych jazykov mad teda svoju
,,topologicku* a aj ,,analyticku‘ zlozku. V jednorozmernom pripade nie je tdto sku-
toénost o¢ividnd, nakolko je tu topeldgia pre vietky slovd rovnakd (s vynimkou cirku-
ldrnych slov, pozri [57]). My sme obe zlozky skumali pre pripad mapovych generativ-
nych systémov a ich implementdcii, poskytujucich kresby bunkovych klonov [43].

Vsetko toto poukazuje azda na nevyhnutnost vyvinuf pre vyskum biologickych
Struktur akysi zmieSany diskrétno-spojity matematicky formalizmus. Nazddvam sa, Ze
rovnaky vyvoj prebieha aj v teorii riadenia, kde je pri vytvdrani komerénych alebo
priemyselnych modelov potrebné opisat sicasne diskrétne aj spojité procesy. To isté
plati pravdepodobne vo vSeobecnosti aj v spojitosti so spolocenskymi vedami. Dobry
priklad takychto zmieSanych modelov poskytuje vzrastajice vyuZivanie teérie hier.
K tomu v8ak, aby bola pre ,,neexaktné* vedy ndjdend vhodnd podoba matematiky, je
treba vykonat eSte hodny kus préce.
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