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HMOTOVA OPTIMALIZACE SLOZENYCH RAKET¥)

KAREL MISON, ZDENEK PirRkO, Praha

14. SPECIALIZACE U; = idem; g; = idem

Zostiime-li jesté ddle specializaci pifedchoziho odstavce poZadavkem gq; = idem,
zlstdva
P =M|Z = ((q - 1)/(g exp (= V,/(nU)) — D))"

(14,1)
ve shod& s dfiv&jsim vysledkem (10,1).

15. M-OPTIMALIZACE n-STUPNOVE RAKETY; A = 1/P = extrém

Minimum P nastdvd s maximem 1/P = A, takZe Glohu M-optimalizace lze také
fesit soustavou

F(ry, 73, ..., 1,) = 1/P + &V, — konst), 0F|or; = 0

i=12,...,n,

kde P a V, jsou ddny tymiZ rovnicemi jako v odstavci 12.

vvvvvv

Rozsifme jejich zavedeni na raketu n-stupfiovou

Gi=5SIM;; i=12..n (6;,<1). (15,1)
Souvislost s parametry 1. druhu je tedy ddna rovnicemi**)
6 =gl — &) =&af(l — &), 4. G=1-4

- ¢ (15.2)
Médme pak

P=Tla=110~-3d-2¢),
i=1 i=1
V,=YUnr,= =Y U;In(l — &)
i=1 i=1
a (pfi pfedem danych V,, 6, U;; i = 1,2, ..., n) jako podminky extrému vypo&teme

OF(&y, &, .., &,)[08; =

—([P (1 = 6, = &) = PUJ(1 = &)) = 0

*) Dokongeni z 2. ¢.

**) Srv. tabulku v Pokrocich MFA 9 (1964), 237.
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a ddle podminky vedouci k M-optimalizaci
(1 - fz)/(l - 61) = Ui/Ul -(1 - 6; — é.)/(l -0y — fx) =
=1 -8 =(1-8&)aUJG Uy + (1 —E)(Ui=U)); i=1,2..n.

Na rozdil od pfedchozich piipadil, v nichZ jsme vyjadfovali optimdlni parametry
daty posledniho stupné, pouZivime nyni vyjddieni daty stupné prvniho.
V podminkdch optima tedy plati

P=Mfz=([[(1-7-&)" -
= (=5 - &) U)W, + (- &) (U = U)a,
kde &, je ddno transcendentni rovnici
21 Uiln (1 = &) 6UJ(6,Uy + (1 = &)U — UY)) + V, = 0.

K jejimu feSeni lze pouzit grafické metody, kterd je pozménénim postupu uvedené¢ho
v odstavci 2. Proto rovnici pon&kud upravime. UZijeme-li z (2) plynouci

1 - fl =0y + 11 s
dostdvdame

YU (L + 4fa) ) - 3 Uidn (U + (1 + Afa,) (U = U) + Ve = 0

~V, = XU G = Y UiIn (1 + 4fa) = ¥ U In (U,U; +

+ (1 + 2.,/&1)(1 - UI/U,.)).
Zavedeme-li

y = _Vn/Ul - Z#iln G;,
i=1
x = ,11/—1 , (15,3)
i = Ui/Ul s
nabude rovnice kone¢ného tvaru
y=Yuh(l+x) =Y gl + (1 - 1u)x). (15,4)
i=1 i=1

Pro n = 2 se vysledek zjednodu$uje na ‘
y=In(l+x)+ pIn(l +x)—pln(l + (1 = 1/p,)x), (15,5)

coZ ptipomind dfiv&jsi vztah (2,6).
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UZivani grafické metody, kterd pro zdvislost (4) byla v odstavci 2 je§té pomé&rné
jednoduchd, je s rostoucim pocétem stupiili pracng&jsi. Napf. pro n = 3 plyne z (4)

y=0 4 p+ p)In(l + x) = ppIn(L + (1 — 1/p;) x) — p3In (1 +
+ (1 = 1/us) x) .

Pro zndmou hodnotu u, = U 2/U1 sestrojime zdvislost y = y(x) pro rizné hodnoty
u3; numericky vypocet pak vedeme stejnym postupem jako u dvejstupiiové rakety.

Pozndmka.

Fyzikdlni podstata podobnosti rovnic (2,6) a (15,5), na kterou jsme upozornili
v hlavnim textu, je nasnadé:

Specializujeme-li vazby (2,1), které vedly k odvozeni (2,6) poZadavkem (4,1)
o, = O aidentifikujeme-li 0;,, = G;; i = 1,2, pfejdou (2,1) ve (15,1), tj. ve vazby,
jez vedly k vysledku (15,5). Pak oviem tprava (4,1) provedend v (2,5), (2,6) musi
odpovidat pfipadu n = 2 v (15,3), (15,5). Srovndnim piislu§nych vztahd je tento
zavér potvrzen.

16. CHARAKTERISTICKA VLASTNOST M-OPTIMALIZACE

Uloha M-optimalizace vedla ve zvldstnim pfipad&, kdy analyzovand raketa byla
g-idemparametrova (tj. téZ e-idemparametrovd) s tymiZ vytokovymi rychlostmi ve
viech stupnich U; = idem, na p-idemparametrovou (i-idemparametrovou) a tim
i na ekviparametrovou raketu. Tato okolnost je pro M-optimalizaci charakteristickd.

17. ZMENA OPTIMALNIHO P ZE ZMENY JEDNOHO 4,

Zaveéry predchozich uvah ddvaji pfirozeny podnét k této mySlence:

Sledujeme znova ulohu o extrému P, jehoZ &initelé p; = 1/4; = idem. Porusme
podminku optima zmé&nou jednoho jediného optimdlniho A na hodnotu A + J, kde
z definice A plynouci omezeni 1€ (0, 1) ddvd

de(—41—1).
Misto optimdlniho P = 1/4" nastoupi po této zm&n&
P=27"(4+9).

Pdtrdme-li po extrému funkce P = P(§) pfi vazb& dané numerickym pfedpisem
charakteristické rychlosti V, = konst a pfi pfedepsanych ¢; = idem a stejnych
vytokovych rychlostech U; = idem ve vSech stupnich, dostaneme patrné podminku

5=0. (17,1)
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Skuteéné:

Pfi dané hodnoté

V, = Uiln r; = —Ulnf[(si +(1—g)d)=
=-Uln(e+ Q- e+(1—¢(A+9)) =
=-Uln((A+e1 -4 +el—-2)+(1-¢d)
Ize psdt vazbu vztahem
A+el =2y "(2+e1—2)+ (1 —¢ed=konst. (17,2)
K tomu podminka extrému
0P[06 = 0P[0A dA[dé + OP[od =
=1 =n)A" A+ 06)— A7"(A+6)*)dAdé — A T"[(A+ 8 =0 (17,3)
ddva
di/dé = A/(1 — n) & — ni). (17,4)

Hodnota této derivace je vdzdna zdvislosti (2), kterd poskytuje

(1—eg@A+e(l =) ((n—-1)A+el—2)+ (1 —¢e)d)dA/ds +
+ (4 + &1 — 2) (1 + dafds)) =0,
1.
dx A+ e(l — 2)

s =D+l —N+(1-e)d)+Ai+el—4a)

(17,5)

Srovndnim obou hodnot (4) (5) dostaneme po krdtké Gpravé (1 — n)6 =0 = 6 =0
pro viecka n > 1, jak jsme v (1) pfedpoklddali. Podminka 6 = 0 vede zfejm& k mi-
nimu P; optimdlni raketa je nutné A-idemparametrovd, a tedy dokonce ekvipara-
metrovd (srv. pfedchozi odstavec).

Pro praxi ma patrné jisty vyznam zjisténi odchylky od optimdlniho P vyvolané
individudlnimi odchylkami parametri A; od teoretického poZadavku A; = idem.
Piihlédneme k pfipadu, kdy se odchyluje jediné 4. Z (3) pak plyne

dP[dé = —27"(A)(4 + 6)*) ((nA + (n — 1) d)/A . dA[dd + 1) .%)
Pro optimdlni ekviparametrovou n-stupfiovou raketu je P = A™"; proto piSeme

dP[ds ~ —PAJ(i + 6)2 ((nA + (n — 1) 8)JAdA[d5 + 1).

*) V podmince optima je podie (4) tfeti Cinitel roven nule.
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Zanedbdme-li pro dostaten& mald |§| (1 — n) & vedle nA, redukuje se (4) v aproximaci

di/ds ~ —1/n
a mame

dP[dé ~ PA[(A + 8)* ((nd + (n — 1) 8)[(nd) — 1) =
= P(n — 1)[n.5[(A + 0)*.
Interpretujeme-li dP[dd jako zm&nu P vyvolanou vzriistem 4 na 4 + 9, tj.
AP[5 = dP[ds

dospivdme k této aproximaci relativni zmény optimdlniho P n-stuptiové rakety
vyvolané malou aditivni zménou jediného 4 o §:

(AP|P), = 8/P dP|ds ~ (n — 1)[n (5/A))(1 + 8/2) .

Pfechodem od n k n + 1 ziskdme

(AP[P),.y = nf(n + 1) ((3/1)/(1 + 0[2))*,
a tedy
(AP[P), : (AP[P),+, = 1 — 1/n*.
Shleddvdme:

Relativni zména optimdlniho P vyvoland malou zménou jednoho parametru A
s rostoucim n klesd. To je ndzorové ziejmé.

18. LINEARNI VAZBY MEZI CHARAKTERISTIKAMI A PARAMETRY;
WILLIAMSOVY KOEFICIENTY

Ulohu M-optimalizace sloZené rakety lze formulovat a fesit v pestfejsim vybéru
vazeb mezi hmotovymi charakteristikami, neZ k jakym jsme dosud pfihlédli (srv.
soucinitele o;; odst. 2, &; odst. 4 a a;, B; odst. 7). Zv14sté Ize také uvaZovat vazby mezi
parametry stupi, popf. subraket.

Praxe ukazuje moZnost zdvislosti mezi uZiteénym a energetickym parametrem
prvého druhu (feckym) i-té subrakety a ukazuje, Ze vystacime s linedrnim zdkonem

l;':“i_viéi; i=1,2,...,n,

kde p;, v; jsou jisté bezrozmérné konstanty (WILLIAMSOVY koeficienty). PonévadZ
A= Z,/M; & = E,[M,, je touto rovnici mezi parametry vyjddfen i jisty vztah mezi
hmotovymi charakteristikami E;, Z;, M, na i-té subraketé&.

Z;=puM;, —vE;; i=1,2,..,n. (18,1)
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UkdZeme souvislost uéinéného predpokladu s koeficienty zavedenymi dfive:
Ponévadz
Mi=Zi+Sl'+Ei’

mdme s COLEMANOVYMI soudiniteli odst. (7) S; = o,E; + B; a s pravé zavedenymi
WILLIAMSOVYMI koeficienty yu;, v; linedrni vztah mezi M, E;:

M;=vE +9d,; y;:= (1 - v+ “i)/(l - ), 6;= Bi/(l - Hi) .
S GoLDSMITHOVOU zavislosti (2,1)
S; = 04E; + 0uM; = M; = S;/o;;, — E;0,4]0,
a s uvedenym WiLLIAMSOVYM pfedpokladem (1)
M; = Zi/lli + Eivi/ﬂi
ziskavdame linedrni vztah mezi charakteristikami S;, E;, Z;:

S; = 0uE; +0:2Z;; 0 = (Vn/#i + 64]0612) 6125 012 = Uizlﬂi .

19. M-OPTIMALIZACE SLOZENE RAKETY; 4; = g; — v;&;

i

V pfedchozim odstavci uvedend zdvislost A; = u; — v;¢;; i = 1,2,..., n klade
pro M-optimalizaci poZadavek

P =[] 1/(p; — vi&;) = extrém (19,1

i=1
pii vazbé

V,= =Y U;In(1 — &) = konst.
i=1
Nutné podminky lokdlniho extrému

F(t, &5 8) =P+ &V, — konst), dF|o¢; =0; i=1,2,...,n
poskytuji

OF|o¢; = vif(u; — v,{,-)jljl Y(pj —vi€) + @UJQ1 — &) =0; i=1,2,..,n.

Délenim rovnic odpovidajicich subraketdm i = i, i = n
Vi/(ﬂi - vi&) _1—[11/(/1; - ijj) = —oU[(1 - &),
j=
V,./(I»ln - \’,,C,,) Hll/(”i - vjéi) = —'d)Un/(l - fn)
j=
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ziskdme
Vi/V"(/l" - vnén)/(p’i - viéi) = Ul/Un(l - é,’)/(l - él) .
Pro CI1OLKOVSKEHO ¢&isla odtud
r, = 1/(1 - éi) = Un/Ui rn(én - y’n/vn)/(éi - Hi/vi)
a po krdtké upravé
o= Uy + UJUQL= 1y = mfr )0 = mfv) s = 1,2,.m.

CIOLKOVSKEHO ¢islo r, posledni subrakety je ziejm& urdeno transcendentni rezol-
ventou

v, -ii Usln (r(1fry + UJUSL = Ury — mfr))(L = mfv)) = 0. (19,2)
Pozndmka.

V alternativnim pojeti lze misto minimalizace (1) uvaZovat maximalizaci

A =[] (i — vi&;) = extrém .
i=1

20. SPECIALIZACE U; = idem

V ptipadg€ spole€né hodnoty vytokovych rychlosti U; ve vSech stupnich U; = U
se vysledky predchoziho odstavce zjednodusuji na

ri=r1 = /vl = pwfv); i=12..,n

a rezolventa (19,2)

NgE]

Vn/U —i In (r,(1 — .“n/rn)/(l - #i/ri) =0

1

dovoluje explicitni vyjddieni

ra = (xp (RIVDI = ) [T = ).

21. OPTIMALNOST IDEMPARAMETROVYCH RAKET

Piipad optimdlnich idemparametrovych raket se objevil v pfedchozich tivahdch
jako specializace obecné&jsich pfipadii a byl pfi této pfileZitosti — alespoii principidl-
né — sledovdn. Prakticky vyznam idemparametrové rakety vede k né€kolika dopliu-
jicim pozndmkdm, jimZ jsou vénovdny dva pfisti odstavce.*)

*) Srv. také odstavce 11, 12 a 13 drivéjsSiho ¢lanku: Pokroky MFA 12 (1967), 341.
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22. M-OPTIMALIZACE G-IDEMPARAMETROVE RAKETY

Hledejme M-optimdlni raketu mezi viemi G-idemparametrovymi raketami, kde
parametr &; = S;/M, (srv. odst. 4). Podle (15,2) je

7i=e(l = ) = (1 = 1/p)[q; = (1 = 1/p;) (p: = r)[(p: — 1) Ufr; =
= 1/ri - ]./pl = l/ri - A’i=> r, = 1/(2.l + &i)'
Vzhledem k pfedpokladu g-idemparametrové rakety piSeme naddle
ri=1A+46); i=12,..,n.

Nutné podminky lokdlniho extrému pro

=

P =[] 1/A; = extrém (22,1)

i=1

pfi vazbé
R =exp (V|U) =[] 1/(A4; + &) = konst
i=1
jsou vyjadfeny rovnicemi
F(Al’ﬂ‘z""’j‘n)_—:l—[llll-*_¢H1/(AJ+&); aF/al,=0, i = l,2,...,n.
j i=1

Jj=1

Vychdzi

n
[T+ 2)4; + @A) + A)=; i=1,2,..,n.
j=1

Odtud ihned podminky
4G + A;) =idem = ;= 1/p; = idem,

vedouci zfejmé€ k minimu P, resp. M:

M-optimdlni, G-idemparametrovd raketa je p-idemparametrovd, a tedy ekvi-
parametrovd (geometricky standardizovand).

Pro tuto raketu plati
Pep=1fr, R=1il+af=P=1R "5y, (222
R =g+ A=+ ps)p. (22,3)

Pozndmka.
n

Misto minimalizace P (1) jsme mohli maximalizovat A = [ A..

i=1
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23. M-OPTIMALIZACE S n-OPTIMALIZACI

V souvislosti s obéma kone¢nymi rovnicemi predchoziho odstavee vystupuje tato
myslenka:
Logaritmickd derivace posledni ze zdvislosti (22,2)

P (R ) @)
poskytne
—1/n
,l_a_Pz__a__ln(R—l/n_6)n= —ln(R“”"—& _lR lnR'
P on on nR-U" _ &

Z rovnice 0P[on = 0 (a z vyrazu pro 9°P|dn*) nalezneme pro minimum funkce
P = P(n) zadané v (1) podminku

n(R™1" — &)In (R"1" - G) + R™/"InR = 0,
kterd s uZitim (22,3) prechdzi v

n[pIn(1/p) + (1 + pé)/pIn((1 + p3)/p)™ =0,
£,
pilnp — (1 + pd)In(1 + pg) = 0.

Pfi a priori dané hodnot& &(p) urduje tato transcendentni rovnice onu hodnotu
p(G), kterd minimalizuje optimalni P dané zdvislosti (1) vzhledem k n, tj. urluje
nejmensi pocet stupiit M-optimdlni s-idemparametrové rakety. S takto numericky
vdzanou dvojici p, ¢ je minimdlni podet stupiit n pii pfedem daném R (rozumgj
prostfednictvim U, V,) stanoven celo&iselnou funkei plynouci z (22,3)

Pomérné& rychle vede k cili grafickd metoda stanoveni tohoto ,,optima n k optimu
P
Na uvaZované raket& jakoZto geometrické raketd plati*)

S = 1S,- = i‘;p“is1 = 5,(1 = 1/p(1 = 1/p) =

i=

=Sip' (" = Df(p — 1) = S,(p" = DI(p - 1)
¢ili
S|z = (0" = Dl(p - 1) S.Z,

*) Srv. Pokroky MFA 12 (1967), (12; 1) 354, rov. (12,1).
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kde

takZe konecné
SJ2 = ap(p" ~ Dl(p — 1) = GPU(P — 1)j(PU" — 1)

stdle v podminkdch M-, resp., A4-, resp. P-optima. Sestrojime-li tedy zdvislost S/Z
na n pii danych &, R (s odpovidajicim p) podle této rovnice, najdeme minimdlni n
z piislu§ného bodu na grafu. Napf. pro ¢ = 0,15, R = 22 &teme 3 < n < 4 (obr. 2).

40

S
‘ 1. Obr. 2. Zavislost poméru Uhrnné strukturni hmoty S a uzite¢ného
zatizeni Z na poctu stupilt n geometricky standardizované M-
optimalni rakety pii daném uhrnném CioLKOVSKEHO Cisle R
i a predepsaném pomeéru strukturni a pocateCni hmoty stupii
20' (o = idem). Abscisa bodu s minimalni ordindtou stanovi opti-

1 2 3 4 5 6 malni pocet stupili M-optimdlni rakety.

24, EKONOMICKO-OPTIMALNI DVOUSTUPNOVA RAKETA

Vedle teoretickych pozadavki vystupuje oviem v praxi i hledisko ekonomické.
Naznadime jeden okruh otdzek tohoto druhu:

UvaZujeme dvoustupiiovou raketu s predepsanou hodnotou charakteristické
rychlosti

V, = Uy In (My[K;) + U, In (MyK,) .

K jeji ekonomické analyze se ukazuje pocetné vhodnym zavést jednak mezistup-
riové parametry :
7= MafSis 72 =Z[S,,
jednak stupriové parametry
0, =S;/M;; i=12.

Souvislost s parametry 1. a 2. druhu je ddna rovnicemi
716, = Mz/M1 = ZI/MI = A, 720, = Z/Mz = /s,
tj.
70, =24 =1lp;; i=12.
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Snadno nalezneme*)

0; = Si(l - ) = (pi - 1)/(17,-(1,-); i=12,
takze

P = A0 = Af(efl — 2)) = aif(p; — 1).

Je tedy
MKy = M [(S, + My) = 1/(S;[M; + M,/M,) = 1/(1 + 7,)3,),
M,[K; = My[(S, + Z) = 1/(S,/M, + Z|M,) = 1[((1 + p,) 8,)

a rovnice pro charakteristickou rychlost s t€mito parametry nabyvd tvaru

Vo= =UyIn((1 + 91)6;) — Uy In((1 + 7,) 8,) . (24,1)

Oznacime-li y; ndklad na jednotku energetické hmoty a v; ndklad na jednotku struk-
turni hmoty i-ho stupng, je thrnny ndklad na raketu (ovéem bez uzite¢ného zati-
Zeni Z = Z,!)

A= mE; + mE; + viE; + vE; .
Ponévadz

je
A|Z = 1y(My|Z — S,|Z — M,|Z) + j1,(My|Z — S,|Z — 1) + v,S5,]Z + v,S,[Z

Pfislusné hmotové parametry vyjddfime uZitim parametr y;, J;:

M,|Z = S\|M, . S,]Z . My[S, . MyS, = 1)(3,7:8:6)
S\[Z = Si[M; . S$5|Z . M,[S; = 1[(y17:20,)

MaZ = /7. MaJSs = 1/(12d2)

5.Jz =

U

/?2 .

Rovnice pro ndklad rozpoéetny na dopravu jednotky uZiieCného zatiZeni obdrzi
konec¢né tvar:

A,/Z = H]/(szsz) (1/()’151) - 1/)’1 - 1) + #2(1/()’252) - 1/)’2 - 1) +
+ vy [(y17202) + vafys - (24,2)

Ekonomicko-optimdlni dvoustupiiovou raketu definujeme poZadavkem mini-
malizace ndkladu A/Z pii pevné& danych hodnotich V,, U;, 8;, py, vi; i = 1,2. Pod-

*) Srv. Pokroky MFA 9 (1964), 237 (tabulka).
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minku pro A/Z = extrém pfi vazb& V, = konst vyjddfime rovnicemi
F(y1,7:) = A|Z + &(V, — konst) ; 0F[dy; =0; i=1,2,

kde A[Z je ddno rovnici (2) a V, rovnici (1). Ob& podminky 0F[dy; = 0; i = 1,2
poskytnou

(V1 + (1 = 8y) #1/51)/(527’f?2) + ‘pUl/(l +7,)=0,
(Vz - ﬂ1/52 + (1 - 52) N2/52 + (V1/52 + (1 - 8,) ﬂx/él)/?l) +
a po vylouceni LAGRANGEOVA multiplikdtoru @

U, _ I+ 9, y2(vi + pa(1 — 6,)/6y) )
U, L+, '}’f(ﬂz -y + 52("2 - ﬂz)) + Yl("1 + ﬂz(l - 51)/51)

(24,3)

Pro pfehlednou interpretaci redukujeme ulohu na (fiktivni!) pfipad rovnych
ndkladu

Ky =l =V = Vy.

Zavislost (3) se tak zjednoduluje na

UI/U?. = (1 + Y1)/(1 + 72)3’1/}’2
¢ili
Y(U,]U, = 1)) + I(Uo/Uy = 1) v2) =15 Uy #U,,
resp.
y1=72; U =U,.

To je zcela jednoduchd souvislost mezistupfiovych parametrlt y, , s vytokovymi
rychlostmi U, , uvaZované fiktivni rakety.
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CHARAKTERISTICKE ZTRATY ENERGIE ELEKTRONU
V PEVNYCH LATKACH

Moimir LAzZNICKA, Praha

UvoD

Franckovy-Hertzovy experimenty ukdzaly, Ze pfi nepruzném rozptylu elektrontt na
atomech plynl ztrdceji rozptylované elektrony Cdst své energie.

V pripadé pevnych ldtek pozoroval poprvé v roce 1941 Ruthemann ztrdty energie
elektront, které prosly tenkou folii Al.

Vysledky experimentli na plynnych atomech bylo moZno s velmi dobrou shodou
porovnat s energetickymi stavy atomu, a to pomoci optickych spekter.

Interakce elektronii s pevnou ldtkou je mnohem komplikovanéjsi, nebot poméry
vzdjemného pisobeni primdrnich elektronli a okoli uvnitf pevné ldtky jsou velmi
sloZité.

‘ ’ nE)

A,

I

Obr. 1. Energetické spektrum odrazenych a sekun- o3 3 B 2
darnich elektronti pro monokrystal NaCl. Enegie E;E‘RG’EQ +

S . 21 1’8 15 _i2 9 6 3 @
_ -
primarnich elektronQ E = 21,5 eV. ZTRATY ENERGIE (V)

Dodnes neni mechanismus vzajemného ptisobeni primdrnich elektronti s pevnou
litkou objasnén. Bylo zji§téno, Ze vedle interakci analogickych interakcim s plynnymi
atomy dochdzi v pevné ldtce k vzdjemnému pUsobeni primdrnich elektroni a elektro-
nového plynu pevné latky.
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