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POKROKY MATEMATIKY, FYZIKY A ASTRONOMIE
ROCNIK XI11 — CiSLO 4

DISKRETNiI ULOHY DYNAMICKEHO PROGRAMOVANI

DAGMAR GLUCKAUFOVA, MILAN VLACH, Praha

V souvislosti s prudkym rozvojem automatizace v technice a vlivem matematické
formulace fady uloh v riznych védnich oborech po druhé svétové valce vznikla
potieba feSit znacné mnozZstvi uloh matematického charakteru, které bud nelze
(anebo jen s velkymi obtiZemi) fesit prostfedky klasické matematické analyzy. Siro-
kou ttidu takovych uloh pfedstavuji tlohy vedouci k maximalizaci nebo minimalizaci
funkei za urcitych omezujicich podminek neboli tzv. optimaliza¢ni ulohy.

Pro nékteré tfidy optimalizanich uloh byly vypracovdny matematické teorie
a metody, které byly jiz v dostateCné mife provéfeny praktickym pouZitim v fadé
oboril. Sem je moZno zafadit napf. metody linedrniho programovdni, které umoZziuji
maximalizovat, resp. minimalizovat linedrni funkce pfi linedrnich omezenich.

Cilem této prdce je sezndmit Ctendfe se zdkladnimi mySlenkami a postupy uZivany-
mi k feSeni optimalizacnich uloh vystupujicich v souvislosti s potfebou regulace tzv.
viceetapovych rozhodovacich procest.') Tyto postupy se oznaduji jako dynamické
programovani. SN

Metod dynamického programovani lze uzit (a také bylo uZito) v tak mnoha svym
obsahem riznorodych tlohdch, Ze je téméf nemoZzné v krat§im textu zachytit v uplnos-
ti celou oblast aplikaci. Kromé& toho redlnd ndplii konkrétnich Gloh miZe zbytecné
komplikovat vyklad i pochopeni zdkladnich myslenek. Z t&chto (a i jinych) divoda
byl zvolen ndsledujici postup vykladu.

V prvé &ésti je poddna obecnd charakteristika procesi, které jsou zdkladem teorie
dynamického programovdni, a jsou v obecném tvaru zformulovdny postupy pro
feSeni pfisluSnych optimalizaénich uloh. ‘

Diéle jsou na jedné z charakteristickych uloh dynamického programovdni, na tzv.
uloze optimdlniho rozdé&leni zdroji, demonstrovdny jednotlivé numerické postupy.
Tato uloha se studuje na rtiznych urovnich sloZitosti, cozZ umoziuje ilustrovat vétSinu
nejuzivanéjsich postupti. Celd tato ¢dst se zabyva diskrétnim deterministickym pfipa-
dem viceetapovych rozhodovacich procesi.

1 Oblast pouziti téchto postupt je viak podstatng $irsi, nebot fadu tloh, které na prvni pohled
nemaji s viceetapovym procesem nic spoleéného, lze uméle na etapy roz¢lenit a zformulovat je
jako ulohy dynamického programovani.
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Druhd &ést je vénovdna pfipadiim diskrétnich stochastickych rozhodovacich pro-

cesi. Vzhledem k pomérné znaéné ndro¢nosti na matematicky apardt a vzhledem
k mensi rozpracovanosti ve srovndni s prdv€ zminénymi piipady nezabyvdme se
v této prdci metodami, které se tykaji spojitych deterministickych a spojitych sto-
chastickych rozhodovacich procesii a tzv. adaptivnich procesi.
“Pokud jde o dnes jiZ znaéné rozsdhlou literaturu tykajici se dynamického progra-
movdni a jeho aplikaci, nepovaZujeme za ulelné predlozit &tendfi dlouhy seznam
praci, nelze-li sou¢asné udat jejich alespoii orientaéni charakteristiku. Proto uvddime
pouze ndsledujici krdtky vybér vétSinou dostupnych knih, jichZ jsme ve vétsi nebo
mensi mife pouZili pfi psani tohoto ¢ldnku a v nichZ lze nalézt dostatecné bohaté
odkazy.

Elementdrni vyklad metody dynamického programovédni v pfipadé diskrétnich
uloh s kone¢nym poctem etap lze nalézt v praci

[1] E. S. VENTCEL: Elementy dinamiéeskogo programmirovanija, 1zdatelstvo Nauka Moskva,
1964.

Zdkladni praci pojedndvajici o dynamickém programovdni je kniha

[2] R. BELLMAN: Dynamic Programming, Princeton University Press, Princeton, New Jersey,
1957. (Rusky preklad: R. Bellman: Dinamiceskoje programmirovanije, 1zdatelstvo innostrannoj
literatury, Moskva 1960.)

PrevdZn€ numerickym otdzkdm algoritmt pro feSeni iloh dynamického programo-
véani pro samoc€inné pocitace je vénovdna prace
[3] R. BELLMAN, S. Dreyrus: Applied Dynamic Programming, Princeton University Press,

Princeton, New Jersey 1952. (Rusky pieklad: R. Bellman, S. Drejfus: Prikladnyje zadaéi dinami-
Ceskogo programmirovanija, 1zdatelstvo Nauka, Moskva 1960.)

Velmi podnétnou knihou pro dalsi rozvoj metod dynamického programovani
muZe byt prdce

[4] R. BELLMAN: Adaptive Control Processes: A Guided Tour, Princeton University Press,
Princeton, New Jersey 1961. (Rusky preklad: R. Bellman: Procesy regulirovanija s adaptacijej,
Izdatelstvo Nauka, Moskva 1964.)

Pomérné méné dostupnou je prace
[5]1 G. HADLEY: Nonlinear and Dynamic Programming, London 1964.
Souvislosti dynamického programovani s markovskymi procesy je v€novdna prace

[6] R. HOWARD: Dynamic Programming and Markov Processes, Cambridge, Mass.: Technology
Press, 1960. (Rusky pifeklad: R. Howard: Dinamiceskoje programmirovanije u markovskije procesy,
Sovetskoje radijo, Moskva 1964.)

[7]1 SANFORD M. ROBERTS: Dynamic Frogramnting in Chemical Engineering and Process Control,
Academic Press, New York, London 1964. (Rusky pieklad: Dinamiceskoje programmirovanije
v processach chimiceskoj technologiji i metody upravlenija, Moskva 1965.)

[81 A. TER-MANUELIANC: Dynamické programovdni v hospoddfské praxi. Ekonomicko-
matematicky obzor, ro¢nik 3, 1966.
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DISKRETN{ DETERMINISTICKE PROCESY

1. Viceetapové rozhodovaci procesy; princip optimédlnosti

Uvazujme urcitou redlnou soustavu, kterd je idealizovdna do té miry, Ze jeji stav
1ze v okamziku t popsat vektorem

p(t) = (P(1), P2(0), ... PR(1),

ktery nazveme stavovym vektorem. Promé&nné p(z), p®)(1), ..., p*(t) nazveme sta-
vovymi proménnymi. Pojem soustavy nebudeme zatim bliZe specifikovat, abychom
mohli zachytit libovolny redlny proces, at jiz jde o proces fyzikdlni, biologicky ¢&i
ekonomicky. Napf. v urcité ekonomické soustavé mohou stavové proménné vyjadfo-
vat vyrobni kapacity nebo zdsoby vzajemné zdvislych odvétvi.

Budeme se ddle zabyvat regulovatelnymi soustavami, tj. soustavami, jejichZ stav
se miZe ménit v zdvislosti na Case, pficemZ mizeme néjakym zpisobem zmény stavu
ovliviiovat.

Piedpoklddejme nejprve, Ze jde o diskrétni proces, tj. Ze zmeny stavu soustavy pro-
bihaji pouze v diskrétnich ¢asovych okamzZicich

Hotgy ol (I <1, < Lo <1, <L)

Necht v téchto ¢asovych okamzZicich je stav soustavy popsdn postupné vektory

Pl’ P27 "'9Pm R
kde

po = p(t) = (P1), PP, - P0))

Vektory p; mohou ndleZet pouze uréité pfipustné mnoZiné D, jeZ je uvaZovanou
soustavou urcena. Je-li ddn stav p,; uvaZované soustavy v pocdte€nim okamziku t,,
lze chovdni soustavy charakterizovat jistou transformaci T mnoZiny D do sebe.
Regulovatelnost soustavy mlZzeme chdpat tak, Zze misto jediné transformace T mdme
k dispozici uréitou mnoZinu piipustnych transformaci a regulovdni soustavy zaleZi
ve vybéru jediné transformace v kazdém z uvazovanych okamzikli. Tento vybér lze
chdpat jako provedeni jistého rozhodnuti g; novy stav je tedy funkci stavu pfedchozi-
ho a provedeného rozhodnuti:

(1-1) P, = T(Pl’ ‘J1)§P3 = T(st 42); e P = T(pn-la qn—:); Pui1 = T(Pm q,.)’

kde g; znadi rozhodnuti (vybér transformace) v okamziku t;.

Ponévadz rozhodnuti uskuteéilujeme postupné, nejprve v okamziku ¢, pak v oka-
mziku ¢, atd., nazyvame proces popsaného typu viceetapovym rozhodovacim proce-
sem. Pfesnéji feeno, jde o viceetapovy rozhodovaci proces diskrétniho deterministic-
kého typu, nebot volba uréitého rozhodnuti md za ndsledek zménu stavu na jediny
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stav ureny predchozim stavem a volbou rozhodnuti. O transformacich p;,, =
= T(p: q;), i = 1,2, ... pfedpoklddejme, Ze nezdvisi explicitn& na stavech, kterymi
soustava v -okamzicich t,,t,,...,t;_; prosla, nybrz Ze zdvisi toliko na stavu p;
v piedchozim kroku (ktery ovSem implicitng je vysledkem historie soustavy) a na
rozhodnuti q; v pfedchozim kroku. Tato podminka na transformaci T se nazyva
podminka markovska.

Dalsi otdzkou je, podle jakych kritérii volime v kaZdém z uvaZovanych Gasovych
okamziki rozhodnuti g; neboli jak provddime jednotlivd rozhodnuti. UvaZujme pro
jednoduchost n-etapovy proces, tj. pfedpoklddejme, Ze nds zajimd chovdni soustavy
pouze. ‘v-“prvnich n Casovych okamZicich ¢, ..., t,. Takovému n-etapovému procesu
pfifadime urcitou funkci

F(Ph ---an; ql’ sy qn):

kterou nazveme ucelovou ftinkci; budeme pfedpoklddat, Ze cilem regulace procesu
je nalézt rozhodnuti 4y 42 - --» 4, tak, abychom dosdhli maximdlni hodnoty funkce F.
Pfedpo'klzidéme, Ze jednotlivd rozhodnuti g; jsou charakterizovdna &isly (poptipadé
uspofddanymi k-ticemi &isel), kterd znagime rovn&Zz symboly g;.

Je-li dédn stavovy vektor p;, pak vzhledem ke vztahtim (1.1) Ize vyjddfit prom&nné p,
(i > 1) pomoci q4, g5, ..., 4;—; a maximalizovat vzhledem k rozhodnutim g, g, ...
..., q, funkci

G(qla RN qn) = F(Pl’ T(Pla ql’) ) T(T(Pl’ ql)’ ‘h), ey qla sy qn) .

Dostdvdme tak zvldStni pfipad maximalizace funkce n proménnych. Funkce G je
madlokdy definovédna tak, aby bylo mozZno feSit tuto ulohu prostfedky klasické ana-

lyzy, napf. feSenim soustavy rovnic
a—G=0, i=1,2,...,n.
aq;

Diive nez ukdZeme feSeni uvedené ulohy metodou dynamického programovani,
musime udinit dal8i pfedpoklady o funkci F. Zakladnim poZadavkem, ktery budeme
kldst na funkci F, je, aby byla definovdna pro kazdé n, tj. aby byla dana posloupnost

F(py; q1), F(Pla P25 4y, 42)s - -

a aby tuto definici bylo moZno formulovat rekurentné tak, Ze F(pl, Pasoees Pus

915925 -+ qn) lze definovat pomOCi F(Pl’ PZ’ cen Pn—l; d15 925 - -+ qn—l) a Pn’ qn;
tato vlastnost, podobnd markovské podmince na transformaci p;., = T(p;, q;),
se také nazyvd markovskd vlastnost. Tuto vlastnost maji zejména separabilni funkce,
tj. funkce, které lze uvést na tvar

(12) F(Pl’ PZ’ R Pn; d15 925 - -5 qn) = Zl gi(Pi» q:) .
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Ukazuje se, Zze v&tsiné regulovatelnych procesit ekonomického charakteru lze ro-
zumnym zpusobem pfifadit separabilni Ui€elovou funkci.

UkaZme si nyni pfistup dynamického programovdni v pripadé maximalizace
funkce (1, 2). Pfedpoklddejme, Ze maximum existuje, a abychom zpo&tku vyklad
zbytecné nekomplikovali, pfedpoklddejme jesté, Ze veli¢iny q; mohou nabyvat pouze
konecn€ mnoha rtiznych hodnot a Ze funkce g; jsou omezené.

Misto abychom fesili tuto lohu pro jisté dané p, a n, budeme fesit celou mnoZinu
podobnych ulch. Abychom pochopili, o jakou mnozZinu Wloh jde, staci si uvédomit,
Ze hodnota maxima funkce (1.2) zdvisi na po&dtetni hodnot& stavového vektoru p,
a na podtu etap pfislusného rozhodovaciho procesu, tj. na hodnot& n.') Oznagime
proto pfisluiné maximum symbolem f,(p,), tj.

(1-3) fn(Pl) = max [91(?1, ‘h) + gz(st 412) +.o 4+ gn(Pm q,,)] .

Prvni &len posloupnosti funkei {f,(p,)} Ize urdit maximalizaci funkce jedné pro-
ménné:

(1'4) fl(Pl) = max ¢,(Py, 1) -
L8]
Najdeme nyni rekurentni vztah, pomoci kterého lze vytvdtet posloupnost {f,(p;)},
(1.5) fx(P1) = max max ... max [g,(Py, q1) + ... + Gu(Pw du)] =
a 92 an

= max {¢g,(p;, q;) + max max ... max [g,(P2, 42) + ... + g,(Pw )]} -
qn

L3 q2 q3
Podle naseho oznaceni je
max max ... max [g,(P2, 42) + .. + Gu(Pw 9n)] = fu-1(P2) >
92 q3 an

nebot jde zfejmé o proces s pocdteCnim stavem p,, ktery ma n — 1 etap. Mizeme
tedy psat ‘

(1'6) fn(Pl) = max [gl(Pn ‘11) + fn—l(Pz)] ,
kde p, = T(p,, q,) &ili
(1.7) Sop1) = max [gy(p1, 1) + So-o(T(P1> 92))]

Tento rekurentni vztah lze ziskat také na zakladé tzv. principu optimalnosti, ktery
vyjadfuje zdkladni mySlenku dynamického programovéni. Pro snaz§i formulaci
tohoto principu zavedeme tato oznadeni: Posloupnost pripustnych rozhodnuti
{ay, ..., q,} nazveme strategii. Strategii vedouci k maximdlni hodnot& ti¢elové funkce
nazveme optimdlni strategii. Je-li uCelovd funkce markovského typu, vyznacuje se

1) Povazujeme tedy p; a n od tohoto okamziku za proménné.
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optimdlni strategie {q;, ..., g,} pti n-etapovém procesu vlastnosti, kterd byla nazvi-
na princip optimdlnosti:

Je-li{qy, ..., q,} optimdlni strategie n-etapového procesu s pocdtecnim stavem p,,
potom posloupnost rozhodnuti {q,, ..., q,} tvofi optimdlni strategii (n — 1)-etapo-
vého procesu s poldtecnim stavem p, (do ného# se soustava dostala ze stavu p,
provedenim rozhodnuti q,).

Na zdklad€ principu optimdlnosti miZeme ziskat rekurentni vztah (1.7) pouze
logickou ivahou. P¥i libovolném stavu p, a pfi libovolném poddteénim rozhodnuti q,
musi podle principu optimdlnosti (funkce (1.2) md markovskou vlastnost) byt
maximdlni hodnota &elové funkce (1.2) pro (n — 1)-etapovy proces rovna hodnotg
fu-1i(T(py, q,)). Pro libovolné po&itetni rozhodnuti ¢, je hodnota ucelové funkce
(1.2) v ptipad& n-etapového procesu s podte¢nim stavem p, rovna:

q:(P1» q,) + fa=1(T(py, q,)) -

Pocdtedni rozhodnuti musi byt vybrdno tak, aby Gcelovd funkce n-etapového procesu
nabyvala maximalni hodnoty, tj.

(1:8) f(py) = max [9:(P1, q1) + fu-i(T(Py, q1))] -

V ndsledujicim odstavci pfejdeme ke konkrétnim vypocetnim postuptiim zaloZenym
na metod€ dynamického programovéni.

2. Optimalnirozdélenizdrojijako ulohadynamického programovdni

Pfedpoklddejme, Ze mdme k dispozici jistd omezend mnoZstvi x, y, = rlznych
ekonomickych zdroji. Uvahu provedeme pro tfi zdroje; je viak zfejmé, Ze plati pro
libovolny podet zdroji. Ekonomickym zdrojem miZe byt napf. surovina, pracovni
sily, stroje, investice apod. Kazdého ze zdroji lze uzit né€kolika riznymi zplisoby —
feknéme n zpisoby. Vysledny efekt pouziti ¢dsti daného mnozZstvi x, resp. y, resp. z
kterymkoliv z moZnych zplisobll je zndm a nezdvisi na mnoZstvich, kterd byla pouZzita
ostatnimi zpisoby. Je otdzka, jak velké &dsti jednotlivych zdroji mdme pfidélit pro
riiznd moZnd pouZiti, chceme-li ziskat maximdlni celkovy efekt (pfitom zdroji se
jesté nepouZivd).

Oznacime-li mnoZstvi zdroji pouZitd i-tym zpisobem (i = 1,2, ..., n) x,, resp. y,,
resp. z; a odpovidajici efekt gi(x,-, Vi z,.), kde g; znadi funkci vyjadiujici vysledky
i-tého zplsobu pouZiti zdrojl, a je-li celkovy vysledek vyjddfen souétem dil¢ich
vysledkd (pfedpokldddme, Ze viechny diléi vysledky jsou vyjddfeny ve stejnych jed-
notkdch), vede uvaZovany problém k maximalizaci funkce

(1.9) F(X15 X5 ooy Xpe Vis Voo evs Vs 21 Z25 o200 Zn) = 2. GiXin Vir 20)

i=1
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na mnoZiné uréené podminkami

(\%
IIA
v

n n n
(110) Y x;=x, x,20; Yy <y, y»,20; Yz;<z, z;,20.

i=1 i=1 i=1
Predpoklddejme, Ze funkce g; jsou neklesajici v jednotlivych proménnych a Ze
9:(0,0,0)=0").

PovSimnéme si, Ze v pfipadé linedrnich funkci g; jde o ulohu linedrniho progra-
movdni. UkaZme, jak lze uvedenou tlohu chédpat jako ulohu dynamického progra-
movéni.

Predpoklddejme, Ze jednotlivd mnoZstvi rozdélujeme pro riiznd moznd uZiti postup-
né; nejprve pridélime zdroje pro prvni zpusob, pak pro druhy atd. Za vektor p,
popisujici pocateCni stav soustavy miZeme povaZovat vektor uddvajici pocdtecni
mnoZzstvi x, y, z, tj., vektor

Pl = (x,ya Z)'

Pocatecnim rozhodnutim g, bude vektor ¢dsti jednotlivych zdroji pridélenych pro
prvni zpiisob pouziti, tj. volba hodnot x,, y,, z,. Pfipustnost rozhodnuti je stano-
vena podminkami (1.10), tj. hodnoty x,, y;, z, musi spliiovat podminky 0 < x, < x,
0=y, £y;0=z, £z Totorozhodnuti md za ndsledek zménu pocdtecniho stavu
popsaného vektorem p, na stav charakterizovany vektorem

po=(x—x,y—y,z—2z).

Dalsi rozhodnuti g, zalezi ve volb& hodnot x,, y,, z, tak, aby byly splnény podminky

0x,=x—x,; 025y, Sy—y,; 022z, 5z ~-¢2

l -
Vysledkem rozhodnuti g, je zména stavu soustavy na stav popsany vekiorem

P3=(x—x1—x2,y—yl—y2, 3—31‘32)'
Koneény stav bude popsan vektorem

n

Pn+1=(x"‘zxia .V—zyi’ Z—Zze),

i=1 i=1 i=1
kde x;, y;, z; splituji podminky

i-1 i-1 i-1
Oéxiéx'—zxk; 0=y
k=1 k=1 k=1

IA
<
[
ng
~
o
IA
N
IA
N
[
o™
A

Maximdlni hodnota funkce (1.9) zdvisi pouze na poddtednim stavu p, = (x, y, z)

1y U ekonomicky rozumnych tloh byva &asto splnéna i podminka, Ze se stoupajicim vyuZitim
kazdého zdroje pfirastky funkce g; nevzrustaji.
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a na pottu kroki (riiznych zpusobir uziti jednotlivych zdrojt) n. PiSeme tedy

fu(py) = fux. ¥, z) = max F(x,, X250 Xy V15 Yas oves Vo 21 Z25 - z,) =

q41,925++5qn

= max Zlq,'(x.', Yis Zi) s

41,92,...,9n i=

kde q; pfedstavuje volbu hodnot x;, y;, z;. Na zdklad€ principu optimélnosti dosta-
véme pro n = 2 tento rekurentni vztah pro posloupnosti { f,(p,)}:

fu(x,y,z) = max max max [q,(X, V. z,) +
0=xp<x O0Synsy 0=z,=z

+fn—1(x - xn’ y - yrl’ zZ = zn)
s po¢dte¢ni podminkou
fl(x’ Y, Z) = max gl(xh Vi, Zl) = gl(x’ Vs 2)- 1)
q1

Uziti riznych postupili, umoziujicich na zdkladé ziskaného rekurentniho vztahu
ziskat numerické feSeni, ukdZeme na fadé€ specidlnich pfipad uvedené ulohy.

Zaénéme pomérné jednoduchym pfipadem jednoho zdroje, pficemz hodnoty x
a x; mohou byt pouze celociselné; jde tedy o maximalizaci funkce

(1‘11) F(prz’ ) xn) =i=i1gi(xi)

na mnoziné uréené podminkami

M:

(1.12) x; £x x;€{0,1,2,..,x}, i=12..,n.

1

O funkcich g,(x;) budeme pfedpoklddat, Ze jsou neklesajici a Ze g,(0) = 0. V tomto
ptipadeé je

(1.12) £1(x)
%)

max gl(xl) = gl(x)9

x1€{0,1,...,x}

max  [g.(x,) + fu-1(x — x,)], n=2.
}

xn€{0,1,...,x

Abychom ziskali &iselné feSeni, tabelujeme nejprve funkei f,(x), pak f,(x) atd. az
funkci f,(x) a souCasné zaznamendvéame ty hodnoty (oznaéme je X;) promé&nnych x;,
které ddvaji odpovidajici maxima f(x); tyto hodnoty oviem zdvisi na veli¢ing x,
tj. tabelujeme soucasné funkce X;(x), X,(x), ..., X,(x). Chceme-li nyni uréit maximdlni
hodnotu ucelové funkce a ji odpovidajici optimdlni rozdé€leni uréitého mnoZstvi x*,
nalezneme nejprve v ziskanych tabulkdch maximdlni hodnotu f,(x*) a ji odpovidajici

1y Je zfejmé, Ze otislovani jednotlivych zdroji je zcela libovolné a je proto mozné na rozdil
od postupu na str. 204 a néasledujicich zadit rozhodovani od n-tého zdroje poéinajic.
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maximalizujici hodnotu X,(x*); ostatni prom&nné pak musi vyhovovat podmince
n—1 '

Y x; £ x* — X,(x*) a v tabulce funkce X,_, tedy najdeme hodnotu X,_,(x* —

i=1

— X,(x*)). Stejn& postupujeme ddle aZ v tabulce X; najdeme hodnotu x,(x* —
n—2

— Y X,-x(x*)). Takto nalezené hodnoty uddvaji optimdlni rozd&leni mnoZstvi x*.
k=0

Ilustrujme pro ndzornost tento postup konkrétnim piikladem pro n =3 a x =
=0,1,..., 10, je-li ucelovd funkce

F(xl, X, x3) = g1(x1) + gz(xz) + g3(x3)

ddna témito funkcemi:

| | 3 i
E X) = X2 = X3 l g,(xy) i g2(x2) g3(x3) E
| , s | ‘
1 0 0 | 0 | 0
w 1 3 i 2 i 4
2 10 10 10
3 22 ; 18 ! 22
4 28 ‘ 26 | 31 !
5 34 ! 35 37
6 45 2 w0
7 58 48 | 40
8 64 | ss | 40
9 ; 65 59 1 40
10 | 66 ! 60 \ 40

Tabulky uddvajici hodnoty funkci
fi(x) = [max )gx(xx), Xy(x) s
fz(x) = Tax )[gz(xz) + fl(x - xz)], >_Cz(x) R
x26{0,1,...,x

f3(x) = max }[gs(xs) + fo(x = x3)], x3(x),

x3€{0,1,...,x
jsou zachyceny v tabulce na nasledujici strané.

Pro né&které hodnoty x lze maximalni hodnoty f,(x), resp. f3(x) dosdhnout n&kolika
moznymi volbami hodnot proménné x,, resp. x5. Napf. pro x = 2 dostdvame:

jeli x; =0, je g,(0)+f,(2)= 0+10=10;
jeli x; =1, je g,()+f,(1)= 2+ 3= 5;
jeldi x; =2, je g5(2) +£,(0) =10+ 0=10.
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!
x [i() x1(x) () ’ X2(x) f3(%) % |
| x
i !
0 0 0 0 0 0 |
1 3 1 3 0 4 1 é
2 10 2 10 0;2 10 0;2 ;
3 2 3 22 o . 2 0;3 l
4 28 4 28 o 31 | 4
5 34 5 35 5 v A 5 5
6 45 6 4 0o | 45 0 !
7 58 7 58 | 0 LS8 0 !
8 64 8 64 o 6 | 0 |
9 65 9 68 | 2 68 | 0152 |
10 66 10 6 3 oso | 3 i
! { ]

Maximédlni hodnoty f,(2) = 10 lze dosdhnout volbou x, = 0 nebo volbou x, = 2.
Tyto mozZnosti jsou v tabulce jasné zachyceny.

Z uvedené tabulky jiZ snadno uréime maximélni hodnotu ucelové funkce i odpo-
vidajici optimdlni feSeni pro libovolnou z uvaZovanych hodnot x. VSimnéme si
napf. pfipadti x = 9, x = 3 a x = 2, ve kterych existuje nékolik alternativnich opti-
madlnich feSeni. Tak pro x = 9 je f3(x) = 68 a volime-li

%3(9) =0, je X,(9 — x5(9) = x,(9) =2

- Je tedy optimdlni feSeni toto:
(15 X2, x3) = (7,2,0).

Volime-li X5(9) = 1 nebo %3(9) = 2, dostaneme rovn&Z optimdlni Feseni
(x4, x2, x3) = (8,0,1) nebo (x4, x5, x3) =(7,0,2).
Pro x = 3 je f3(3) = 22 s odpovidajicimi optimdlnimi FeSenimi

(3,0,0)

(¥1, %3, x3) = <(0, 0, 3)

a pro x = 2 je f3(2) = 10 s optimdlnimi feSenimi

(2,0,0)
(xl’ X25 x3) = i(o’ 2, 0)

Pro pfedstavu o efektivnosti popsaného zpiisobu feSeni uvedme nékolik idajii. Kdy-
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bychom maximum funkce (1.11) uréovali srovndvdnim vSech moZnych hodnot, kte-
, . . ., e T -1
rych tato funkce nabyvd, museli bychom jeji hodnoty vy¢islit nejméné v (n +x >
X

bodech, nebot toto &islo uddvd dolni hranici po¢tu elementt mnoZiny urcené pod-
minkami (1.12). UZitim metody dynamického programovani je polet srovndvanych

TNy

hodnot podstatné nizsi, nebot je roven Cislu

<n+x—1)___10626’
X

x[n+("—_ﬂx—ti)]+n=94s.

L

Pron =5ax = 20 je:

Rozdil mezi témito Cisly jesté prudce stoupd s rostoucim n.

UvaZujme nyni dalsi ptiklad, ktery lze v pfeneseném slova smyslu také chdpat jako
zvlastni ptipad uvedené obecné ulohy nazvané optimdlni rozdé€leni zdroji.

Madme naloZit urcity dopravni prostfedek predméty riznych typi. Necht n je podet
riiznych typt a necht

v; znaci cenu jednoho predmétu i-tého typu,

w; znaci vahu jednoho pfedmétu i-tého typu,

X; znaci pocet naloZenych pfedméti i-tého typu a konecné

z  znadi vdhovou kapacitu uvazovaného dopravniho prostfedku.

Je otdzka, jak volit Cisla x;, abychom ziskali ndklad co nejvétsi ceny. Snadno nahléd-
neme, Ze jde o maximalizaci funkce

F(xy, X3y o0y Xp) = 3, X0,
na mnoZin€ uréené podminkami

Yxw; <z, x;celéanezdporné ;
kde v; > 0; w; > 0.

Zanedbdme-li pozadavek celodiselnosti proménnych x; je feSeni ulohy snadné.
Najdeme index i, pro ktery je hodnota vyrazu v;/w; nejvétsi. Je-li to index iy, pak
naloZime pouze pfedméty typu i, a ziskdme ndklad maximdini ceny z/w,-l T
Kdybychom pro respektovani poZzadavku celoéiselnosti proménnych x; zaokrouhlili
na celd Cisla FeSeni ziskand bez pozadavku celo€iselnosti, mohli bychom ziskat
ndklad, ktery nemusi byt optimalni.
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Necht napt.
n = 3; z =100;
w,=40; w,= 45; w3 = 60;
v, =20; v, = 75; vy =102.

Bez poZadavku celodiselnosti ziskdme feSeni:

100
x;=0; x,=0; x3=z0—,
nebot
0 20 _gsp. 22D L6, B 12 5
Wl 40 WZ 45 W3 60

Ziskdme tak ndklad ceny
F 0,0,@>=0x20+0x 75+102x@=170.
60 60

Kdybychom zaokrouhlili 222 = 1,66 na 1, tj. kdybychom naloZili jeden piedmét

60 —
tfetiho typu, muzeme jeSté naloZit pfedméty o vaze 100 — 60 = 40. MiZeme tedy

jesté nalozit jeden pfedmét prvniho typu; ziskdme tak ndklad x;, =1, x, = 0,
x3 =1 o cené

F(1,0,1)=1x20+0x 75+ 1 x 102 = 122.

Tento ndklad vSak neni optimadlni, protoZe nap¥. naklad

x;,=0, x,=2, x3=0
mad veétsi cenu:

F(0,2,0) =0 x 20 +2 x 75+ 0 x 102 = 150.

Tento ndklad je vzhledem k danému kritériu optimalni, tfebaZe proti prvnimu ndkla-
du nevyuzivd plné vdhovou kapacitu daného dopravniho prostfedku.

Pfi feSeni metodou dynamického programovani uZzijeme opét posloupnosti funkei
f(z) danych rekurentnim vztahem:

fHz) = max  {xp, + fu_i(z —xw,)}, n=2,

xne{0,1,...,2/wp}

fi(z) = [Wil] U,

kde symbol [ x] znagi nejvétsi celé &islo nepfevy3ujici x.
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Jde-li napf. o dva typy pfedméti, pro které
w, =20, w, = 18,
v, =72, v, =60,

a uvaZzujeme-li z z intervalu ¢0,100), dostaneme postupné tabulky

|
|

|
\ z EAE) ‘1 %@
* | |
S— i
| | ;
0—19 0 0 |
! 20—39 72 | 1 ,
i 40— 59 144 : 2 t
| 60—179 216 : 3 '
: 80—99 ' 288 4
} 100 : 360 ‘ 5
| - 1 (
| l |
! z f2(2) | x5(2)
| - B
| 1 | !
1 0—17 o | 0
| 18—19 60 | 1
: 20—35 72 | 0
36—37 ‘ 120 1 2
38—39 : 132 1 ,
40—53 ‘ 144 | 0 i
i 54—55 3 180 i 3 |
| 56—57 J 192 | 2 f
| 58—59 : 204 1 |
60—171 L 216 0 1
| 7273 240 4 |
| 74—75 ; 252 3 |
| 76—177 ‘ 264 2
78—79 ! 276 | 1
[ 80—89 ‘ 288 ‘ 0 ;
90—91 300 | 5 |
92—-93 | 312 ‘ 4 |
9495 324 ‘ 3 ‘
96—97 336 Z 2 1
98--99 ‘ 348 ; 1 1
100 | 360 | 0 |
| | '

Napft. pro dopravni prostfedek o kapacité 95 piislusnych vdhovych jednotek je
optimdlni ndklad tvofen dvéma pfedméty prvniho typu a tfemi pfedméty druhého
typu o celkové vdze 94 jednotek a o cené f,(95) = 324 pfisludnych penéznich jednotek.
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3. Numerické otdzky dynamického programovadni

Vratme se na okamzik k loze zdleZejici v maximalizaci funkce

F(xy, X3y .0y x,) = inzzlgi(xi)

na mnoZiné uréené podminkami

kde pro funkce g; plati g,(0) = 0.

Na rozdil od dfive formulované tulohy upustili jsme nyni od poZadavku celo-
¢iselnosti. Pov§imneme si problémil, které tim vznikaji. Oznadime-li opét

flx) = max  F(x;, x5, ...,X,),

X1 3X250003Xn
n

kde Y x; = x, x; 2 0, dostaneme, na zdklad® principu optimdlnosti, rekurentni
i=1

vztah
fu(x) = max [g,(x,) + fo_i(x = x,)]; n=2, x=0,

0=xp=x
fi(x) = g4(x); x=0.

Posloupnost funkci f,(x) a odpovidajicich optimdlnich hodnot X,(x) zpravidla nelze
vyjadfit analyticky a musime proto pfistoupit k tabelaci a interpolaci. Zdkladni
postup, ktery lze v mnoha smérech zdokonalit, je tento:

Pro zaddni hodnot funkce f,(x) na intervalu <0, x,) uZijeme uréitym zpiisobem
vybrané uzlové body, napf. uréime hodnoty v bodech

x=0,4,24,..,RA = x,

a kazdou funkci posloupnosti {f,(x)} tabelujeme pouze v té&hto bodech. Hodnoty
f.(x) pro x riiznd od uzlovych bodii uréujeme interpolaci. Jaké interpolace uZijeme,
zileZi na pozadované pfesnosti. Pfi stanoveni tabulek pro f,(x) a %,(x) postupujeme
tedy takto:

Nejprve uréime
fi(k4) = g(k4), k=0,1,..,R,
potom
f,(x) = max p}[gz(kA) + fi(x = k4)],

ke{0.1,...,

kde x mlZe nabyvat pouze hodnot 0, 4, 24, ..., R4. Sou€asné urCujeme i ty hodnoty
proménné x,, které ddvaji maximdlni hodnoty f,(x). Je dobré si uvédomit, Ze popsany
postup predstavuje jen jisté schéma, které lze zlepsit, zndme-li konkrétni vlastnosti
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funkce F(x,, X5, ..., X,); krom& toho jsme se jestd nezminili o n&kterych nutnych
predpokladech. Napf. interpolace lze uzit v pfipadé, Ze jde o spojité funkce. Jsou-li
funkce g, (i = 1,2,..., n) spojité, dd se dokdzat, Ze i funkce f,(x) jsou spojité, aviak
funkce x,(x) jiZ byt spojité nemusi.

Jestlize funkce f,(x) maji spojité derivace az do jistého ¥ddu, lze s Gsp&chem pouZit
metody aproximace polynomy, kterd dovoluje uspokojivé prekonat fadu obtizi,
napf. potize vznikajici pfi vét§im mnoZstvi tabelovanych hodnot v disledku omezené
kapacity paméti samocinnych pocitact. Zakladni myslenka této metody zalezi v apro-
ximaci funkci f,(x) linedrnimi kombinacemi funkci uréitého Gplného systému funkci,
takZe misto tabulky funkce f,(x) uchovdvdme jen koeficienty jejiho rozvoje pomoci
funkci uvedeného systému.

Dosud se uvedené priklady tykaly soustav, jejichZ stav byl popsédn jedinou stavovou
prom&nnou p,(x). Nyni prejdeme k piikladiim, ve kterych je stav soustavy popsdn
stavovym vektorem o vice stavovych promé&nnych, napf. vektorem p = (x, ¥).

Analogii predchozi ulohy bude v tomto ptipadé tiloha s dvéma zdroji x, y, tj. Giloha
maximalizovat funkci

(113) F(xh .\'2, ey X,,, yla y25 RS .}n) = .Zlgi(xi’ .Yi)
i=
na mnoziné S uréené podminkami

(1.14)

sE] ‘|_|‘M 3
= =
I
=
=
\%
o

=
-

Il

<
=
v
(=]

Na podatku této kapitoly jsme ukdzali, Ze na zdkladé principu optimdinosti ziskdme
rekurentni vztah:

fn(xa y) = max max [gn(xne yn) +fn—1(x = Xp Y — yn)] , n g 2 ’

0<xps<x OSynsSy

fi(x,¥) = g,(x, »),
kde

fu(x, ) = msax F(X1y Xg0 e oes Xy V15 Yas o oos )

mnozina S je uréena podminkami (1.14).

Tohoto rekurentnihe vztahu lze uZit k numerickému feSeni v zdsadé stejnym zpt-
sobem jako ve vyse uvedenych ptikladech. Rikdme v zdsadg, nebof pfi tom nardZime
na fadu praktickych potizi vyvolanych omezenou kapacitou paméti a omezenou
rychlosti samocinného pocitace. Stadi si uvédomit, Ze jde o tabelaci a interpolaci
funkci dvou proménnych. Tabelujeme-li funkci f,(x, y) v oblasti 0 < x < M,
0<y<Mprobody x = kd,y = 14, k,1 = 1,2, ..., [M[4], musime ur¢it funkéni
hodnoty v ([M/4] + 1)* bodech misto v ([M/4] + 1) bodech, jak tomu bylo
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v jednorozmérném pripadé. Tyto okolnosti maji za ndsledek, Ze v piipadé vétsiho
poctu stavovych proménnych leZi pfimd aplikace takového postupu za hranicemi
dneSnich moZnosti samocinnych pocitacl. Proto jsou velmi dllezité rtizné metody
umoziujici alespofi z¢dsti tyto obtiZe obejit. UkdZeme si na uvedeném ptikladu dvé
z nich:

a) Metoda Lagrangeovych multiplikdtori:

Vratme se tedy k maximalizaci funkce (1,13) na mnoZing uréené podminkami
(1,14). Nahradime tuto Glohu tlohou maximalizovat funkci

(1.15) F =Y 9(xny) = 2% yi.

i=1

(pfiCemZ A povaZujeme za pevné a nezdporné) na mnoZin€ urené podminkami
’ L ]
Yx;=x; x;20; y;20.
i=1

Definujme pomocnou funkci
(1.16) hyx; &) = max [g{x;, y;) — Ay] .
yi20

Aby maximum bylo kone&né pfedpoklddejme, Ze lim [g(x;, y;)]/y; = O.PFi pevném 1
Yi— oo

jde pak o tlohu maximalizovat funkci

hy(xq) + hy(xz) + ... + hy(x,)
pfi podminkdch
0.

v

Xy + X+ ...+ X, =X X;

Dostaneme tak ulohu, o niZ jsme se jiz zminili na za4tku tohoto odstavce. ReSeni
(X1, X2, ..., X,) této ulohy zdvisi na hodnot& parametru 4, tj. X; = X,(x, ). Hodnoty
(F1s - -+ V), které ddvaji maximum v (1,16), také zdvisi na 4, tj. y; = y{(4). Hodnotu 4
ménime tak dlouho, aZz dosdhneme splnéni podminky

71(A) + 72(4) + ... + T4 = y.

Ziskané hodnoty X;, y;; (i = 1,2, ..., n) ddvaji zfejm& fedeni pivodni ulohy.

b) Metoda postupnych aproximaci

UvaZujeme opét ulohu maximalizovat funkei (1,13) pfi podminkdch (1.14) a zvo-
lime déle n&jakou aproximaci (x{*, x%”, ..., x{’) optimdlnich hodnot (%,, X5, ..., X,).
Uréime maximum funkce

F =Y g{(x{2y))
i=1
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na mnoZiné€ uréené podminkami

Avsak to je opét uloha, ve které vystupuji pouze funkce jedné proménné a kterou
tedy feSime obvyklym zpiisobem na zdklad€ rekurentniho vztahu

£,(y) = max [g,(<7, v) + s (v = ¥0)], n 22,

0=yn=y

fl(.V) = gl(x(l())’ Y) .

Oznatme optimdlni YeSeni této wlohy (¥, y3, ..., y?). Nyni maximalizujeme
funkci:
n
F =Y gix: »{*)
i=1

na mnoziné€ uréené podminkami

v

n
Yx;=x, x;20.
i=1

Ulohu opét fesime pomoci rekurentniho vztahu

fn(x) = max [gn(xm ySIO)) + fn-—l(x - xn)] , h

0=xp<x

fl(x) = gl(xl’ y(lo)) .

1\

2,

Reseni této tlohy — oznadme je (x{", x4", ..., x{") — uZijeme jako nové aproximace
optimdlnich hodnot (X, %,, ..., X,) a cely proces opakujeme. Dostaneme tak dv&
posloupnosti

(k k k k k k . —_
(xF, x$, X9, P, P, Y8 k=1,2, ..

které za uréitych predpokladti konverguji k hledanému optimdlnimu fedeni. Casto
viak nejsou tyto predpoklady splnény a ziskané posloupnosti konverguji k pfipust-
nym feSenim ddvajicim pouze relativni maxima. Riznym vybérem pocdtecni aproxi-
mace (x{, x§, ..., x{") miZeme v takovém piipadé ziskat fadu poloh relativnich
maxim a mezi nimi stanovit polohu absolutniho maxima. Ulohu vybé&ru absolutniho
extrému z relativnich extrém lze feSit aZ na zdkladé znalosti konkrétnich vlastnosti
optimalizované funkce.

Abychom naznadili dalsi moZnosti metody postupnych aproximaci, uvazujme
jeden ze zdkladnich typi funkciondlnich rovnic vystupujicich pfi uZziti metody dyna-
mického programovani:

(1.17) f(p) = max L9(p, q) + f(T(p, 9))] -
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Tuto rovnici miizeme chdpat jako limitni pfipad vztahu

fp) = max [9(P, @) + fu-1(T(p, 9))]

pro n - oo.

Ve funkciondlni rovnici (1.17) vystupuji dv& nezndmé funkce — funkcee f(p) a g(p).
Tyto funkce nejsou vzdjemn& nezdvislé. Je-li zndma funkce f(p), Ize funkei g(p) urcit
maximalizaci pravé strany v (1.17). Je-li zndma funkce g(p) = 4(p) vedouci k maxi-
mu f(p), 1ze f(p) urcit feSenim rovnice

f(p) = 9(p, @) + 1(T(p, 3)) .

Pti feSeni funkciondlni rovnice metodou postupnych aproximaci lze uzit pravidla
dvou zptsobt.

(1) Volime poddtetni aproximaci f,,(p) a uréime posloupnost funkci fi(p) na
zakladé rekurentniho vztahu

filp) = mix [a(p. q) + fi-1(T(p, 9] -

PFi maximalizaci ziskdvdme soudasng i posloupnost funkci g,(p).
UkaZme si pro ndzornost tento postup v pfipadd, Ze p = x, g = y, q(p, q) =

=J(y) + x =y, T(p,q) =ay + b[x — y], kde a, b jsou konstanty, pro které
plati0 <a<1,0<b<1lataké0 = y < x, tj. feSme rovnici

(1.17a) f(x) =0ri1ai(x[\/(y) +x =y + flay + b[x — y])].
Zvolme a
Jo = ax,
potom ‘
~ (1.17b) fi(x) = max [\/(y) + x — y + afay + b[x — y]}].

0<sysx

Za piedpokladu, Ze maximalizujici hodnota y, je v intervalu (0, x) (v opagném pfi-
padé bude maximalizujici hodnota bud y, = 0 nebo y, = x), dostaneme maxima-
lizujici hodnotu feSenim rovnice

d—d—[\/(y)+x— y + afay + b[x — y]}] = 0.
y .

Snadno se lze presvédcit, Ze v tomto pfipadé dostaneme:

1

— a(a — b)J? '

) = 41

Dosazenim do (1,17b) dostaneme
1
41 — a(a — B)]*

fi1(x) = x(1 + ab) +
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Nyni cely postup opakujeme s tim, Ze lohu (1,17a) hraje vztah

fo(x) = max [\/(y) + x — y + fi(ay + b[x — y])].

0=ysx

Postupujeme-li takto dale, dostaneme volbou fo(x) = ax pro ta x, pro kterd 0 <
< yi(x) £ x tyto posloupnosti {y,(x)}, {fi(x)}:

1
y,((x) = k=1 '
LT+ abt ) (@ - )P
fk(x) = [kg b" + abk] X +kil s—1 1 ’
n=0 =041 - 2 b"+ ab%}(a — )]

k=1,2,...

Volime-li pocdtetni aproximaci fo(x) jinak, miizeme oviem dostat jiné posloup-
nosti. Necht se &tendf pokusi najit posloupnosti odpovidajici volb& fo(x) = 0,
a budou-li se li8it od naSich posloupnosti, necht ukdZe, Ze v limité pro k — oo vedou
za urditych predpokladi ke stejnému feSeni.

(2) Volime potdtetni aproximaci go(p) funkce g(p) a uréime funkci fo(p) jako
feSeni rovnice

fO(P) = g(P’ QO) + fO(T(P> 40)) °

Dalsi aproximace g,(p), fi(p) ziskdme maximalizaci ze vztahi
(1.17¢) flp) = max [g(p, q) + fi-+(T(p, 9))] -
q

Ilustrujme naznadeny postup feSenim stejné rovnice jako v pfipadé (1). Volme

yo(x) = 0.
Rovnice (1,17a) bude mit pak tvar

fo(x) = X + fo(bx) .
Odtud dostaneme postupné fo(bx) = bx + fo(b?x), fo(b?x) = b*x + + fo(b*x), ...,
takZe

RY

fo(x)=x+bx+b2x+...=l .

Potom vztah (1,17c) bude mit pro k = 1 tvar

709 = max [ )+ =y 2]

O0<y=x 1-0b
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Za predpokladu, Ze maximalizujici hodnota y, lezi v (0, x) (coZ je splnéno pro
x > 4[(1 = b)/(1 — a)]?), dostaneme feSenim rovnice

4L gor e+ 2]

1—b
1 /1 — b\?

X) = - ,
() 4<l—a>

1/1-0b x
X) =— + .
fi() 4(1—a> 1-b
Postupujeme-li takto ddle, tj. dosadime-li f;(x) do (1,17c) a feSime-li ziskanou rovnici,
dostdvdme postupné tyto posloupnosti {y,(x)}, {fi(x)}:

-3 (=)

k(1—-b X
x) = — + , k=1,2,...
5ilx) 4<1~—a) 1-b

dalsi aproximaci

které odpovida

I kdyZ se tyto posloupnosti li§i od posloupnosti ziskanych prvnim zptsobem, lze se

presvédcit, Ze za urditych pfedpokiadti vedou pro k — oo ke stejnému feSeni.
Nakonec je tfeba pfipomenout, Ze zpravidla nelze postupné aproximace vyjadfit

explicitné jako v naSem piikladg, ale Ze musime jednotlivé aproximace tabelovat.

4. Dopravni problém jako uloha dynamického programovéni

Vzhledem ke znaéné popularité dopravnich probléma ukdZeme na zavér této kapi-
toly feSeni téchto uloh metodami dynamického programovani.

Z mist Ay, A4,, ..., A, ve kterych je k dispozici a,, a,, ..., a,, jednotek urGité pro-
dukce, mdme dodat by, b,, ..., b, jednotek uvazované produkce do mist B,, B, ...
..., B,. Pfevoz x;; jednotek produkce z mista 4; do mista B; si vyzddd urcité ndklady
vyjddiené hodnotou funkce g;;(x;;). Pfedpoklddejme ddle, Ze jde o vyvdZeny dopravni
problém, tj. Ze plati

m n
Yai=)b;.
i=1 ji=1

Dile jako obvykle vyzadujeme, aby

220



B

[\
S
[
—
R
3

Pii téchto podminkdch je ikolem minimalizovat celkové dopravni ndklady vyjddiené
funkci

M=

n
F=3% % gixy).

i=1 j=1
Jestlize funkce g;; maji tvar g, (x; ;) = dix; j» kde d;; jsou konstanty, dostdvdme lohu
linedrniho programovani. AvSak zndmé metody pro linedrni pfipad nelze uZit v pfi-
padé nelinedrnich funkci g;; kromé& né€kterych specidlnich pfipadii funkci.

UvazZujme nejprve pfipad dvou mist A, A, a n mist B,, B,, ..., B,. Proces uspo-
kojovdni potfeb v mistech B,, B,, ..., B, budeme povaZovat za dynamicky proces,
tj. nejprve uspokojime potfeby v misté B,, pak B,_; atd.

Pro a,,a, >0, n =1,2,... oznalime f,,(a,, a,) dopravni ndklady odpovidajici
optimdlnimu feSeni Giohy s mnoZstvimi a,, a, v mistech A4,, 4, a s pevnymi poZza-
davky b,, b,, ..., b, v mistech B, B,, ..., B,.

Nadklady spojené s uspokojenim pozadavki v misté B, jsou

1

gln(xln) + an(xZn) ’

kde x,, + x,, = b,. Timto krokem vSak zmenSime pocdteéni mnoZstvi a,, a,
v mistech 4,, A, na hodnoty a, — x,,, a, — x,,. Na zdklad€ principu optimdlnosti
dostaneme rekurentni vztah')

fn(ala a2) = m}éln [gln(xln) + g2n(x2n) + fn—l(al — Xyp dy — x2n)] >
kde M je mnozina uréend podminkami

Xin + Xop = bn:

0= x4,

IIA

a,

0= x5, =ay;

Ja-1(x, y) znagi ndklady spojené s uspokojenim pozadavki v By, ..., B,_; v uhrnné
vysi x, y z mista A,, resp. A,.

1y Abychom se vyhnuli nedorozuméni, je tfeba pfipomenout, Ze funkce f, je tfeba urCit
postupné pro n = 1, 2, ..., aZ index dosdhne po¢tu mist B; ptivodni ilohy; musime tedy uvaZovat
hodnoty funkci f,(ay, ay) i v jinych bodech nez v bodé¢ uréeném pivodnimi, pevné danymi
hodnotami ay, a,; zde podobné jako ve vztahu (1.12) symbol x, stejné jako symboly a4, a,
oznacuji proménné.
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Pro n = 1 je zfejmé
fl(ala az) = 911(01) + g21(a2) .

Tohoto pfistupu Ize ovsem formdlné uzit i v ptipadg, Ze poCet mist A; je vétsi nez dvé,
avSak pak se setkdvdme s potiZzemi, které vznikaji, jsou-li funkce f, funkcemi vétsiho
poctu proménnych. Tyto obtiZe lze, jak jiZ jsme se zminili, feSit metodou Lagrangeo-
vych multiplikdtort nebo metodou postupnych aproximaci.

Nejprve vyuZijeme podminky vyvdZenosti, které jsme dosud nijak nepouZili.
Podle této podminky je

n
a, +a, =) b;.
F=
To znamend, Ze pfi pevnych hodnotdch by, b,, ..., b, 1ze hodnotu a, urcit pomoci a,,
takZe funkce f,(a,; a,) prejde ve funkci jedné proménné f,(a,). Vy3e ziskany rekurent-
ni vztah prejde ve vztah

fu(al) = n:in{gln(xln) + an(bn - xln) +fn—l(al - xln)v

in

kde x,, musi vyhovovat podminkdam
0 é ay — Xin>

n
0§bn—x1n§2b1‘_al.
i=1

n
Proménnd a, ve funkci f,(a,) se méni v intervalu (0, Y b,).
j=1

Je-li tedy pocet mist A rovny m > 2, Ize ulohu fe$it pomoci posloupnosti funkci
m — 1 proménnych. UZitim metody Lagrangeovych multiplikdtor lze pocet pro-
ménnych ddle snizit. UvaZujme napf. Glohu, ve které m = 3. V misté A, je k dispozici
mnoZstvi a; (i = 1,2, 3). Pfedpoklddejme nejprve, Ze v mistech A,, A; mdme
k dispozici neomezend mnoZzstvi produkce. Misto funkce

3 n
(1.18) F =_Zl ‘Zlgij(xij)
i=1j=
zavedeme pomocnou funkci

M =

J

3 n n
(1.19) G = .Zl 1gij(xij) + 2 ZIXZJ' + leSJ' Y-
i= Jj= J=

Oznagime f,(a,) minimdlni hodnotu funkce (1.19), pfi pevném 7, na mnoZiné uréené
podminkami:

n
leij =4a;,

xl_,-, xzj, X3j ; 0

1y Vzhledem k podmince vyvaZenosti nemusime uZivat dvou Lagrangeovych multiplikatori.

222



Uspokojenim pozadavk?l v misté B, ziskdme na zdklad€ principu optimdlnosti
rekurentni vztah

(1.20) fa;) = min [91n(*1n) + G2n(¥24) + 3nlX3n) +

+ Ay + X3n + fuoilag — x4,)],
kde mnoZina M je urCena podminkami
Xipg+ X3 + X3, =0
0x,=Zay,
Xom X35, 2 0.
Zavedeme pomocnou funkci

gn(xm l) = m“iln [an(xz'.) + G3u(X30) + Axgp + X34,

kde mnoZina M je uréena podminkami
Xon + x5, = b, — xy,,
Now X3, = 0.
Potom rekurentni vztah (1.20) bude mit tvar
f(al) —'0 min [gln(xln’ ) + gn(x!ns }) +fn—l(al - xln)] ’
<xlnS n

kde parameter 4 ménime tak dlouho, aZ mnozstvi produkce prevdzené z 4, bude
3

rovno a,. Potom bude i a; =) b; — a, — a,.
j=1
V prdci [3] jsou uvedeny ¢iselné vysledky pro tlohu s n = 10:

Fo¥ 3 (s + b + ).

1—11—
kde

| | | | 1 |
J aj by; Cyj az;j | by; l‘ Ca; | Q3 l bs; | €3j | bj ’
! ‘ i l
! | : I

1 0! o o0 3,1 o ' 2 7.0 0 25
2 2,0 0 1 4,1 o | 0 3 0 0 ' 0 40
33 3,0 0,01 0 2,1 0o | o0 9 0 . 0 60 |
4 1,5 0 0 Lt . o1 | 0 ;1 ' 0 ' 0 30 |
5 125 0 0 0 26 0 | 0 1 i o 0 I 20 |
6 50 | 0,01 10 30 | o o | 210 1 s 30 |

7 3,0 0 0 1,0 ] 02 5 . 4 | 0 0 . 35
8 6,0 0 0 20 | 0 | 0 30 6 : 30 |
9 6,0 —0,05 8 201 0 |0 l 5 .0 0 25 |
10 | 60 0 0o [ 50 ' o000 0 | 6 [ 0 0 40
| ! ‘: |
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a, = 100, a, = 80, a; = 155. Sloupec c;; je tieba chdpat takto: ¢;(x;;) = 0, je-li
x;; = 0a ¢;i(x;5) = ¢, jeli x;; > 0.

Reseni popsanou metodou ziskdme pfi volbé 2 = 2,0 a dostaneme toto FeSeni

j Xyj X2j X3j
1 25 0 0
2 40 0 0
3 5 55 0
4 0 0 30
5 0 0 20
6 0 0 30
7 30 0 5
8 0 0 30
9 0 25 0

10 0 0 40

Celkové ndklady Cini 847,75.

Pti metod€ postupnych aproximaci postupujeme takto: Nejprve zvolime libovol-
nym zpusobem mnoZstvi pfepravované z mist A;, A,, ..., 4,,; tim bude uspokojena
¢ast pozadavkll v mistech By, B,, ..., B,. Pfi takto pevné stanovenych hodnotdch
X3js Xajs s Xmjp J = 1,2, ..., n urCujeme mnoZzstvi x, j, x,; pfevdzné z mist 4,, 4,
optimdlnim zptisobem. ReSeni této tulohy lze provést standardnim zpiisobem po-
moci posloupnosti funkci f, jedné proménné. Nyni ponechdme hodnoty x,j,
Xsj»--» Xmj @ Za X;; volime ziskané minimdlni hodnoty a opakujeme postup
-minimalizace pro mista A4,, A;. Postupujeme-li takto dadle, ziskdme posloupnost
postupnych aproximaci, kterd v né&kterych pripadech konverguje k feSeni ddva-
jicimu absolutni minimum uéelové funkce.

(Dokonceni pFisté)
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