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Opét o Riemannové dzeta funkci

Bréetislav Novdk, Praha

Krasa a prfitazlivost matematiky je i v tom, Ze existuje celd fada problému po-
mérné jednoduse formulovatelnych, které odolavaji sili celych generaci. V teorii éisel
zde byly klasické problémy rektifikace kruznice a kvadratury kruhu, které vyfesil az
Lindemanntiv vysledek o transcendentnosti &isla n. Nejznaméjsi vsak jsou tzv. Velka
véta Fermatova a Riemannova hypotéza. Zatim co Fermatova véta laka svou formulaci
a historii i laiky, je Riemannova hypotéza vysadou téch, ktefi maji vétsi matematické
vzdélani.

Pred vice nez rokem byly nase matematicka vefejnost informovana (Informace MVS
JCMF, 34, 1990) o vystoupeni J. S. Hwanga (Academia Sinica, Taipei, Taiwan) na
mezinarodni konferenci o teorii potencialu (ICPT-90, Nagoya), o niZ byli informovani
i Gastnici svétového kongresu matematiki (ICM-90, Kyoto). Nazev pfednasky ,,On
the falsity of Riemann’s hypotesis“ vzbudil vieobecny zdjem. ProtoZe i v &asopise
PMFA byla tato problematika pfipomenuta bizarnim hororem [10], vratme se k Rie-
mannové funkci jesté jednou, tentokrat na matematické virovni.

Slava Riemannovy funkce ((s), kterd je pro komplexni s, Res > 1 definovina

vztahem
o0

)=y =
n=1

vznikla diky Riemannové kratké praci [9], kde jsou dokazany a Easteéné piedpovédény
jeji vlastnosti, zejména se zietelem na problematiku rozlozeni prvoéisel. Pfipomenime
Jjeji zékladni vlastnosti (podrobné&ji viz [8] a literaturu tam uvedenou, déle nedavné
prehledné ¢lanky [5] a [6]).

Funkce {(s) m4 analytické pokralovani v celé komplexni roving: ziskdme tak funkci,
ktera je meromorfni s jedinym jednoduchym pdlem v bodé s = 1 a splituje nadsledujici
funkciondlni rovnici: polozime-li

S\ __=
&(s) = I'(3)7"5¢(s),
plati
£(s) = £(1 - 5).

(I je Eulerova funkce gamma.) Funkce {(s) ma redlné nulové body v sudych zdpornych
gislech (tzv. trividlni nulové body); vSechny ostatni nulové body jsou imaginérni a lezi
v tzv. kritickém pdsu 0 £ Res < 1. Pro jejich podet v obdélniku 0 £ Res £ 1,
0 < Ims £ T plati vztah

T T T
(1) N(T)= g lng = 5o+ O(nT)
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(stejny vztah plati pro dolni polorovinu, nebof {(3) = ((s)). Jedina vlastnost funkce
¢(s), Riemannem jen pfedpovédéna v praci [9], je jeho fascinujici hypotéza:
Vsechny netrividlni nulové body ((s) lezi na tzv. kritické primce Res = 1.
Souvislost {(s) s prvoéisly byla zndma jiz Eulerovi:

() =JJ1=p")"", Res>1,

p

kde p v nekonetném souéinu probihd vsechna prvoéisla. Pro s > 1 odtud ihned
dostaneme ' )
In¢(s) = Z;; +0(1), s—1y
p

a z divergence harmonické fady (pdl {(s) v bodé& 1) mame Euleruv diikaz nekoneénosti
prvodisel.

Souvislost je vSak jesté tésnéjsi: informace o poloze netrividlnich nulovych bodi se
pfimo pfenasi na chovani funkce m(z), vyjadfujici pocet prvodisel, nepresahujicich z.
Vime-li jen, Ze {(s) # 0 na piimce Res = 1, dostaneme vztah

T . . w(z)lnz
~—, tj. 1 —_— =
(=) Iz’ Ye—ito !
nebo piesnéji
T
. dt

7(z) iz L

2

jak ukédzali (a je$té v silngjsim tvaru) Hadamard a nezdvisle de la Vallée Poussin
v r.1896. Vime-li Ze {(s) # 0 ,,vice vlevo“ od piimky Res = 1, dostaneme pro rozdil
m(z) — Liz odhady jeho velikosti. Nejlepsi soutasny vysledek pochdzi jiz z roku 1958
(Vinogradov a nezavisle Korobov): je-li s = o + it, kde

C
T 2Bt Inn~ B

o> 1 It 2,

pak ¢(s) # 0. Odtud
n3/5r
7(2) = Liz + O (ze™ min7is )

(pismenem ¢ ozna¢ujeme ruzné ,absolutni kladné konstanty).
Z platnosti Riemannovy hypotézy vsak plyne

7(z) = Liz + O(v/zInz).

Tento vztah je dokonce s Riemannovou hypotézou ekvivalentni.

Riemannova. hypotéza, ev. jeji zobecnéni pro dalsi podobné definované funkce (De-
dekindovy funkce dzeta atp.) maji zdsadni vyznam pro celou fadu problému teorie
¢isel. Uvedme tii piiklady, které maji vztah i k dal§im oblastem matematiky (a navic
dva z nich jsou vyznamné i vzhledem k pfinosu &eskych a slovenskych matematika).
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Je-li t pfirozené &islo, uvazujme Fareyovy zlomky, pfislusné k &islu ¢ v intervalu
(0, 1), tj. zlomky ve tvaru p/q s celymi nesoudélnymi p,q, 0 < p £ ¢q < t. Tyto zlomky
se uzivaji v teorii funkci, teorii aproximaci a i v numerické matematice. Ozna¢me ®(t)
jejich potet; ziejmé je ®(1) = (1) + ©(2) + ...+ ¢(t), kde ¢(n) je zndma Eulerova
funkce, oznadujici poéet prirozenych &isel, nepresahujicich n a s n nesoudélnych.
Zkoumejme, jak jsou tyto zlomky rozloZeny v intervalu (0, 1). Uspofddejme je podle
velikosti: 0 < 71 < 73 < ... < 1y £ 1, kde u = ®(t) a porovnejme je s pravidelné
rozdélenymi body i/u,i=1,2,...,u. Bud

6 =r —ifu.

V r. 1924 ukazal Franel, Ze Riemannova hypotéza je ekvivalentni s platnosti vztahu
u
Y 6 =o0(tt)
i=1

(t = 400, € > 0 libovolné). Landau ve stejném roce nalezl dalsi ekvivalentni vztah

ITERYATAY
gla.l O(t”’f)

V préci [3] ukazal Kopfiva, Ze i platnost podobného vztahu

g (r?—l _ %) -0 (t‘/“‘)

(n > 1 je pevné zvolené pfirozené &islo) je ekvivalentni Riemannové hypotéze. V praci
[4] pak zjemrtiuje tento vysledek, dokdzany v r. 1949 Mikoldsem: UvaZujme rozdil

(1)

1
R(t) = / f(z)dz - ;(,2—0 > 1w
0 =

Lze ukédzat, Ze pro kazdou Riemannovsky integrovatelnou funkci f je R(t) = o(1),
t — +00. Mé-li f omezenou derivaci v intervalu (0, 1), lze R(t)®(t) odhadnout stejng,
Jjako zbytek v prvotiselné vété; z platnosti Riemannovy hypotézy pak plyne R(t)®(t) =
= O (t'/2*¢) pro kaidé € > 0. Pro predstavu wéinnosti t&chto vztahi uvedme, e lze
snadno ukézat, ze ®(t) = 3t2+0O(tInt). Z obecné teorie dostaneme jen odhad R(t) =
= O(t~1). Zajimavé je, Ze plati-li vatah R(t)®(t) = O (t1/2*¢) pro kazdé € > 0 a pro
kazdy polynom druhého stupné f(z) = apz? + a1z + az (a lze ukazat i jiné volby f),
plati Riemannova hypotéza. -

Druhy ptiklad spada do teorie kédovani. Popisme nejprve formu tzv. RSA algoritmu
(Rivest, Shamir, Adleman 1978 — pro podrobnégjsi vyklad odkazujeme na krasnou
monografii [7]). Zvolme dvé velkd prvoéisla p a ¢ a bud n = pq. Ziejmé p(n) =
= (p—1)(¢—1). Zvolme dale pfirozené &islo s, nesoudélné s ¢p(n). Madme-li nyni
zakédovat posloupnost ¢isel

Ny, Na, ..., Ng, ...
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(pEedstavujme si je tieba jako pofadova &isla pismen nebo znaki na psacim stroji)
utvofme posloupnost

C1 = Ni (mod n), Co = N; (modn), ..., Cx = Ni (mod n), ...

(budeme piedpokladat, ze N; < min(p, q); C; znamena zde nejmensi kladné &islo, pro
nez rozdil Ni — C; je délitelny &islem n). Jak provést dekédovani? Uréime pfirozené
t tak, aby rozdil st — 1 byl délitelny &islem ¢(n) (protoze s a p(n) jsou nesoudélna,

takové t vidy existuje; zvolime tieba nejmensi &islo této vlastnosti).
Pfipomerime nyni malou Fermatovu vétu; je-li &islo C nesoudélné s n, pak

c*™ =1 (mod n).

protoze podle nasi volby je s -t = 1 + up(n) s vhodnym ptirozenym u, dostdvime
postupné

C: = (N:)t — N,”‘t = Nil+u<P(") =N; (Niw('?))“ =N; (mod n)

(opét hleddme nejmensi nezdporny zbytek C} pfi déleni n). Nalezli jsme tedy zpét
puvodni posloupnost. Uvédomme si, Ze pro kédovani potfebujeme jen dvojici s a n, pro
dekédovani dvojici t a n. Role s a t je symetrickd: pomoci ¢ miizeme kédovat a pomoci s
dekodovat. Cely postup je snadno proveditelny na poéitaéi; existuji i uéelova kédovaci
zafizeni. Zdanlivé prosty algoritmus ma v3ak vysoky stupeni ,utajeni“. Ziska-li nékdo
dvojici s a n, potfebuje pro nalezeni hodnoty ¢ nutné hodnotu ¢(n), a tedy rozklad ¢&isla
n. Zvolime-li vSak p a ¢ dosti velk4, je ,,prakticky“ nemozné ze znalosti soué¢inu n = pq
nalézti p a q. Odtud plyne duleZitost ,rychlych algoritmi“ pro nalezeni délitele daného
velkého &isla pro urleni, je-li &islo prvotislo atp. Zde se opét objevuje Riemannova
hypotéza, tentokrit zobecnéna pro Dirichletovy L-fady mod k tj. fady

Mo =2 x(n)

kde x je charakter modk, tj. plati x(n) = 0 pro k/n a x(n1 - n2) = x(n1) - x(n2)
pro (n1,n2) = 1 x-# 0. Plati-li zobecnéna Riemannova hypotéza, tj. lezi-li viechna s,
pro néz je L(s,x) = 0 a Ims # 0 na pfimce Res = f, lze ukazat, Ze velm efektivni
Milleriv-Rabintiv test prvoéiselnosti vyZaduje pro dané n nejvyse 2(Inn)? zkousek.
Pro podrobny vyklad odkazujeme na [7] a dalsi literaturu tam uvedenou..

Jako tieti uvedme vysledky bratislavského matematika J. Mosera, jednoho z nej-
vyznamnéj$ich svétovych odbornikii v oblasti Riemannovy dzeta funkce. Cela fada
jeho vysledku by si zaslouZila samostatny éldnek, ktery by t&zko mohl byt pfistupny
nespecialistim. Z4jemce odkazujeme na piehledné &lanky [5] a [6], eventudlné na
origindlni Moserovy rice v Acta Arithmetika, Czech. Math. Journal a Acta Math.
Univ. Comen. Pravé v poslednim &asopise publikoval J. Moser v poslednich péti
letech nékolik praci, ukazujicich na souvislost Riemannovy funkce s teorii informace,
radiotechnikou a teoretickou fyzikou. Jen jeden pfiklad z posledni oblasti: plati-li
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Riemannova hypotéza, existuje v libovolném okoli Einsteinova rovnovainého stavu
nekoneéné mnoho asymptoticky rovnovaznych stavi.

Snad je z uvedeného vy&tu patrné, pro¢ Riemannova hypotéza je jiz 133 let stfedem
zajmu matematiki. Nikdo asi nespoéita kolik chybnych dikazi bylo podano. Uvedme
pro zajimavost nékolik pfikladii. Mezi nejzatvrzelejsi patfil odéssky matematik (znamy
pracemi z oblasti diferencialnich rovnic) N. I. Gavrilov. Svou praci z r.1961 vydal
i knizné. ProtoZe nalezené chyby stale opravoval, museli jeho oponenti pouZit drastic-
kého protipiikladu: sestrojili funkci, kterd ma véechny vlastnosti Riemannovy funkce,
které Gavrilov pouZival a pro niz Riemannova hypotéza neplatila. V roce 1966 na ICM
v Moskvé, ohlasil diikaz némecky matematik Haneke. V r. 1990 ohlésil dikaz znamy
matematik Luis de Branges (autor dikazu slavné Bieberbachovy domnénky). Svou
pfednasku odvolal. Kone¢né podle tistniho sdéleni podali nyni diikkaz — nezavisle na
sobé — dva vyznamni matematici, zijici na tizemi byvalého SSSR.

Vrafme se vsak k J. S. Hwangovi. Svou praci [1] zaslal do polského Easopisu Acta
Arithmetica a podle tstniho sdéleni A. Schinzela, nasel jeji recenzent p¥iblizné v polo-
viné rozsahlého sedmdesatistrankového rukopisu chybu skoro numerického charakteru,
podstatnou pro vysledek. J. S. Hwang v$ak sviij postup modifikoval a v letosnim roce
se objevily dva nové rukopisy. Prvni [1] nese stejny nazev jako prace z r. 1990, ale lisi
se postupem (i délkou — 34-stran) a neobsahuje o svém pifedchiidci Zddnou zminku.

Zskladni myslenka puvodni Hwangovy prace je jednoducha. Z Hadamardovy teorie
celych funkci vyplyva, ze

((s) = eM 1-2)et,
2(5—1)r(%+1) l;I( 9)

kde g probiha netrividlni nulové body funkce £(s), a = In2r —1 — %7, v je Eulerova
konstanta. Srovname-li netrividlni kofeny v poloroviné Imz > 0 podle imaginarnich
&asti, dostaneme posloupnost g, = o, + 17,., 0S11E£7125..,0< 0, <1 Ze vztahu
(1) pak ihned plyne

. 2nn
. nn’

ProtoZe vSechny netrivialni kofeny ((s) jsou g, a 7, a fada

-Ti G- S

n=1 Ignlz

(0 < gn +2n = 26, < 2) podle (2) konverguje, ziskame vyjadfeni

as+bs

¢(s) = c i n—S8)).
5) 2s — 1)1"(% N 1) 1;[ ( 2(20' ))
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Piedpokladejme, Ze Riemannova hypotéza plati, tj. o, = % a omezme se na s = %+
+1it, t > 0. Mame

elatb)s ad s(1—s)
(3) ¢(s) = l = ———7).
2(3-1)r(%+1)nI=Il( )

Pro nase s na polopfimce % +it,t>0jes(l—s)=|s|>2 ;} a nekoneény soudin ma
realné faktory. Ze Stirlingovy formule pro funkci I' dostaneme ihned pro s = % + it,

t — +o00 : :
lr(f : 1)] = \/Ee"T't'%(l +0(1)).
2

Vyraz pfed nekoneénym souéinem v (3) roste tedy na nasi polopfimce exponencialné.
Je vsak znamo, Ze

(4) ¢(s) = O(lt])

(tento vztah plati dokonce v celé poloroviné Re s 2 %) Exponencialni rust prvni &asti
v (3) musi byt tedy potlagen nekoneénym soulinem. Hwang se nyni snazi ukazat, ze na
nasi polopfimce existuje posloupnost bodi s; = % + it;, pro néz je nekoneény souéin
dosti velky, aby celkové — ve sporu s (4) — platilo

I (s7)] > eVl

Jak voli s;? Je pfirozené, volit s; ,mezi“ nulovymi body. Hwang ukazuje, Ze pro
nekone¢né mnoho n je |gn|? — |en-1|> 2 2 a é&isla s; postupné voli jako ,primér“
téchto dvojic, tj. jako &isla

1 .l 2 2 11%
5 +i[3 (eal* +lon-1?) - 7]
Pro dolni odhad nekoneéného souéinu v bodech s; je potieba bedlivé vazit vzajemnou
polohu s; a gn. Hwang nejprve na deseti stranach vypoétu odvozuje misto (2) mnohem
‘pfesnéjsi vyjadieni — asymptotiku s chybou O(nln—7n). Vlastni odhad souéinu
provadi na skoro étyficeti stranich — a zde byla nalezena chyba.

Obrafme se nyni na zdvér k novym pracim J. S. Hwanga, jejichZ recenze v dobé
dokonéovani rukopisu tohoto &lanku jesté probihd. Jejich zdkladni myslenka je stejné
zajimava jako u ptvodni verze prace [1]. Vytvofme novou funkci ¢*(s) (,zeta like
function®) tak, ze v puvodnim vyjadfeni

e

() = - 1-2)et
2(3-1)r(§+1)1:[( )
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zaménme netrivialni kofeny ¢ hodnotami p* = % + ilmp, tedy

iy a8 S\
¢*(s) = 2(S_I)F( +l)];:[(l g*)e

Je-li Riemannova hypotéza pravdiva, je (s) = (*(s). Hwang nyni chce ukdzat, Ze pro
kladna s je {(s) # ¢*(s), dokonce ‘

In¢*(s) > In((s) + 4}; > In{(s).

K tomuto téelu misto pfiblizného vztahu (1) uziva (sloZitého) pfesného vyjadfeni
funkce N(T'), pochazejici od Backlunda.
V praci [2] je dokazovana Lindelofova hypotéza

|
C(i +it) =0 (1), €>0
(ktera je dusledkem hypotézy Riemannovy). Navic jsou zde uvedena néktera tvrzeni
a hypotézy, které — z_;ednodusene feteno — fesi vie, co zistalo v této oblasti teorie

&isel dosud oteviené.
Oznadime-li p, n-té prvoiislo, plati znama nerovnost

Pny1— pn S p3/HF
pro kazdé € > 0. Hwang dokazuje zesileni této nerovnosti ve tvaru
Pnti— Pa S pi/7.

X4

‘Déle dokazuje analogii Bombieriho ,hypotézy o hustoté“ a tvrdi, Ze zobecnéni Rieman-
novy hypotézy pro Dirichletovy fady neplati. V zdvéru své prace vyslovuje hypotézu,
%e zndma Goldbachova hypotéza (kazdé sudé &islo vétsi nez dvé je souétem dvou
prvoéisel) rovnéz neplati. 1 kdyby se v téchto pracich (jak autor téchto fadku pevné
véFi) nalezla chyba, jsou price J. S. Hwanga zajimavou soulasti historie teorie ¢isel.
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