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Hilbertovy problemy

O desatém
Hilbertoveé problému

Ivan Havel, Praha

1. Desaty Hilbertiv problém se tyka feSitelnosti diofantickych rovnic. MizZe byt zfor-

mulovan takto: PoZaduje se udani metody, kterd by pro kazdou diofantickou rovnici

umoznila po kone¢ném poctu kroku rozhodnout, zda tato rovnice ma ¥eSeni, &i nikoliv.
Diofantickou rovnici se zde mini rovnice tvaru

P(xy,...,x,) =0,

kde P je polynom v x4, ..., x, s celoCiselnymi koeficienty; feSenim této rovnice rozumime
kazdou n-tici celych &isel (x;, ..., x,), ktera anuluje polynom P. Tak naptiklad

xy? =2y +x*2—-1=0
je diofanticka rovnice, kterd ma fefeni (napf. x = 1, y = 2), zatimco diofantick4 rovnice

ut +ut? +1=0
zfejmé zZadné feSeni nema.
Desaty Hilbertiiv problém byl vyfeSen teprve nedavno, v r. 1970; pfitom feSeni je
daleko od toho, co Hilbert pravdépodobné oéekaval. Odpovéd zni: Metoda pozadova-
nych vlastnosti neexistuje. Pivodni Hilbertova formulace problému ponechava stranou

otazku existence takové metody patrné jako apriorné kladné& zodpovédénou a nezmifiuje
se o ni.

Skute¢nost je ovsem takova, Ze v dobé, kdy Hilbert prednesl své problémy, nebylo jesté
mozné tuto otazku existence metody exaktné polozit. Teprve rozvijejici se matematicka
logika a teorie algoritmu a rekursivnich funkci dodaly potiebné pojmy a ditkazové po-
stupy, a tim umoznily matematicky se zabyvat podobnymi otazkami existence metod
i presnéji otazkami existence algoritmi pro feSeni riiznych tloh. VyfeSeni 10. problému
by tedy nebylo mozné bez vysledkit GODELOVYCH, CHURCHOVYCH, KLEENEHO, Pos-
TOVYCH, TURINGOVYCH a jinych, ktefi podstatné prispéli k rozvoji matematické logi-
ky a teorie rekursivnich funkci.
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V praci bezprostiedné souvisejici s 10. problémem nejvétsiho pokroku dosahli amerigti
matematikové J. ROBINSONOVA, M. Davis a H. PuTrNaMm. Posledni krok nezbytny k fipl-
nému vyfeSeni problému se podafilo provést mladému leningradskému matematikovi
J. V. MATJASEVICOVI (mimochodem drziteli 1. ceny mezinarodni matematické olympiady
zr. 1964).

Nejstruénéji se Matijasevic¢iv vysledek dé vyloZit takto: Z praci Davisovych, Putna-
movych a Robinsonové (viz napt. [1]) vyplyvalo, Ze k negativni odpovédi na 10. problém,
tj. k dikazu neexistence metody ve formulaci problému pozadované stadi odpovédst
kladn€ na tuto otazku:

Je pravda, Ze pro n&jaké m existuje polynom P(x, y, z, uy, ..., um) s celoCiselnymi
koeficienty takovy, Ze pro vSechna pfirozena x, y, z plati

z=x"<(Juy, ..., u,) P(x, y, z,uy, ..., u,) =072

Jinymi slovy: je predikat z = x* diofantick)'/?*)

MatijaseviCovi se podafilo na tuto otdzku odpovédét kladné a tak usp&sné koruno-
vat mnohaleté Usili matematikit pracujicich na vyfeseni 10. problému. Zajimavé je, Ze
jeho dtkaz je pomérné€ jednoduchy a v podstaté nepouziva metod moderni matematiky.
Hlavni roli v ném hraji vlastnosti Fibonacciovych Cisel.

2. Pro jakkoli stru¢ny a heslovity vyklad feSeni 10. problému je nezbytné vyjasnit si za-
kladni pojmy teorie algoritmii (nebo rekursivnich funkci), totiz pojmy ,,rekursivni
mnozina®, ,rekursivng spodetna mnozina“, ,,algoritmicka (& rekursivni) FeSitelnost
problému‘‘ apod., jakoZ i pojmy spojené s 10. problémem tésnéji — napf. ,,diofanticka
mnozina®, ,,diofanticky predikat* apod.

Piedeviim poznamenejme, Ze feSitelnost diofantickych rovnic v celych &islech je ekvi-
valentni FeSitelnosti v pfirozenych Cislech v tomto smyslu: Ke kazdé diofantické rovnici
R, (pfipomeiime si, Ze to je rovnice tvaru P(xy, ..., x,) = 0, kde P je polynom s celo-
&iselnymi koeficienty) se da efektivng sestrojit rovnice R, takova, Ze R; ma feSeni v celych
gislech, pravé kdyz R, je feSitelna v pfirozenych &islech, a podobng i naopak (bliZe je
mozné se s timto obratem seznamit napf. v [2]). Proto se miZeme od této chvile zabyvat
feSitelnosti diofantickych rovnic pouze v oboru pfirozenych &isel. (Vysvétleme ekviva-
lenci obou tloh ponékud podrobnégji: Pfredpokladejme, Ze umime v kone¢ném poctu
krokt pro libovolnou diofantickou rovnici rozhodnout, zda ma feSeni v celych dislech.
Je-li nyni dana libovolna diofanticka rovnice R a je o ni tfeba rozhodnout, zda je feSi-
telnd v ptirozenych &islech, sestrojime k ni nejprve efektivné — podle vyse uvedené po-
znamky — diofantickou rovnici R’ takovou, Ze R’ je feSitelna v celych &islech, pravé
kdyZ R ma feSeni v pfirozenych &islech, a na R’ aplikujeme postup, jehoZ existenci pfed-

*) Symbol I je znakem tzv. existenéniho kvantifikatoru, &te se ,,existuje* nebo ,,existuji‘‘. Druhy
kvantifikator, tzv. vieobecny, V, ktery se v tomto ¢ldnku nepouziv4, znamena ,,pro kazdé*“ nebo
,,pro vSechna‘. ,,Predikaty‘‘ miizeme chapat jako zobrazeni k-tic (k = 1) pfirozenych ¢isel do dvou-
prvkové mnozZiny {pravda, lei}. Je-li k = 1, resp. 2, resp. 3, hovofime o unarnich, resp. binarnich,
resp. ternarnich predikdtech. Napf. terndrni predikat z = x¥ je pravdivy pro tyto trojice (x, y, z):
(1,1, 1), (2, 3, 8), (10, 3, 1000), nepravdivy pro trojici (2, 2, 2).
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pokladame. ProtoZe R byla libovolna a pfechod od R k R’ je efektivni, umime rozhodo-
vat pro libovolnou diofantickou rovnici v koneéném pocétu kroki, zda je feSitelna
v pfirozenych &islech. Podobna ivaha je spravna i v opaéném sméru. )

V teorii rekursivnich funkci se vySetfuji rizné tf¥idy funkci. Pro nasi potfebu vystacime
jen s t¥idou tzv. obecné rekursivnich funkci, které budeme nazyvat prosté ,,rekursivnimi
funkcemi*“. MnozZinu pfirozenych &isel (s nulou) ozna¢ime N, jeji k-tou kartézskou moc-
ninu jako N*. Zajimame se o funkce riizného poétu argumentil, nabyvajicich pouze pfi-
rozenych hodnot, s funkénimi hodnotami opét v N. Konstrukce mnoziny rekursivnich
funkci probiha pak takto: Vychazi se ze souboru jistych tzv. zakladnich funkci — je to
konstantni nulova funkce jedné prom&nné O(x) = 0, funkce naslednika S(x) = x + 1
a spoletny soubor ,,projektivnich* funkei Iy(xy, ..., x,) = x,,. Pomoci operator@ sub-
stituce, primitivni rekurse a efektivni minimalizace pouZitych koneénémnohokrat se pak
induktivné vytvofi mnoZina rekursivnich funkci. Poznamenejme zde, Ze operator sub-
stituce je vlastné dobie zndmé tvofeni slozené funkce, primitivni rekurse, s kterou je
mozné se jiZ setkat v ivahadch Dedekindovych, je jisté zobecnéni rekurentni definice.
A koneCné operator minimalizace umoziiuje prechazet od jiz sestrojené funkce
F(xy, ..., X,41) k funkci G(x,, ..., x,) takto: Pfedpokladejme, Ze ke kazdému vyb&ru
n-tice argumentd (xy, ..., x,) existuje aspofi jedno x,, ; takové, 7e F(xy, ..., X,, X, ;)= 0.
Funk&ni hodnotu G(x,, ..., x,) pak definujeme jako nejmensi x,,, takové, Ze F(x,, ...
cees Xy Xppq) = 0.

BliZe se o téchto zadkladnich pojmech teorie rekursivnich funkci miiZe &tenaf poudit
vlastnost — jsou tzv. efektivné vycislitelné. Zakladni funkce jsou totiz natolik jednodu-
ché, Ze je bezpochyby umime ,,vyd&islit*“. Operatory, s jejichZ pomoci se rekursivni funkce
tvofi, rovnéz zachovavaji vlastnost ,,byt vydislitelnou funkci®. Zde se styka pfesny ma-
tematicky formalismus (totiz definice rekursivni funkce jakoZto matematického ob-
jektu) s pojmy intuitivniho charakteru (vy&islitelny). Dokud nedame pojmu ,,vy&islitel-
ny pfesny vyznam (tj. dokud nepodame jeho matematickou definici), nemohou mit
tvrzeni tykajici se efektivni vydislitelnosti charakter matematickych vét.

Vyrok typu ,,Kazda efektivn& vygislitelna funkce je rekursivni® (zarucujici spolu
s pfedchazejicim odstavcem rovnost mnoziny vSude definovanych tzv. efektivné vycisli-
telnych funkci a mnoziny rekursivnich funkci) ma tedy spise charakter pfirodovédného
principu, ktery zobectiuje lidskou zkuSenost. Je mnoho rozumnych diavodi véfit tomuto
principu, zvanému Churchova teze, ale podobna diskuse neni tématem tohoto ¢lanku.
Pfijméme tedy Churchovu tezi a miizeme si byt pak jisti, Ze mame-li funkci f zobrazujici
N*do N a tato funkce je n&jakym efektivnim zpisobem vy&islitelna (napf. jistou proce-
durou mechanického charakteru, pfi které pro kazdy soubor argumentii vypodet konéi
po kone&ném pottu kroki), je f rekursivni funkce.

Mnozina A = N se nazyva rekursivni, jestliZe je rekursivni jeji charakteristicka funkce
x4 definovana takto: y,(x) =1, jestliZe xe A a y,(x) = 0 pro xe N — 4. MnoZina
A < N se nazyva rekursivné spoetna, jestlize miZe byt ziskana jako mnozina hodnot
jisté rekursivni funkce. Tedy A < N-je rekursivné spodetna, jestlize existuje rekursivni
funkce f(x) takova, Ze A = {f(x); x € N}. Da se dokazat, Ze kazdé rekursivni mnoZina
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je rekursivng spodetna a Ze opak neni pravdou. Existuji rekursivné spo&etné mnoziny,
které nejsou rekursivni.

Predpokladejme nyni, Ze je ddna mnozina A = N. Pro kazdé x e N si pak mlzZeme
polozZit otazku: je x € A? Dostaneme tak nekoneény soubor jednotlivych konkrétnich
problém:

Odpovéd na kazdy ,,jednotkovy* problém je bud ano, nebo ne. MizZeme ovSem téZ
shrnout jednotkové problémy a zformulovat tzv. hromadny problém: udejte efektivni
metodu, ktera by pro kazdé x e N po kone¢ném poétu krokii stanovila, zda x e 4 ¢&i
x ¢ A. ReSeni hromadného problému pak spoéivd bud v sestrojeni efektivni metody
(neboli algoritmu) pozadovanych vlastnosti, nebo v dikazu, Ze takovy algoritmus ne-
existuje. V prvnim piipadé fikdme, Ze hromadny problém je algoritmicky (nebo téZ
rekursivng) fesitelny, ve druhém hovofime o algoritmické nefesitelnosti problému.

Neni-li hromadny problém algoritmicky feSitelny, neznamena to jesté, Ze jeho ,,jed-
notkové* komponenty nebude mozné rozhodnout. Neptijde to vSak jedinou obecnou
napfed sestrojenou efektivni metodou (algoritmem), nybrz kazdy jednotkovy problém
pak bude obecné vyzadovat jiny tviréi postup.

PiesvédCime se jesté, Ze vySe formulovany tzv. rozhodovaci problém je algoritmicky
fesitelny praveé pro rekursivni mnoziny. Skute¢né, bud nejprve 4 = N rekursivni. Pak
existuje jednoduchy obecny postup, jak pro libovolné x € N rozhodnout, zda x € A.
Navod zni: dosad x do charakteristické funkce mnoziny 4. Ta je rekursivni, tedy efek-
tivné vydislitelna a pro kazdé x € N tak zname po koneéném poétu krokii odpovéd. Bud
naopak 4 = N takova, Ze je k dispozici algoritmus, ktery pro kazdé x e N rozhoduje,
zda x € A, ¢i nikoliv. To zarucuje efektivni vydislitelnost charakteristické funkce mnoziny
A. Pro dané x € N totiZ nejprve algoritmem rozhodneme, zda x € A nebo x ¢ A. V prvnim
piipad& polozime y,(x) = 1, ve druhém y,(x) = 0. Podle Churchovy teze je pak y, re-
kursivni, tedy i A4 je rekursivni, cbd.

Zéavérem této kratké exkurze do teorie rekursivnich funkci zformulujeme nékteré
hromadné problémy:

1. Sestrojit algoritmus, ktery by pro kazdé pfirozené Cislo rozpoznaval, zda je prvodis-
lem. Problém je algoritmicky feSitelny, ¢tenaf si jisté snadno uvédomi, jak vypada
prislusny algoritmus pracujici napf. pomoci délitelnosti.

2. Sestrojit algoritmus, ktery by pro kazdou formuli vyrokového poctu rozhodoval, zda
je ve vyrokovém po&tu dokazatelna (algoritmicky feSitelny problém, jak se dokazuje
ve vyrokové logice).

3. Totéz pro predikatovy pocet (algoritmicky nefesitelny problém, jak bylo dokazano
v pribhu 30. let).
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4. Rozhodnout pro libovolnou kvadratickou rovnici s racionalnimi koeficienty, zda méa
dva rtizné realné kofeny (algoritmicky FeSitelné, algoritmus je jednoduchy: vypotitej
diskriminant).

5. Sestrojit algoritmus, ktery by rozhodoval pro libovolnou diofantickou rovnici, zda
ma feSeni (algoritmicky nefesitelné, poZadovany algoritmus neexistuje).

3. Ctenaf jisté postfehl, Ze posledni piiklad je modernizovanou verzi 10. problému.

Piejdeme nyni k bliz§imu rozboru tohoto problému a zavedeme je$té nékteré pojmy:
Mnozina A = N se nazyva diofanticka, jestliZe pro jisté m = 0 existuje polynom
P(y,uy, ..., u,) s celogiselnymi koeficienty takovy, Ze

yeA<(3uy,...,u,eN)P(y,uq,...,u,) =0.

Napiiklad mnoZina viech uplnych &tverct {0, 1, 4, 9, 16, ...} je diofantické (p¥islusny
polynom je y — u?).

Ukéazeme si nyni, Ze nutnou podminkou pro kladné feSeni 10. problému je rekursiv-
nost kazdé diofantické mnoziny. Skuteéné, predpokladejme, Ze disponujeme algoritmem,
ktery pro kaZzdou diofantickou rovnici umi fici po koneéném poétu krokt, zda je fesSi-
telna v oboru celych ¢isel ¢i nikoliv. Vime jiz, Ze potom by nutné musel existovat také
algoritmus, ktery by pro kazdou diofantickou rovnici rozhodoval, zda je feSitelna v pfi-
rozenych &islech. Bud nyni 4 diofantickd mnoZina s definujicim polynomem P(y, uy, ...

., u,,). UkaZeme, jak se sestroji rozhodovaci procedura pro mnoZinu 4. Pro ke N
utvofime rovnici P(k, uy, ..., u,) = 0, zapojime zakladni algoritmus, ktery fekne, zda
tato rovnice ma ¢i nema feSeni a podle toho konstatujeme bud k € 4, nebo k¢ 4 — to
vSe v kone¢ném poctu krokti, neboli A je rekursivni.

Pro diikaz neexistence metody poZzadované 10. problémem neboli pro negativni FeSeni
10. problému staci tedy nalézt aspoii jednu diofantickou mnozinu, ktera by nebyla re-
kursivni. Existenci takové mnoziny zarucuje véta, ktera tvrdi, Ze dokonce kazda rekur-
sivné spoletnd mnozina je diofanticka. Tato véta m4 pro 10. problém zakladni vyznam.
Jiz dtive jsme totiz Fekli, Ze existuji rekursivné spodetné mnoziny, které nejsou rekursivni.
Kazd4 takova mnoZina je pak piikladem nerekursivni diofantické mnoZiny. Nutna pod-
minka tedy neni splnéna a efektivni metoda poZzadovana ve formulaci 10. problému ne-
miiZe existovat.

Pro vysvétleni historie dikazu zakladni véty ,,Kazda rekursivné spodetnd mnoZina je
diofantickd* potfebujeme jesté dalsi pojmy.

Ziejmym zpuisobem nejprve rozsifime pojem diofantické mnoziny na mnoziny n-tic
pfirozenych &isel: 4 = N" je diofanticka, jestliZe pro jisté m = 0 existuje polynom
P(y1, .oy Yo Uy, .oy Uy,) s celoCiselnymi  koeficienty takovy, Ze (Y- y) €A
<> (Juy, ooy Up) P(V1s oo Y Ugs -5 Uy) = 0. n-arni predikat (n = 1) o(yy, ..., y,) na-
zveme diofantickym, jestlize jeho extenze, tj. mnozina {(yy, ..., y,); plati o(yy, ..., ya)} je
diofanticka.

Nejjednodus§i diofantické mnoziny jsou napf. {(x,y,z); z = x + y}, {(x, », 2);
z = x.y}; diofantické jsou predikaty g(x,y,z) <z =x*+ )% o)x,y)ex <y
ioy(x,y)ex <y
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Zajimavy a jak se pozdgji ukazalo velmi dileZity je problém mnoZiny

E={(x,y,2); z=x".
Je tato mnozina diofanticka?

J. Robinsonova jiz v r. 1952 dokazala (viz [7]), Ze jestlize existuje aspoii jeden dio-
fanticky predikat exponencialniho ristu, pak E je diofantickd. Zde se dvoumistny pre-
dikat go(x, y) nazyva predikatem exponencialniho ristu, jestlize z platnosti o(x, y) vy-
plyva y < x* a pritom pro kazdé pfirozené k existuji x, y takova, ze x = 1, plati Q(x, y)
axk<y.

Problém diofanti¢nosti mnoziny E zistal plnych 18 let nerozieSen. Mezitim se oviem
podafilo zredukovat vSe zbyvajici v 10. problému pravé na tuto otadzku. Podivame-li se
totiZ na definici diofantické mnozZiny (nebo predikatu), zjistime, Ze je to takova mnoZina,
ktera se da definovat pomoci operaci s€itani, od&itani a nasobeni (nebot tak se tvoii
polynom) a existenéniho kvantifikatoru. Je zajimavé zeptat se, jak vypadaji mnoZiny,
které lze definovat pomoci vSeho pravé vyjmenovaného a je$i€ navic operace mocnéni,
Lze dokazat, Ze to jsou tzv. exponencialné diofantické mnoziny (a podobn& predikaty):
A = N¥ je exponencialné diofanticka, jestlize existuje pro n&aké m = k polynom
P(X1, ooy X X115 o5 Xipps oor Xipgs o5 Xpu) takovy, Ze

(X1seees X) €A (It 15 vor X)) P(X1, ooy Xy X, oo, X7, o X0 o x0m) = 0
(tj. v P napf. misto x, dosazujeme x7*). Prvni kroky ve zkoumani exponencialné dio-
fantickych mnoZin provedla opét J. Robinsonova. Dokazala v r. 1952 ([7]), Ze mnoZiny

{(x,9); y=x!} a {(n, k,r); r= (Z)} jsou exponencialng diofantické. Z roku 1961

je pak velmi dudleZity tento vysledek Davisiiv, Putnamtv a Robinsonové (viz [1]):
,,Kazda rekursivné spocetnd mnozina je exponencialné diofantickd‘. Jinymi slovy:
kazdou rekursivné spoéetnou mnozinu lze definovat pomoci operaci s¢itani, od¢itani,
nasobeni, mocn&ni a pomoci existenéniho kvantifikatoru. (Definici rekursivng spodetné
mnoziny piitom pfirozenym zplsobem rozSifime i na mnoziny k-tic pfirozenych Cisel:
A <= N*je rekursivn& spodetna, jestliZe existuji rekursivni funkce f1(x), ..., fi(x) takové,
ze plati 4 = {(f1(x), ..., fi(x)); x € N}.) Zbyval problém, jak se zbavit operace mocnéni,
jak ji vyjadfit pomoci zbyvajicich; kdyby se to totiz podafilo, bylo by mozné o kazdé
exponencialné diofantické mnoziné tvrdit, Ze je diofanticka. Lze ukazat, Ze tento prob-
Iém je ekvivalentni problému diofanti¢nosti mnoziny E. Pfipomefime, Ze J. Robinsonova
dokézala, Ze pro dikaz diofanti¢nosti mnozZiny E sta¢i nalézt aspoii jeden diofanticky
predikét exponencialniho ristu. Pravé takovy predikat nalezl J. Matijasevi€ (1970, [3]).
Jeho vysledek je prekvapujici nikoli samotnou skutecnosti, Ze tento predikat existuje,
ale pfedevsim svym tvarem. Matijasevi€ definuje predikat &(u, v) takto:

®(u, v) <> v je v pofadi 2-utym Fibonacciovym &islem.

Z posloupnosti Fibonacciovych &isel 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, ... snadno nahléd-
neme, pro které dvojice (u, v) plati @(u, v). Jsou to (0, 0), (1, 1), (2, 3), (3, 8), (4, 21),
(5, 55) atd.
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Zbyva jen sloZit jednotlivé skuteCnosti dohromady: z existence exponencialné rostou-
ciho diofantického predikatu plyne, Ze E je diofantickd. Tedy kaZda exponencialng dio-
fantickd mnoZina je diofantickd. Protoze kazda rekursivné spo€stnd mnoZina je expo-
nencialné diofanticka, je i diofantickd. Odtud, jak jsme ukazali na za&atku § 3, plyne

7Ny v

neexistence algoritmu pro zjistovani feSitelnosti diofantickych rovnic.

4. Zavéreénou cast tohoto ¢lanku vénujeme struénému naznaleni Matijasevicova di-
kazu. Nejprve zopakujme znamou rekurentni definici Fibonacciovych &isel: poloZzme
0 =0,0, =1, @p1 = ¢, + @,_1. ¢; nazyvame j-tym Fibonacciovym ¢islem. Po-
mérné snadno lze dokazat, Ze predikat &(u, v), definovany vyse (D(u, v) < v = @,,), je
exponencialniho rlstu. Plati totiz ;4 1) = 302, — @2(n—1), 2 1edy i 205, < Q241 1) = 305,
odkud nalezneme indukci meze pro ¢,,: n < 2"~ ! < ¢,, < 3". S jejich pomoci se lehko
ov&fi, Ze ®(u, v) je predikat exponencialniho ristu. Ditkaz diofantiénosti tohoto predi-
katu je rozsahlejsi, ale principialné neni obtizny. Ctena¥, ktery se s nim bude chtit blize
seznamit, mize pomérné snadno prostudovat 19 lemmat popisujicich vlastnosti Fibo-
nacciovych &isel uvedenych v [3], jez nakonec vedou k vétg, kterou zde ze stejné prace
citujeme:

K tomu, aby v bylo 2u-tym Fibonacciovym &islem (v = ¢,,), je nutné a stagi, aby
existovala pfirozena &isla g, h, I, m, x, y a z takova, Ze plati té€chto 9 vztahu:

(1 usv<l 4 Plg (7) x* —mxy + y*> =1
2 P-lz-z*=1 (5) 1|(m -2 (8) 1| (x—u)
(3) g* -gh—h*=1 (6) (2h + g)|(m — 3) (9) (2h+g)|(x —v)

Konjunkce podminek (1)—(9) miZze byt oviem vyjadfena jako podminka anulovani
jistého polynomu, &imz je dikaz diofanti¢nosti @(u, v) ukonéen.

Zavérem nazralime mozné aplikace a dosah ziskanych vysledkt. Ze zakladni véty
o diofanti¢nosti kazdé rekursivné spocetné mnoziny a z jedné prace Putnamovy ([6])
vyplyva toto tvrzeni: Je mozné sestrojit polynom patého stupné Q(yy, ..., ¥, z) s celo-
Ciselnymi koeficienty takovy, Ze libovolnou rekursivné spoéetnou mnoZzinu M pfiroze-
nych &isel Ize ziskat jako mnozinu nezapornych hodnot polynomu Q(yy, ..., i, ay),
kde a,, je konstanta, kterou Ize efektivné vypodist na zaklad¢ znalosti induktivni vystav-
by né&jaké rekursivni funkce f takové, Ze M = {f(x); x € N}.

Vezmeme-li tedy za M ; napf. mnoZzinu vSech prvocisel, M, = {2, 3,5,7, }, za M, napft.
mnozinu viech Gplnych &tvercl, M, = {0, 1, 4,9, 16, ...} (mimochodem obg jsou rekur-
sivni), miizeme je vytvofit také tak, Ze v pevném polynomu Q(yy, ..., i, z) — zkon-
struovaném piedem ,,jednou provzdy“ — dosadime za z nejprve z = a,,, a potom
Z = ay, a v obou piipadech vezmeme mnoZiny nezdpornych funkénich hodnot takto
sestrojenych polynomt k proménnych. Poprvé tak dostaneme M, — vSechna prvoéisla,
v druhém piipadé M, — mnozZinu vSech tplnych &tvercil.

Podobné lze ptevést na tlohu o polynomech také Fermatiiv problém: M4 se rozhod-
nout, zda existuji kladna cela &isla x, y, z a n, n > 2, takova, Ze x" + y" = z". PoloZme

M, = {(x, y, z,n); X, y, z, n jsou cela kladna, n > 2 a x" + y" = 2"} .

Fermattv problém pak zni: je M, = (?
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Vsimnéme si nejprve, Ze ackoli o M, nevime, zda je prazdn4, ¢i nikoliv, miZeme kon-
statovat, Ze je to rekursivni mnoZina. Snadno se totiZ sestroji algoritmus, ktery bude pro
Stvefice prirozenych &isel (x, y, z, n) rozhodovat, zda x” + y" = z". JakoZzto rekursivni
(a tedy i rekursivn& spogetna) mnozina je M, diofantickd. D4 se tedy sestrojit polynom
P(x, y, z, n, uy, ..., u,) takovy, Ze (x, y, z, n) € My <> (Juy, ..., u,) (P(x, y, z, n, uy, ...
cees Uy) = 0).

Plati potom zfejm&, Ze M, je neprazdna, pravé kdyz diofantickd rovnice
P(x, y, z, n, uy, ..., u,) = 0 ma aspoii jedno feseni.

Zjednoduseni Fermatova problému touto cestou ziskané je oviem pouze zdanlivé.
Problém je sice pieveden na otazku, zda existuje feSeni jedné konkrétni diofantické rov-
nice, av8ak kdyby se tuto rovnici vitbec podafilo napsat, méla by pravdépodobné velky
pocet neznamych a dale pak z dokazaného faktu, Ze neni mozny algoritmus, ktery by
pro kazdou diofantickou rovnici rozhodoval, zda je, ¢i neni feSitelna, se d4 usoudit, ze
i jednotlivé ,,jednotkové‘ problémy, pro kazdou konkrétni rovnici zvlast, mohou byt
znadné& obtiZné.

VyfeSeni 10. Hilbertova problému je cennym utspéchem matematiky naseho stoleti.
D4 se oekavat, Ze bude mit vliv na mnohé otazky ve vice ¢i méné piibuznych partiich
matematiky, jak tomu ostatné nasvédéuji prace, které se jiz zadinaji objevovat.
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Myslenka, Ze fyzika musi byt Cistd, aby to byla
skute¢na fyzika, Ze vyzkum na hranici mezi fy-
zikou a biologii je pod dustojnost spravného
fyzika, byla stejné nespravna v roce 1946, jako
je i dnes. Nedavny ¢lanek Williama Spohna
nazvany ,,Mlze byt matematika zachranéna?*
vyvolal rozruch v matematickém svété. Spohno-
va hlavni teze spo¢iva v tom, Ze puritani, ktefi
vlddnou ve vétsiné matematickych instituci, od-
cizili matematiku natolik od zbyvajici lidské kul-

tury, Ze se ocitla v nebezpeéi stat se sterilni.
Mnohé z toho, co tvrdi Spohn, stejné dobie
plati, kdyZz zmeénime néazev jeho c¢lanku na
,,Muze byt fyzika zachranéna?‘ a dosadime si
misto ,,moderni matematiky** ,,fyziku vysokych
energii‘‘. Nejjistéjsi cesta, jak zachranit fyziku
od katastrofalni stagnace ¢i sestupu béhem na-
sledujicich tficeti let, podle mého nazoru je do-
nutit mladé fyziky pracovat na pomezi, kde se
fyzika prekryva s jinymi védami...

F. J. DYSON
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