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Pokud jde o jadernou fyziku, je tfeba upozornit na jednu oblast, kterd se jevi jako
nejperspektivnéj$i. Neddvno byla teoreticky odhalena moZnost existence anomdlnich
(superhustych, supertézkych a supernabitych) jader souvisejici s pionovou nestabilitou
vakua. Pfitomnost pionového kondenzdtu vyrazné méni mnohé dileZité charakteristiky
jaderné ldtky. Teoretické vypodty pfipoustéji moZnost existence kondenzdtu v oby&ejnych
jddrech. Pionovd kondenzace vede k fad& zajimavych jevii i v astrofyzice (neutronové
hvézdy).

Védzené soudruzky a soudruzi,

pokusil jsem se upozornit na pfedpoklddany vyvoj v nékterych oblastech fyziky,
hlavn& v t&ch, které jsou predmétem vyzkumu ve Fyzikdlnim ustavu CSAV. Oblast
fyziky je pfirozené daleko $irsi. Pfedpokldddm, Ze perspektivni rozvoj dalsich fyzikdlnich
sméri, dileZitych pro nase ndrodni hospoddfstvi, jako je biofyzika a dalsi, bude pied-
métem jedndni v jednotlivych sekcich.

Z toho, co jsem uvedl hlavné v prvni ¢asti svého vystoupeni, 1ze soudit v konfrontaci
s perspektivnim rozvojem jednotlivych oblasti fyziky, na moZné aplikace v inovaéni
politice nasi primyslové i zemé&dé&lské vyroby.

Snazili jsme se, aby jiZ v této pétiletce vysledky vyzkumu ve fyzice vyustily v aplikace,
kterym pfikldddme mimofddny vyznam. Nékteré z nich jsme zafadili mezi cilové projekty
zékladniho vyzkumu.

Z toho, co jsem zde uvedl pti konfrontaci hlavnich sméri védeckotechnického rozvoje
s pfedpoklddanym rozvojem fyziky v pfistim obdobi s ¢asovym horizontem roku 2000
je patrno, Ze fyzika miZe a musi intenzivné&j§im zptisobem pfispét k védeckotechnickému
rozvoji a Ze vysledky bdddni v oblasti fyziky mohou vyraznym zplisobem pfispét k ino-
vaci naSeho priimyslu tak, jak je uvedeno v heslu nasi 7. konference. Jsem pfesvédcen,
Ze jednani v plénu i v jednotlivych sekcich to potvrdi.

Integralni rovnice v teorii potencialu
Ivan Netuka, Jifi Vesely, Praha

Jednou z nejstarS§ich metod feSeni okrajovych uloh teorie potencidlu je metoda
integrédlnich rovnic. V ucebnicich vénovanych rovnicim matematické fyziky patii ke
klasickym partiim. Jeji velky vliv na rozvoj funkciondlni analyzy je obecné znamy
(srv. [3]), ménég je viak zndm rozsah zp&tného vlivu, ktery vedl k renesanci metody in-

tegrdlnich rovnic. S nejduleZitéj§imi vysledky z této oblasti se pokusime ¢tendie pristup-
nou formou sezndmit.
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1. Trochu historie a fyziky

O vznik matematického. popisu gravita¢niho pole se pfi¢inili Euler, Lagrange a La-
place. V osmdesdtych letech 18. stoleti se zaalo chdpat ureni gravitaéniho pole télesa
jako urleni funkce, jejiZz gradient v bodech vné télesa popisuje velikost a smér piisobeni
gravitadni sily. Pro tuto funci se ustdlilo jméno potencidl. Pozdé&ji se ukdzalo, Ze problémy
elektrostatiky a magnetismu vedou téZ ke studiu potencidlii; toto studium v pracich
Greena a Gausse pferostlo ve zrod samostatné matematické discipliny — teorie poten-
cidlu. Jeji uzky vztah k rovnicim matematické fyziky se vdZe k jednomu z prvnich po-
znatkd o vlastnostech potencidli — velmi brzo bylo zndmo, Ze gravitani potencidl
télesa vyhovuje v prostoru mimo téleso parcidlni diferencidlni rovnici, kterou v R™
zapisujeme ve tvaru

m 0%u
M ig:l ox? '
Vyraz vlevo se piSe obvykle zkrdcené ve tvaru du, kde 4 je tzv. Laplacetiv operdtor.

Pfedstavme si v prostoru umistény vodi¢ izolovany od vn&jsiho prostfedi (napf.
kovovou kouli umisténou na sklen&ném podstavci). Nabijeme-li tento vodi& ndbojem Q,
vytvoii tento ndboj na povrchu vodice ,,nekoneéné tenkou vrstvu*. Pfitom vysledné
silové pole bude uvnitf vodie nulové. Budeme-li mit v blizkosti jiny nabity vodi&,
rozlozi se Q tak, aby silové plisobeni z druhého vodice ,,vyrusil®, tj. aby vysledné pole
uvnitf koule bylo opét nulové. Tyto poznatky experimentdlné odvodil jizZ Coulomb.

Fyzikdlni intuice nds stejné jako matematicky popis pfivedou k poznatku, Ze potencidl
vné vodiCe zdvisi nejen na velikosti povrchu vodice a na velikosti Q, ale téZ na tvaru
vodide. Urdeni tohoto potencidlu pfi daném rozloZeni ndboje na hranici je jednim ze
zékladnich problémi. Dalsim je tzv. zdkladni problém elektrodynamiky, jehoZ vysetfo-
vdni se jiZ v poloving minulého stoleti v&novali Thompson (lord Kelvin) a Kirchhoff.
Jestlize se ndboj na vodi&i ustdlen& pohybuje (,,tefe), potom intenzité elektrického
pole E odpovidd elektricky potencidl &, ktery na vodi¢i vyhovuje opét rovnici (1) a zdvisi
samoziejmé na tom, kterou ¢dsti hranice a v jakém mnoZstvi ndboj pfitékd, resp. odték4d.
Uréeni potencidlu @ je mozZné, zndme-li — fyzikdlné feCeno — velikost ndboje proté-
kajiciho libovolnou &4sti povrchu vodice. Pro nds je podstatné pouze to, e zminéné
fyzikdlni problémy vedou k formulaci zdkladnich okrajovych wloh, kterymi se budeme
zabyvat.

2. Zdkladni matematicky aparait

Ctendti postadi k pochopeni podstaty problémti jen intuitivni pfedstava o zdkladnich
pojmech, sloZit&j$i pojmy se pokusime pfistupnou formou objasnit. Budeme pracovat
v R™, m = 3; pro ndzorné pfedstavy je vhodny prostor R3. Je-li G = R™ oteviend mno-
%ina, Fikdme, Ze funkce u je tFidy C* na G (piSeme u € C*(G)), md-li na G spojité parcidlni
derivace aZ do fddu k. Zdpis f e C(M) znadi, Ze f je spojitd funkce na mnozing M.

Funkce u € C*(G), pro kterou je 4u = 0, se nazyvd harmonickd funkce na G. Na-
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ptiklad linedrni funkce jsou harmonické na celém prostoru R™. Existuji-li v§echny par-
cidlni derivace ou/dx; (z) funkce u v bod& z € R™, nazyvd se vektor grad u(z) := (du/ox,,
.uy OU / 0% ) (z) gradientem funkce u; grad u je tedy vektorova funkce. Je-li I" jednotkovd
sféra, tj. I' = {z; |z| = 1}, pak pro pevn& zvoleny vektor ne I a u € C*(G) je skaldrni
soucin n . grad u roven smérové derivaci duon funkce u ve sméru n. Lehce se ovéf,
Ze smérovd derivace harmonické funkce u je opét harmonickd funkce.

Podobné neni obtiZzné nalézt nenulovou sféricky symetrickou funkci harmonickou
na R™ \ {0}. Tato uloha vede na jednoduchou diferencidlni rovnici v jedné proménné,
nebot sféricky symetrickd funkce je na kazdé sféfe tvaru {z; |z| = r} konstantni. Ozna-
¢ime-li 4,, = A plo$nou velikost sféry I' = R™, je vhodné tuto funkci normalizovat
a polozit

@ ho(x) =

kde |...| zna&i eukleidovskou normu. Obvykle jeit& klademe ho(0) = co. Z fyzikdlniho
hlediska je h, v podstaté potencidl jednotkového ndboje umisténého v po&itku (ve
smyslu teorie distribuci plati —A4h, = J,, kde §, je Diracova mira soustfedénd v po-
¢dtku — v tom byl smysl provzidéné normalizace; funkci — h, nazyvdme téZ fundamen-
tdlni Feseni rovnice (1)).

1

(m—-2)4 S

Klademe-li h,(x) := ho(z — x), maji linedrni kombinace funkci h, fyzikdlni vyznam
potencidli soustav kone¢né€ mnoha ndbojt. Napf.

® ple) = 3 ohe )

je potencidl systému ndboji o velikostech a; umisténych v bodech z;, j =1,... k.
Vysetfovdnim potencidlii tohoto typu v R® zalinala ,,prehistorie® teorie potencidlu.
Snadno se ovéfi, Ze je-li G =« R™ oteviend, pak pro vSechna z ¢ G jsou harmonické
na G nejen funkce h_, ale i jejich sm&rové derivace (je opét |n| = 1)

z

h :x b n. grad hy(x)
n

a jejich linedrni kombinace (tetkou znatime zde i ddle skaldrni soutin).

3. Dirichletova a Neumannova iloha

V motivaénich ivahdch budeme pfedpoklddat,7ze G = R™ je oteviend mnoZina a Ze jeji
hranice 4G = B je omezend (a tedy kompaktni) hladkd plocha tfidy C?; pfesn&ji fe¢eno,
pfedpokldddme, Ze ke kaZdému bodu y e B existuje okoli U, a prosté zobrazeni ¥
mnoZiny U, n B na otevienou mnoZinu ¥ = R™" ! tak, Ze inverzni zobrazeni ¥ ! : V »
— U, N B je popséno (m — 1) funkcemi z C*(V) a jeho Jacobiho matice md viude na V
maximdlni hodnost (intuitivné: ¥~1 je parametrizace ,,kousku B kolem y“). Didle se
tento predpoklad jest® Gast&ji vyskytne — budeme vidy hovofit struén€ o mnoZingé G
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s hladkou hranici. UmoZiuje ndm pracovat s pojmy (zde stai tendfi pouze jejich
intuitivni chdpdni) jako je napf. povrchovd mira, te¢nd rovina apod. Vnéjsi normdlu
n(y) chdpeme vzdy jako jednotkovy vektor kolmy k te¢né (nad)roviné k B s bodem
dotyku y a smé&fujici ,,ven z G*, tj. pro viechna dostaten& mald ¢t > Oje y + tn(y) ¢ G.

Zformulujme matematicky ulohy, na néZ vedou problémy zminéné v €dsti 1: K dané
funkci g € C(B) naleznéte funkci ve C(G U B) takovou, Ze v|g je harmonickd funkce
a v|p = g (uZivdime obvyklého oznaleni pro restrikce). Je-li mnoZina G neomezend,
pozadujeme navic, aby lim  v(x) = 0.1kdyZ byla tato tiloha formulovdna (pro R®)

|x] =, xeG
jiZ v Greenové€ prdci z r. 1828, byvd obecné nazyvdna Dirichletova tloha; budeme ji
stru¢n& znacit (D).

Neumannova uloha (N) 24dd nalézt k dané funkci g € C(B) harmonickou funkci w
na G takovou, aby jeji normdlni derivace 6w/6n splyvala s g. (Pro neomezenou mnoZi-
nu G opét 7d4ddme ,,anulovdni w u nekonetna* obdobn& jako v pfipad€ ulohy (D).)
Podrobngji tato podminka Fikd, Ze pro kazdy bod y e B plati n(y) . grad w(x) — g(y)
pti x = y, x € G, kde n(y) je vn&jsi normdla ke G v bodg y. Je zde jeité jedna podminka
omezujici moZnou volbu g: integrdl z g pfes hranici B vzhledem k povrchové mife je
roven 0.

Smysl posledni podminky osvétlime pomoci fyzikdlni interpretace: je-li C = B
,,Tozumnd* mnoZina, pak (integrujeme vzhledem k povrchové mite)

@ | Froras0) =x©)

je ,,tok ndboje“ s odpovidajicim elektrickym potencidlem w €dsti C hranice B. ProtoZe
vySetfujeme ustdleny tok, nedochdzi k riistu nebo poklesu celkového ndboje na ,,vodidi*
G, a tedy celkovy tok hranici v(B) je roven 0.

Je na misté& n€kolik vysvétlujicich pozndmek. Oznadeni,,Neumannova tloha‘ je z hledis-
ka priority vhodn&;jsi neZ u (D), nebot za definitivni formulaci (N) vdéime F. Neumannovi.
Povsimn&me si toho, Ze pfi formulaci (D) a (N) hladkost hranice B je pro (D) nepodstat-
nd, zatimco u (N) jsme na ni podstatné zdvisli: potfebujeme mit definovdnu normdlu
n(y) viude na B. Z fyzikdlniho hlediska je toto omezeni pon&kud nepfirozené, stadilo
by popsat ,,uréujici tok* z okrajové podminky pfimo pomoci funkce v(C), definované
na vhodnych podmnoZindch C € B — hladkost je do tlohy zataZena pfes formulku (4).
Jinak fe€eno, misto snadno fyzikdlné interpretovatelné mnoZinové funkce v se ve znéni
(N) objevuje jeji hustota vzhledem k povrchové mife, kterd je ,,fyzikdln& nendzornd*.

4. Metoda integrdlnich rovnic

Zminili jsme se jiZ o tom, Ze napf. funkce p v (3) je harmonickd na G, zvolime-li body
z; na B nebo obecnéji mimo G. Predpoklddat, Ze by pro kaZdou g z okrajové podminky
v (D) a (N) bylo moZné vyjddfit feSeni t&chto tloh ve tvaru (3) by bylo ptiliinym opti-
mismem. Zkusime je viak hledat ve tvaru obecnéjiim. PoloZzme pro f e C(B)
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(5) Uf(x) = Jf z) h(x)dS(z), Vf(x) = J-f(z) n(z) . grad h,(x) dS(z) .

Funkce Uf a Vf nejsou na rozdil od p konecnymi kombinacemi harmonickych funkci
na G, jsou to viak jakési ,,nekonecné spojité kombinace* funkci h_, resp. jejich sméro-
vych derivaci. D4 se ukdzat, Ze jsou téZ harmonické na G. Funkce Uf se nazyvd poten-
cidl jednoduché vrstvy a Vf potencidl dvojvrstvy (s hustotou f). Vzhledem k (2) lze
vyjddieni Vf uvést na tvar obvykly v uéebnicich matematické fyziky
© e =% [ 16 " as(s.
Alg lz - x|"‘
Za naSich predpokladi jsou funkce Uf, Vf definovdny na R™ a lze dokdzat, Ze Uf je
na celém prostoru spojitd. Zkusme Fesit nejprve tlohu (D). Zddnlivé by stacilo nalézt
f € C(B) tak, aby platilo

@) Uf =g na B.

Ale i pfi naSich pfedpokladech o G rovnice (7) nemusi mit feSeni pro kaZdou g € C(B)
(jde o integrdlni rovnici prvniho druhu). Jinak feeno, funkci U, f € C(B), je mdlo na to,
abychom kaZdé feseni (D) pro g € C(B) mohli vyjddtit jako Uf s vhodnou funkci f.

Zkusime tedy pracovat s funkcemi Vf. Prvni obtiZ spodivd v tom, Ze Vf nemusi byt
spojitd na R™ a dokonce ani na G U B. Lze ji v§ak vZdy z G spojité rozsifit na G U B —
hodnoty rozsifeni v bodech hranice B jsou ddny pomoci tzv. véty o skoku. Oznaéme
G’ = R™ \ G. Potom plati

(8) Llim Vi) = Vi) + 40)
(8) Lim Vi) = Vi0) = ()

pro kazdé y e B, pfiblizujeme-li se k hranici B ,,zevnitf (limita vzhledem ke G) nebo
,»,zvendi“ (limita vzhledem ke G'). Odecteme-li rovnici (8') od (8), je vidét, Ze p¥i pfechodu
hranice B md Vf v bod& y ,,skok* rovny prdv& f(y); odtud je odvozen ndzev véty.
Definujme operdtor V:f + Vf|p. Porovndnim pravych stran v (8), (8') a funkce g
z okrajové podminky v uloze (D) dostaneme po jednoduché \ipravé integrélni rovnice

) (T+2vV)f=2g, (I-2V)f=-2g,

na jejich fedeni lze prevést feseni ulohy (D) pro G nebo G’ (nékdy se mluvi o vnitfni
a vn&jii uloze). Operdtor I je identicky operdtor na C(B).

Zatimco (7) nemusela mit obecn& feSeni, prvni z rovnic v (9) je za nasich pfedpoklada
fesitelnd pro kazdou funkci g € C(B); u druhé je situace o trochu sloZit&jsi. Poznamend-
véme, Ze to jsou tzv. integrdlni rovnice druhého druhu. Resime-li tedy ulohu (D) pro G,
nalezneme nejprve feSeni f prvni z rovnic (9) (je to funkce z C(B)) a pak pomoci (5)
nebo (6) nalezneme feSeniv € C(G U B) ulohy (D) ve tvaruv = Vfna G, resp.v = gna B.
Proto se o této metodé nékdy mluvi jako o metodé neprimé.

Ukazuje se, Ze k feSeni ulohy (N) se naopak hodi potencidl Uf. Pomoci véty o skoku
pro normdlni derivaci Uf dojdeme k integrdlnim rovnicim, na né€Z lze pievést feSeni
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ulohy (N) pro kaZdou z obou oblasti G, G'. Pfitom objevime zajimavou souvislost:
fedime-li tlohu (D) pro jednu z mnoZin G, G’ a ulohu (N) pro zbyvajici mnoZinu, jsou
nalezené integrdlni rovnice velice blizké, vystupuji v nich adjungované integrdlni operd-
tory (jadro jednoho dostaneme z druhého jddra zimé&nou promé&nnych x, 2).

To, Ze jsme se dohodli na ptedpokladu hladkosti B (,,B je tfidy C**), zarutuje Fesi-
telnost rovnic (9), resp. odpovidajicich rovnic pro ulohu (N). Pfi ,,mén& hladké“ B
se totiZ rovnice ,,zhor§i* — napf. véta o skoku pro jednotkovou krychli G = R*® ddvd
pro Vf

lim Vf(x) = Vf(») + o(») f(»),

x-y,xeG
kde pro body uvnitf stén krychle je opét o(y) = 3, aviak uvnitf hran je 6(y) = § a ve
vrcholech dokonce o(y) = %. Odtud je vidét, Ze i vyjddfeni pfislu¥ného operdtoru bude
komplikovanéjsi.
Zhruba lze Fici toto: pro G s dosti hladkou hranici B (napf. tfidy Cz) ma jadro odpovidajiciho
integrdlniho operatoru slabou singularitu. V tom ptipad® je operator, resp. n&ktera z jeho iteraci

kompaktni a — velmi zhruba fefeno — pro rovnice plati podobné véty jako véty o feSitelnosti soustav
linearnich rovnic (tzv. Fredholmova alternativa; srv. [3]).

5. Nehladky piipad

Rozdilnost povahy okrajovych podminek u tloh (D) a (N) upozoriiuje na diametrdln&
odli$nou situaci pfi pfechodu k mnoZindm s nehladkou hranici.

Rekli jsme si jiZ, ze ulohu (D) Ize formulovat bez jakychkoli omezeni na hranici mno-
Ziny G. Jsou zndmy nutné a postadujici podminky zarudujici existenci feSeni pro kazdou
spojitou okrajovou podminku. Velmi hluboce je propracovdna napf. Perronova metoda,
kterd pfifazuje kazdé spojité okrajové podmince zobecn&né feseni, které splyvd s feSenim
vZdy, pokud existuje. Tato metoda tedy poskytuje diikkaz existence — neddvd vSak kon-
krétni reprezentaci feseni.

Na druhé strané metoda integrdlnich rovnic ddvd vedle existence FeSeni i jeho in-
tegrdlni reprezentaci ve formé potencidlll. Je zajimavd i z hlediska numerického feSeni
tlohy a navic pfitom pfi jeji aplikaci vystupuji ulohy (D) a (N) pro obory G, G’ v jakési
symetrii, které 1ze ddt presny matematicky smysl. Je tedy zvlddnuti nehladkého pfipadu
uvedenou metodou Zddouci a naléhavé zejména pro Neumannovu ulohu, o niZ je zndmo
daleko méné neZ o Dirichletové uloze. Zbyva viak principidlni otdzka: jak na to?

Nez stanovime pldn postupu, uvedme opé&t nékolik historickych pozndmek. Na roz-
hrani minulého a tohoto stoleti prodé&lala teorie integrdlnich rovnic rychly vyvoj. Rada
matematiki, napf. Poincaré, Ljapunov a Fredholm, pfisp&la k moZnosti aplikovat me-
todu feseni (D) a (N) integdlnimi rovnicemi v pfipadg, kdy G méla hladkou hranici.
Dospélo se k pozndni zdvislosti na mife hladkosti: zhruba f¥edeno, ,,¢im horsi hranice, tim
horsi rovnice. T vySetfovdni nehladkého ptipadu pokrafovalo, vysledky viak pfiby-
valy pomalu a objevovaly se ve velkych ¢asovych odstupech (Korn 1902, Zaremba 1904,
Carleman 1916, Radon 1919, Magnaradze 1939 aj.). Pfitom zékladni problém byl jasny;
formuloval ho jiZ v r. 1911 Plemelj asi takto: nalézt co moZnd nejslabsi podminky na
kvalitu hranice B zarucujici moZnost FeSeni iloh (D) a (N) metodou integrdlnich rovnic.
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Jest€ v Sedesdtych letech prevlddal ndzor, Ze ,,mald hladkost* tvofi principidlni
prekdzku — metoda integrdlnich rovnic se chdpala ve vztahu k feSeni uloh (D) a (N)
jako zajimavy klasicky, nicméné ne zcela uéinny ndstroj, kterym nds vybavili pfedni
matematikové minulosti. Rtiznd hodnoceni vyjadfuji vcelku totéZ — citujeme z dnes jiZ
klasické ucebnice funkciondlni analyzy, kterou napsali F. Riesz a Sz. Nagy: ,,Jakkoli
Jje tato metoda elegantni, je nevyhodnd pro svoji nepouZitelnost bez silné omezujicich
predpokladii o hranici uvaZované oblasti.

6. Popis hledaného

Chceme-li metodu integrdlnich rovnic obhdjit proti podobnym (a n&kdy jesté prikteji
formulovanym) odsudkiim, musime ji &tendfim, ktefi zde zastupuji porotu, ndlezité
pribliZit a ukdzat, Ze ,,obZaloba‘* nemd v ruce zddné dukazy. UZijeme-li dalSich prdv-
nickych pfimérd, je zbytek ¢ldnku vé€novdn kauze ,,hladkost versus metoda integrdlnich
rovnic”“. Nejde v8ak o nalezeni podilu viny, ale o rehabilitaci neprdvem odsouzené
metody.

Sledovali jsme jisté sblizeni uloh (D) a (N) pfi uZiti metody integrdlnich rovnic —
pokusime se proto postihnout jednotlivé kroky feSeni v abstraktni podobé. Je tfeba:

a) sestrojit vhodnou tfidu harmonickych funkci na G;

b) umét pro ni vySetfit hranicni chovdni ve smyslu zadané ,,hraniéni podminky"*;

¢) umét nalézt k tFidé hraniénich podminek metodu vybéru harmonické funkce
s pFedepsanym hraniénim chovdnim.

Za témito jednotlivymi body by mél étendf tusit zavedeni jistych ,,zobecnénych** poten-
cidli v bodg& (a), vytvofeni ndhrazky v&t o skoku v bodg (b) a nalezeni podminek Fesi-
telnosti jakychsi zobecnénych integralnich rovnic v rédmci (c). P¥i kaZzdém kroku se zfejmg
setkdme s jistymi omezujicimi podminkami; pfipustime-li, Ze kroky (a)—(c) jsou ne-
oddélitelnou &dsti hledané metody, pokud md zobeciiovat metodu integrdlnich rovnic,
rddi bychom presn& vymezili prostor: cht&li bychom zndt podminky (podle moZnosti
nutné a postalujici), za kterych lze jednotlivé kroky realizovat.

Jeit€ pozndmku ke strategii. Nejprve si pfipravime potfebné ndstroje, z nichz vétSina
md podstatné 3irsi uZiti a patfi dnes ke standardnim prostfedkim moderni analyzy.
Potom budeme atakovat nejprve Glohu (N) v trochu pozm&n&né formg. Je pravdépodob-
né, Ze felent této tilohy pfinese i feSeni Glohy (D); na feSeni ilohy (N) ndm zdleZi v jistém
sméru vice; vZdyf u ni jsme byli na hladkosti zdvisli jiZ p¥i formuiaci. Je zde tedy urcitd
nadg&je, jakoZz i jisty prioritni zdjem ovliviiujici dalsi postup.

7. MéKeni povrchu mnoZiny

Jednim z technickych problémi, na ktery narazime, bude nutnost nahradit néjak
povrchovou miru, kterou jsme v pfipadé mnoZiny G s hladkou hranici povazZovali za
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intuitivné zndmou. Necht je M = R™ libovolnd omezend mnoZina. Potom lze pro kazdé
& > 0 sestrojit posloupnost mnoZin M; pokryvajicich M, pro néZ je diam M; < & pro
viechna j (pokryti je tedy v jistém smyslu ,,jemné*). PoloZme pro pfirozené k < m

: k
H(M) = V,inf (‘M%M) ,
J

kde vpravo se bere infimum pies viechna pokryti {M;}, pro néZ je diam M; < ¢, j =

= 1,2,...; konstanta V, je objem jednotkové koule v R,
UZijeme-li monotonie vzhledem k parametru ¢, je existence ndsledujici limity zfejmd
(10) Hy(M):= lim Hy(M).
=04

Cislo Hy(M) je tzv. (vnéjsi) k-rozmérnd Hausdorffova mira mnoZiny M = R™. Formdlni
definice H, je srovnatelné sloZitd se zavedenim Lebesgueovy miry. Lze ukdzat, Ze v pfi-
padé k = m splyvd H, (M) s (vn&jsi) lebesgueovskou mirou mnoZiny M. Pro nds je
podstatné to, Ze v pfipadé, Ze M je jednoduchd hladkd k-rozmérnd plocha, splyvéd H, k(M)
s k-rozmérnou mirou znimou z geometrie.

Specidln& pro otevienou mnoZinu G s kompaktni hladkou hranici splyvd H,,-,(B)
s povrchovou mirou S(B), ale H := H,,_, je definovdna i za mnohem obecn&jsi situace.
Ponechme stranou otdzky méfitelnosti a spokojme se s konstatovdnim, Ze vhodné zo-
becnéni povrchové miry mdme k dispozici.

8. Zobecnéna normaila

Mad-li mnoZina G hladkou hranici, Ize se snadno pfesvéd¢it o jedné zajimavé vlast-
nosti vnéj8i normdly n(y). Definujme hustotu mnoZiny M v bodé x:

x) = lim LM 0 2(x))
(11) A := lim = (@(x))

zde vol znati m-rozmérnou lebesgueovskou miru a 2,(x) = {ye R™; |x — y| < r}.
Vn&jsi normdla n(y) mnoZiny G v bod€ y e B je zdroveii i vn&j§i normdlou jednoho z polo-
prostortt urenéhc te¢nou roviniu k B jdouci bodem y. Ozna&ime-li tento poloprostor g,
pak pro

M=(G\gu(\G)

plati dy(y) = 0. Zhruba fe¢eno: poloprostor ¢ lokdln& dobte aproximuje G v bodg y
(,»dobfe* zde odpovidd pFisluiné nulové hustotg).

Tuto vlastnost uZijeme k definici zobecn&né normdly (ve Federerové smyslu). Je-li G
libovolnd oteviend mnoZina a y bod jeji hranice B, pak mezi v§emi poloprostory g, =
= {xeR"; n.(x — y) £ 0}, kde n probihd viechny jednotkové vektory (tj. neI),
existuje nejvyse jeden, ktery dobfe aproximuje G v bod& y ve smyslu pfedchoziho
odstavce. Pokud takovy prostor g, existuje, definujeme zobecnénou vnéjsi normdlu

fi(y) jako (vn&jsi) normdlu n poloprostoru g, UZite¥nost tohoto pojmu ilustruje jisté
zobecnéni Gaussovy-Greenovy véty.
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9. Perimetr mnoZiny a Gaussova-Greenova véta

Oznaéme 2 systém vSech funkci nekonecné diferencovatelnych v R™, z nichZ kazdd
se dosti daleko od po&dtku anuluje (pfesn&ji: jeji nosi¢ {x;f(x) #0} je kompaktni).
Je-li G = R™ oteviend mnoZina s hladkou hranici B a & = [&,, ..., ®,,], je vektorovd
funkce na R™ se slozkami ;€ 2,i = 1, ..., m, plati

(12) J div #(x) dx = f (z) . n(z) dS(z) ,

G B
kde vpravo n(z) oznaluje jednotkovy vektor vn&jsi normdly a integruje se vzhledem
k povrchové mife. Vzorec (12), prevddgjici integraci funkce

div¢:=%+...+%

0x 0x,,
vzhledem k lebesgueovské mife na R™ na integraci pies B vzhledem k povrchové mife S,
byvd spojovdn se jmény Gausse, Greena a Ostrogradského.
Ozname 2' = {@; &,€ 2, |P|* = Y &} < 1}. Potom pro kazdou & € 9" je integril
ve vzorci (12) vpravo nejvySe roven S(B), tj. povrchové mife hranice B mnoZiny G.
Snadno lze ukdzat, Ze Cislo

(13) P(G) := sup { j div o) dx; o @1}

(srovnej s (12)) je definovdno i pro obecn&j§i mnoZiny G (s nehladkou hranici). Toto

éislo nazyvdme perimetr mnoZiny G. V pfipadé G s hladkou kompaktni hranici je

ziejm& P(G) = S(B) a toto &islo je koneéné. Ddle je napt. zndmo, 7e perimetr rovinné

oblasti ohraniené Jordanovou kfivkou je roven délce této kfivky. Je-li viak G =

=Q \UZ, kde Q = R? je otevieny jednotkovy &tverec a Z, je ,.zdfez* {'[n} x
n=2

x €0, 1/n), pak P(G) = 4, i kdyZz soudet délek ,,zdfezd“ je +oo. Rozdil Q \ G md
dvojrozmérnou miru 0, a proto P(G) = P(Q) podle definice. V§imn&me si také, Ze v Zdd-
ném bodé€ ze Z, n Q neexistuje zobecnénd normdla.

Mnoziny s kone¢nym perimetrem jsou v jistém smyslu pravé ty mnoZiny, pro néZ lze
vhodné zobecnit Gaussovu-Greenovu vétu. Plati totiz: Je-li G = R™ mnoZfina s konec-
nym perimetrem a B mnoZina vSech bodii y jeji hranice B, v nich? existuje zobecnénd
normdla (y), pak pro kazdou @ se slozkami ®,e 2 plati

(14) f div 9(x) dx = qu(z). A(z) dH(z) ;

vpravo se nyni integruje podle (m — 1)-rozmé&rné Hausdorffovy miry z &dsti 7. Za zminku
stoji, Ze z ,,nekonecné hladkosti funkci @; by bylo mozZno slevit a véta by zustala
v platnosti.

Samoziejmé Ze v piipadé G s hladkou hranici vzorce (12) a (14) splyvaji: je totiz
B = B, n = i a integrace podle H je totéZ co integrace podle S.
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10. Cyklicka variace

Pfipomefime jeden poznatek z redlné analyzy funkci jedné proménné. Je-li fe
€ C(<a, b)), f({a, b)) = <c, d) a n, je potet prvki (nemusi byt konetny) mnoZiny

{te a,b); f(t) = o},

pak n, je ,,rozumnd* nezdpornd funkce promé&nné « (miiZe oviem nabyvat i nekone&nych
hodnot) a variaci funkce f pfes {a, b) lze spo¢ist jako integrdl z n, pfes interval {c, d).
Toto tvrzeni pochdzi od Banacha a &tendfi, ktery si nacrtne graf po ¢dstech monotdénni
funkce, se bude z obrdzku zddt ,,skoro ziejmé*.

Zkonstruujeme nyni v prostoru R™ podobnym zpiisobem veli¢inu, které budeme Fikat
cyklickd variace. Pfedstavme si otevienou mnoZinu G = R™ a zvolme bod x (pfipojeny
obrdzek poskytne pfedstavu — pfirozeng, Ze viak pro m = 2). Z bodu x vySleme paprsek
(polopfimku) p, ve sméru jednotkového vektoru o. N&které paprsky mohou protnout
hranici B. Ndm zdleZi na ,,podstatnych‘ prusecicich s B, které budeme nazyvat ndrazy:
fekneme, 7e y € p, je ndrazem p, na G, jestlize pro kazdé r > 0 maji ob&é mnoZiny

(P 2() NG, (PanQ(y) NG

kladnou linedrni (=H,) miru. Jinak fe¢eno, v kazdém okoli bodu y € p,, ktery je nd-
razem na G, leZi na p, ,,hodn€*“ bodiiz Giz R™ \ G, pfi€emZ ,,hodn&*“ se m&fi pomoci
linedrni miry.

(Na obrdzku 1 leZi na p, &tyfi ndrazy, na p, neleZi Zddny ndraz a na p;, leZi nekonecné
mnoho ndrazi.) Podet ndrazd p, na G, které od x nejsou vzddleny o vice nezr,0 < r <
< + 0, oznatime n,(x). (Na obr. 1 je n,(a) = n(f) = 2.) Tak ziskdvdme ,,rozumnou*
nezdpornou (a ne nutn& viude kone¢nou) funkci n,(«) proménné a € I', kde I' je jako
obvykle jednotkovd sféra v R™.

Primérny podet ndrazli paprski z bodu x je veli¢ina, kterd nds zajimd: definujeme
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(15) o5(x) 1= }4 f ) AHE) , of) = o)

pfipomindme, Ze A4 je velikost jednotkové sféry I', tj. A = S(I') = H(I'). Veli¢ina v je
cyklickd variace; chdpeme ji jako funkci promé&nné x. Pro ndzornost: zvolime-li za G
libovolnou otevi‘enou omezenou konvexni mnoZinu v R™, pak pro x € G je v(x) =1,
zatimco pro x ¢ G je v(x) dvojndsobek zorného tihlu, pod nimZ,,vidime* G z bodu x
(pokud mira ,,plného whlu‘ je rovna 1, coZ je disledek ndsobeni faktorem 4™1). Toto
srovndni s ,,0hlem viditelnosti hranice* bychom mohli pochopitelné ddle rozvinout,
ale ¢tend jiZ jist€ pochopil, jak si md v(x) pfedstavit.

11. Potencidl niboje

Zatim jsme v pfipravnych tvahdch mluvili o elektrickém ndboji. Nyni v§ak se z ného
stane ryze matematicky objekt. Ndbojem rozumime kone¢nou o-aditivni mnoZinovou
funkci definovanou na g-algebfe borelovskych podmnoZin prostoru R™. Je to v podstaté
skoro mira aZ na fakt, Ze miZe nabyvat hodnot obojiho znaménka (s ndbojem se dd
pracovat jako s rozdilem dvou nezépornych mér) — n&kdy se pro ndboj uzivd oznadeni
,»znaménkovd mira* (doslovny pieklad anglického terminu ,,signed measure*).

Snad neuskodi trocha filozofie na téma, pro¢ do hry prav& nyni vstupuje naboj. V hladkém pripad&
mély ulohy (D) a (N) specialni souvislost — operatory v odpovidajicich integralnich rovnicich
(srovnej Cast 4) byly adjungované. Z funkcionalni analyzy je znamo, Ze ,,adjungovany operator pusobi
na adjungovaném prostoru‘‘. Pracujeme-li u dlohy (D) s prostorem C(B), méli bychom pracovat
u ulohy (N) s adjungovanym prostorem, tj. s prostorem spojitych linedrnich funkcionalu na C(B).
ZkuSenéjsi v&di, Ze jej 1ze v jistém smyslu ztotoZnit s prostorem naboju ,,sedicich na hranici B*.
Dal3i davod zaleZi ve zkoumani hraniéniho chovani — veli€ina v(C) ze vzorce (4) neni nic jiného nez
naboj v pravé zavedeném smyslu a ,,rozumnost* mnoZiny C je v tom, Ze pujde o borelovskou pod-
mnozinu hranice B.

Pro kazdy ndboj u na R™ definujeme (srovnej s prvni formulkou v (5)) funkci

(16) UB() = [ ) 42,

kterou nazveme potencidlem ndboje u. Ze nejde o nic nového, plyne ze srovndni %)
a (16); v (5) se totiZ integruje podle ndboje du = f dS (posledni rovnosti Ize ddt docela
rozumny smysl).

12. Nov4 formulace dlohy (IN)

Pokud nebude fedeno néco jiného, piedpokldddme ddle, ze G je oteviend mnoZina
v R™ s kompaktni hranici B. Vznikd problém: jak definovat normalni derivaci funkce
h harmonické na G, neni-li o norm4le (dokonce ani zobecn&né) ani fe&i?

Je-li tedy h harmonickd na G a je-li | grad h| funkce integrovatelnd pfes kazdou omeze-
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nou otevienou podmnoZinu mnoZiny G, poloZme pro kazdou ¢ € 9 (viz po&dtek &4sti 9)
(17) (NH) (¢) := j grad o(x) . grad h(x) dx.
G

Neni téZké nahlédnout, Ze vzorcem (17) je ur&en linedrni funkciondl na 2 (tj. distribuce).
O tomto funkciondlu Nh budeme fikat, Ze je to zobecnénd normdlni derivace funkce h.
To vyZaduje objasnéni: pfedstavme si na okamzik, Ze omezend mnoZina G md hladkou
hranici B a Ze h je harmonickd funkce v okoli G. Pomoci Gaussovy-Greenovy véty (srv.
napt. (12)) dostaneme

19 (o) = [ o) 02 eraa ) a52) = [ o) T2 as(o).
Hodnota posledniho integrdlu je zndma pro kaZzdou ¢ € 2. Odtud vidime, Ze funkciondl
Nh lze pfirozenym zplisobem ,,ztotoZnit* s normdlni derivaci oh/on. Pfesn&ji fikdme,
Ze funkciondl Nh slabé charakterizuje 6h/6n. Mimochodem, jsme velmi blizko ,,fyzi-
kdlniho pojeti‘‘: je-li C = B a umime-li nalézt ¢ € 2 tak, aby (p]c =1 a mimo C byla
|¢| co nejmensi, ddva (18) pfiblizn& v(C) z formulky (4), piSeme-li misto h funkci w.
Novd formulace (zobecn&né) ulohy (N) je nyni nasnadg, zavedeme-li posledni potfebny
pojem: je-li v ndboj na R™, pak nejmen3i uzaviend mnoZina M, pro kterou plati v(C) =
= W(C n M) pro kaZdou borelovskou mnoZinu C = R™, se nazyvd nosi¢ ndboje v;
znadivd se zpravidla spt v. Slibend zobecnénd Neumannova uloha vypadd takto:

K danému ndboji v s nosi¢em spt v = B mdme najit takovou (integrovatelnou pres
omezené otevFené mnoZiny) harmonickou funkci w na mno%iné G tak, aby platilo

(19) (Nw) (9) = Jo dv
pro kaZdou funkci ¢ € 9. Tuto Glohu budeme zna&it (N).

Posun pfi zobectiovdni (N) na (N) nenastal: v pfipadé hladké hranice a ndboje v
specidlniho tvaru (s hustotou g vzhledem k povrchové mife S) lze zapsat (19) s pfihléd-

nutim k (18) ve tvaru
j 0] a—wdS = ‘[ @gdS
g On B

pro kazdou funkci ¢ € 2 — odtud srovndnim dostivime podminku slabé rovnosti
,»0w[on = g z (N).

13. ReSeni modifikované Neumannovy tlohy

Pfi feSeni tdlohy (N) si pfipometime kroky (a)—(c) z &dsti 6. Jet& viak terminologickou
pozndmku: plati-li pro linedrni funkciondl Nw na 9 (distribuci) rovnost (19) pro kazdou
¢ € 9, tikdme, Ze funkciondl Nw je reprezentovdn ndbojem v. Misto (19) pak stru¢n&
piSeme Nw = v.

Krok (a) Ize provést tak, e budeme pracovat s potencidly Uu ndbojii p, jejichZ nosite
lezi v hranici B oblasti G. MnoZina viech téchto ndboji, jak jsme jiZ pfipomné&li, tvofi
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adjungovany prostor k prostoru C(B), ktery budeme znacit C*(B). Lze ukdzat, Ze pak
Up jsou harmonické funkce na G, pokud jsou na této mnoziné kone¢né.

Inspirovdni klasickym pfipadem hleddme tedy feSeni (N) ve tvaru w = Uy, kde
p € C(B). Realizace kroku (b) z &dsti 6 znamend nalézt podminky, kdy je NUu néboj
pro viechna p € C*(B). Bude-li NUyu ndboj, bude to téZ ndboj z C*(B) a tim pfevedeme
(N) na feSeni ,,zobecn&né integrdlni rovnice*

(20) NUp=v
na prostoru C*(B).

Prvnim krokem ke zjisténi, kdy je NUu ndboj, je rozieSeni této otdzky pro u = 4,
(Diracova mira) pfi z € B. (Z (16) vyplyvd, Ze Up je jakousi kombinaci funkcih, = US..)
Lze ukdzat, Ze pro z € B plati

(21 Nh, = NUS, je ndboj, pravé kdy? je v(z) < oo

(kde v je funkce definovand formuli (15)). Hezkou aplikaci principu stejnomérné ome-
zenosti znamého z funkciondlni analyzy se jiz dostane vysledek: NUyu je ndboj pro kazdé
i€ C*(B), prdvé kdyz

(22) VS = sup {u(z); ze B} < o.

Médme tedy podminku, kdy lze prevést feSeni tilohy (N) na feSeni rovnice (20) a je to
podminka nutnd a postacujici.

Tim je realizovén pro (N) krok (b) — ten dalsi pon&kud odloZime. Zde je namist&
prozradit ldkavou moznost zjednoduseni: stadi totiZ uvaZovat pouze ,,podstatné body B*
tvofici mnoZinu B, definovanou piedpisem

B, = {x e R™; vol (2(x) n G) > 0,
vol (@,(x) \ G) > 0 pro viechna r > 0} .

Mnozina B, je tedy B zmen$end o izolované body, zdfezy atp. D4 se ukdzat, Ze umime-li
fesit tlohu (N) pro hranice splitujici rovnost B = B,, umime ji fesit i v pfipad& obecné
hranice. Proto se ddle omezime na mnoZiny G, pro které plati B, = B.

14. ReSeni Dirichletovy alohy (D)

Vzhledem k diileZité souvislosti uloh (D) a (N), o niZ se zminime v odstavei 15, pred-
poklddejme, Ze G = R™ je oteviend mnoZina s kompaktni hranici B, pro kterou je B =
= B,.

PoloZme pro z € R™

(23) W.(0) =f grad ¢(x) . grad h,(x) dx — xgo(z),

kde ¢ je charakteristickd funkce mnoZiny G. Lze ukdzat, Ze W,(¢) zdvisi pouze na hod-
notdch ¢ v okoli hranice B (to se dokdZe pomoci aproximace mnozinami s hladkou
hranicf); miZeme proto uvaZovat pro kazdé z ¢ B pouze ta ¢, kterd se anuluji v okoli
bodu z; tim se pii z € G eliminuje vliv nepfijemné singularity funkce h, v bod¢ z.
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Budeme-li na okamzik pfedpoklddat, Z¢ G md hladkou hranici, pak lze uZit (12)
a pfevést W,(¢) na tvar (pozor: uZivame toho, 7e z ¢ B a ¢ se anuluje v okoli z)

(o) = - j 00) [10) - 8724 R ()] 4S00).

Srovndni s formuli (5) ddvd W,(¢) = Vo(z), md tedy dobry smysl mluvit o W,(¢) jako
0 zobecnéném potencidlu dvojvrstvy, povaZujeme-li ho pfi:pevném ¢ za funkci promé&nné z.
Predpokladu hladkosti jsme se zbavili za cenu, Ze 1ze pracovat jen s nekone&n& hladkymi
funkcemi ¢ € 2; nyni je tfeba tento systém né&jak rozsifit. Postupujeme takto: Je-li
x € R™ a zobrazeni W, : ¢ — W,(p) je néboj, tj. plati-li pro n&jaké w, e C*(B) a pro
viechna ¢ € 9

W) = J' ¢ do,,

B

stati definovat pro kazdou f e C(B) hodnotu pfisluiného zobecn&ného potencidlu dvoj-
vrstvy pfedpisem

(24) Wi (x) = f fdo,.

Odpovéd na otdzku, kdy je W, ndboj, je podobnd (21):
(25) W, je ndboj, prdvé kdy? je v (x) < oo .

Hodnota v jediném bodé ndm nebude mnoho platnd. Potfebujeme pracovat s Wf jako
s funkci na mnoZiné G. Zde se ukazuje zajimavd véc: kone&nost cyklické variace v na G
je ekvivalentni s jeji kone¢nosti na mnohem mensi podmnoZiné (dokonce sta&i kone&nd
mnoZina o (m + 1) bodech, které nelezi v jedné nadroving). Zdrovefi odtud plyne
P(G) < oo (viz odst. 9).

Za pfedpokladu P(G) < o je Wf dobie definovand (harmonickd) funkce na R™ \ B,
tj. na G i G'. Jeji hrani¢ni chovdni v§ak nemusi byt ,,dobré“ — neni zaru€ena jeji spojitd
rozsifitelnost z G nebo G’ na B. Zde se ukazuje, Ze zobecnény potencidl dvojvrstvy je
spojité rozifitelny z G na G U B a téf 2 G’ na G' U B, prdvé kdy? plati (22); tim méme
proveden i krok (b) naSeho obecného postupu z &ésti 6.

Podminka (22) zaruluje jak omezenost cyklické variace na celém R™, tak i konecnost
P(G). Za t¥chto piedpokladi jde analogie ptivodniho a nového potencidlu dvojvrstvy
jest& ddle: pro viechna x € R™ \ B plati obdoba formule (6)

1 Ai(z).(z — x
(26) i) = 2 [ 1) M= apyy),

Als |z — x|
(viz konec odstavce 9). Srovndme-li tuto formulku s (6), vidime, Ze zam&nime-li hladkost
napf. konenym perimetrem, stali uZit zobecnénou normdlu a restrikci povrchové miry
na ,,podstatnou‘ ¢dst hranice a vzoredek plati ddl.
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15. Sestaveni rovnic ...

Ctendf se miiZe ptdt, pro¢ jsme zavedli nové oznadeni pomoci Wa pro¢ se omezujeme
v (26) na body mimo B. Pfipomindme, Ze jsme definovali Wf(x) pro viechny body
x € R™ pomoci (24) a ne napf. pomoci (26); na hranici B neddvaji oba postupy totéz
a analogie s Vf jiZ mizi. Definici pomoci (24) jsme vsak nezvolili z obou moZnych nd-
hodné — volba totiZ zjednodusuje ,,vétu o skoku®. Pro ye B, fe C(B) totiZ plati

(27) Jim Wie) = wi0) = 10).
Jim Wi(x) = Wf ).

Odtud a z (20) vyplyvd, Ze feseni uloh (N) a (D) lze pfevést na feSeni operdtorovych
rovnic (tilohu (N) fesime pro G, ilohu (D) pro G’) v prostorech C*(B) a C(B)
(28) NUp=v, Wf=g,
prdvé kdyz plati (22).
K souvislosti rovnic v (28) dodame pro informovanéjsi: ozna&ime-li pro f€ C(B), u € C*(B)
W:.fv Wflg, NU:p+> NU

(je NUu e C*(B) vzhledem k (22)), jsou takto definované operatory duilni, tj. (NU)* = W. Toho
se téZ vyuZiva pti vySettovani rovnic (28): je-li jednodussi vySettit napf. operator W nez NU a vyuzit
v&t o souvislosti dudlnich operatoru z funkcionalni analyzy, je to vyhodné. Tak se ze soudasného
feSeni ulohy (D) pii feSeni (N) stava vice nez ,,vedlej§i produkt* — je nastrojem, ktery nim pri
teSeni (N) velmi podstatn pomaha.

Rovnice (28) lze piepsat ve tvaru
(29) [I+0CNU-D]p=2v, [I+(W-=-1)]f=2g,

kde I je identicky operdtor na pfislu§ném prostoru. Reseni t&chto rovnic bychom dobie
zvlddli v ptipadg, Ze by operdtory (2NU — I), resp. (2W — I) byly kompaktni; to viak
u ,,nehladkého* pfipadu zdaleka nenastdvd ani v pfipadg, Ze pfedpokldddme (22).

16. ... a jejich FeSeni

Na rovnice (29) lze aplikovat Rieszovu-Schauderovu teorii i v pfipadg, Ze prislusné
operdtory sice nejsou kompaktni, ale nejsou od kompaktnich operdtort v jistém smyslu
,,pEilis daleko*‘. PoloZme
(30) V§ = lim sup {v%(z); z € B},

r-0+
kde v%(z) je definovdno pomoci (15). Tato veli¢ina ndm poslouZi v souvislosti s tzv.
Fredholmovym polomérem operdtoru (2W — I), ktery urditym zptisobem méfi vzdd-
lenost tohoto operdtoru od podprostoru kompaktnich operdtord na C(B).
Bude-li tento polomér v&tsi neZ 1, budou ob& rovnice v (29) ,,p&kné* a lze na n&
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aplikovat zminénou teorii. To nastane, prdvé kdy?je V§ < 1. Potom je moznd kompletni
diskuse uloh (N) a (D) a je zndm i celkem jednoduchy popis feseni.

Diikazy pfislu§nych tvrzeni nejsou zdaleka jiZz jednoduché, v této ¢dsti uZ analogie
s hladkym pfipadem neni rozumnym voditkem. Napf. vySetfeni homogenni rovnice je
nesrovnatelné obtiZn&j3i neZ v klasickém prfipadé€ a vyZaduje zcela nové metody.

Ctenate napadne: jak vlastn& obecné mohou tedy byt mnoZiny G, pro n&z lze nalézt reseni (N)
a (D) pomoci modernizované metody integralnich rovnic? Ukazuje se, Ze podminka Vg <  zarucuje
jiz splnéni podminky (22) se vSemi dusledky. Lze vSak Yici vice: ,,povrch* G musi jiZ byt koneény
a plati jak H(B) < o, tak i H(B \ B) = 0. Dale Ize dokazat, ¢ G musi jiZ mit kone&n§ potet ome-
zenych kompongnt. Koneéné€ o hranici B lze v tomto pripad€ dokazat, Ze existuje uzaviena mnozina
F c Bs H(F)= 0 tak, Ze ,,zbytek** B \ F je plocha lokaln& lipschitzovska.

17. Zadatek na zavér

Poddtky metody integrdlnich rovnic jsou ve skute€nosti téZ spojeny s mnoZinami
s obecné nehladkymi hranicemi, i kdyZ velice specidlnimi. Pfedpoklddejme, Ze G’ je
konvexni mnoZina; pfipomeifime, Ze obecné body ,,nehladkosti jeji hranice mohou
tvofit mnoZinu hustou v této hranici, nejde tedy zdaleka o mnoZinu s hranici po &dstech
hladkou. Definujme operdtor T = 2W — I na C(B) a pfipomeiime, Ze pak lze ulohu (D)
pro G’ pfevést na yovnici

(31) (I+T)f=2g.

Tuto rovnici v podstaté vySetfoval pfed vice nez 100 lety C. Neumann. Pokud je [| T|[ <1
(tedy T je kontrahujici operdtor na C(B)), Ize (31) vy¥eit pomoci iteraci:

(32) S =23 (-1YT)s

(je to tzv. Neumannova fada — s timto oznafenim se dodnes setkdvdme ve funkciondlni
analyze pfi vyjddfeni inverzniho operdtoru k operdtoru (I + T), resp. (I — T) za pied-
pokladu, e T je n&jaky operétor s vlastnosti | T|| < 1). V nasem ptipadé je viak | T| = 1,
nebot T1 = 1, a tedy fada v (32) ndm k ¥eSeni (31) neni zddnlivé nic platnd. Ptejdeme-li
viak k faktorprostoru podle konstantnich funkci a poloZime pro f e C(B)

Iflo := osc(f) = max f(B) — min f(B),

je Tkontrakce pro kaZzdou konvexni G’ s jedinou vyjimkou, kdy G’ je prinikem kuZeld
(s vrcholy na hranici 0G’ (v kaZzdém p¥ipadg je viak iterovany operdtor T2 kontrakce
pro kazdou konvexni G’). Neumann fesil dlohu (D) pro pfipad konvexnich mnozin
(se zmin&nou vyjimkou) prévé s vyuZitim zmin&né kontraktivity.

Neni obtiZné fesit (N) i (D) pro ob& mnoZiny G, G, kde G’ je konvexni mnoZina s kom-
paktni hranici, to je ale jiZ nov&j§i vysledek. Tento pfiklad ndm ukdzal, Z¢ mnoZiny,
pro nézZ lze popsanou metodu aplikovat, jsou hodn& vzddleny od t&ch, které maji po
¢dstech hladkou hranici.

Metody popsané v tomto ¢ldnku maji obecnéjsi pouZitelnost, soustiedili jsme se jen
na zdkladni poznatky. Pokud by se &tendf chtél s touto problematikou sezndmit hloubgji,
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odkazujeme ho na text [2]. Jeho autor svymi vysledky a pracemi vyznamn& pfispél
k vySetfovani oblasti s nehladkymi hranicemi.

Poznamka: Clanek je upravenym a roziifenym textem jedné z prednaSek uspofadangch odbornou
skupinou pro teorii potencialu MVS JCSMF a katedrou matematické analjzy MFF UK v Praze

v ramci ,,harmonického odpoledne** 14. 12. 1981. Radi bychom na tomto mist€ pod&€kovali doc.
0. KowALSKEMU za cenné pripominky, které prispély ke zlepSeni srozumitelnosti tohoto ¢lanku.
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Slapové deformace a rotace Zemé
Milan Bursa, Praha

Zmen3ovani uhlové rychlosti rotace Zemé je faktem prokdzanym pozorovdnim astro-
nomickych kazi, zejména zatméni Mésice a Slunce za dobu vice nez dvou tisicileti,
a potvrzenym nejpfesnéj§im astrometrickym méfenim v poslednim &tvrtstoleti. Od dob
Darwinovych [1, 2] je zdiivodiiovdno slapovym piisobenim M&sice v disledku viskéz-
nich vlastnosti zemského télesa, tj. disipaci energie slapovych vin. Viskozita zpiisobuje,
Ze slapové deformace (reakce) nenastdvaji okamZité, nybrz s urlitym ¢asovym zpozdé-
nim.

Maximdlni slapovd deformace zemského télesa od Mésice nenastane tedy v obecném

ey

bod& M zemského povrchu v okamzZiku, kdy t&Zisté€ (hmotnostni stfed) Mésice O’ je

v poledniku tohoto mista, tj. kdy T, = —A, nybrZ nastane aZ po pootofeni Zemé
o ihel & (obr. 1), ktery je roven
1) e = wg At ;

wg = 27|Tg je uhlovd rychlost rotace Zemé (Tg perioda rotace), At je &asovy interval,
nutny k pootoleni Zemé& o ¢; T, je hodinovy thel t&Zist€ O’, poditany od zdkladniho
poledniku A = 0°; A je vychodni délka bodu M.

Je tfeba vzit v uvahu i vlastni pohyb Mésice za Cas At, takze
(2) & = ((1)@ - n() At N
kdyZ? n¢ je stfedni pohyb Mssice (n¢ = 2n[T; T je siderickd doba ob&hu).
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