Pokroky matematiky, fyziky a astronomie

Jifi Komrska
Pro¢ Fourierova transformace dobie popisuje Fraunhoferovu difrakci

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, Vol. 29 (1984), No. 6, 321--338

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/138849

Terms of use:

© Jednota Ceskych matematikt a fyzikt, 1984

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/138849
http://project.dml.cz

K-teorii. Zdjemce o souvislosti teorie rozsifeni C*-algeber s algebraickou topologii
(Bottova periodicita, véty o indexu, vys3i signatury atd.) je nutno odkdzat na Casopisec-
kou literaturu druhé poloviny sedmdesdtych let.

Vratme se jeté ke klasifikaci esencidlné normdlnich operdtort. Necht X < C je
kompaktni mnoZina. Potom homomorfismus vx: Ext (X) - Hom (z!(X), Z) (viz pfed-
chozi odstavec) je izomorfismem. Homomorfismus yy lze ndzorn€ definovat takto
([ ] znaci t¥idu ekvivalence v Ext (X) nebo homotopickou t¥idu v ='(X)): je-li (€, ¢)
rozsiteni o pomoci €(X), f: X — C \ {0} spojitd funkce a 4 € ¢~ *(f), potom

1x([(&, ¢)]) [f] = index (4)..

Prvni kohomotopickd grupa n'(X) je volnd komutativni grupa, jejiz po&et generdtord
je roven po¢tu omezenych komponent mnoZiny C \ X. Odtud je jiZ snadno vidét,
co to znamend pro rozsifeni (€1, ¢1), kde T je esencidlné normdlni operdtor: obrazem
ttidy [(€7, ¢1)] pfi homomorfismu vy (kde oviem X = ¢,(T)) je indexovd funkce ope-
rdtoru T. Tim je v&éta BDF dokdzdna. Zde je nutno zduraznit, Ze nejobtiZné&j§i tvrzeni
v ditkazu jsme pouze konstatovali, ale nedokdzali; omezili jsme se jen na hlavni my§lenku
dikazu.

PrestoZe Halmos je optimista, pokud jde o zjednoduseni diikazu véty BDF, jisté
skute¢nosti naznacuji, Ze se asi nepodafi podat ,,listé operdtorovy* dikaz ani diisledku
véty BDF, totiZ uzavfenosti mnoZiny /" + X'.

(Viz jesté dodatek v Priloze, str. 24. Pozn. red.)

ProC€ Fourierova transformace dobie popisuje
Fraunhoferovu difrakci*)

Jifi Komrska, Brno

Matematickd teorie Fourierova integrdlu a Fourierovy transformace v Ey md ne-
pFeberné mnoZstvi aplikaci ve fyzice a technice. V E, prokazuje neocenitelné sluzby
elektrotechnice, zejména teorii zpracovdni signdlu. Dvojrozmérné aplikace Fourierova
integrdlu se zaslouZily o renesanci optiky, pFedev§im v teorii tvorby a zpracovdni
obrazu. Doménou aplikaci trojrozmérné Fourierovy transformace je analyza struk-
tury krystali. Zdsah této matematické discipliny do fyzikdlnich a technickych obori
byl tak plodny, Ze zpiisobil jejich pFestavbu a vyvolal vznik novych odvétvi. Vyrazem
toho je adjektivum fourierovsky v ndzvech oborii, s nimiZ oviem prefekt Fourier

*) Prvnu ¢ast prednaSky proslovené 21. 4. 1983 na jarni Skole ,,Image processing and computer
simulation in electron microscopy*‘, kterou pofradal IFE der AdW der DDR, Halle/Saale 18.—24. 4.
1983. Obrazky dodal autor.
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nemohl mit nic spolecného. Pfikladem je fourierovskd optika. Nékdy vSak dochdzi
ke zbytecnému prFejmenovdvdni — napf. kdyZ se Fraunhoferova difrakce nazyvd
Fourierovou difrakci. To uZ indikuje nebezpeli, Ze formalismus popisu zastiriuje
podstatu jevil.

Specialisté prislusnych oborii chtivé vyhliZeji kaZdou novinku z oblasti numerickych
vypocti s nadéji, Ze jim umoZni zvlddnout jejich stdle sloZitéjsi problémy. Proti svému
vlastnimu oboru vSak hresi aspori ve dvou smérech: Na jedné strané pfijimaji za zaru-
éené, Ze apardt Fourierovy transformace dokonale popisuje déje, jimiZ se zabyvaji,
zamériuji objekty a déje jejich fourierovskym popisem a nestaraji se o meze poufZitel-
nosti fourierovského formalismu. Na druhé strané vSak zase jako by nebrali na védo-
mi, Ze teorie Fourierovy transformace je rozvinutou matematickou disciplinou, neboft
Ji nevyuZivaji k prehledu obecnych vlastnosti objektii a jevi, které studuji.

Tato predndSka je dostiucinénim v pokdni specialisty na Fraunhoferovu difrakci.
Podrobné vymezuje podminky, za nichZ Fourierova transformace presné charakteri-
zuje Fraunhoferovu difrakci.

1. Uvod

Teorie difrakénich jevii vychdzi uZ od dob Fresnelovych — tedy od prvni tspés$né
kvantitativni interpretace — z Huygensova-Fresnelova principu. Toto pojeti zdomdc-
nélo v literatufe zejména poté, co Kirchhoff odvodil difrakéni integrdl vyjadfujici
Huygenstv-Fresneliv princip z vinové rovnice. I kdyZ z matematického hlediska
odvozeni bylo (a zlstalo) heuristické, jeho prakticky vyznam je nesmirny. Je vycho-
diskem v&tSiny jinych pfistupt k difrakci (napf. Youngovy-Rubinowiczovy okrajové
viny), hlavng a pfedev§im viak ddvd — asponl v rdmci tzv. optické difrakce — dokonaly
souhlas teorie s experimentem. Je proto pochopitelné, Ze se v literatufe 20. stoleti
setkdvdme se zfejmou snahou jednotn€ interpretovat viechny difrakéni jevy prdvé
z tohoto hlediska.

Neptekonatelné — i kdyZ nepfizndvané — potiZe se objevuji, snaZime-li se takto
interpretovat Fraunhoferovy difrakéni jevy. Sekunddrni viny v Huygensové-Fresnelové
principu jsou totiZ neodvolatelné kulové. Proto difrakéni integrdl vyjadfujici Huygen-
stiv-Fresneltv princip md ve jmenovateli integrandu vzddlenost bodu pozorovédni od
difrakcéniho stinitka. V pfipad€ Fraunhoferovy difrakce je ovSem tato vzddlenost ne-
kone¢nd a pfislusny limitni pfechod difrakéni integrdl anuluje. Kupodivu to unikd
pozornosti autorti i velmi dobrych monografii a ucebnic [1 az 4], ktefi takto ziskdvaji
z difrakéniho integrdlu vyjadfujiciho Huygenstiv-Fresneltiv princip Fouriertv integral.
(Pouze vyjimetné& [5] zastiraji anulovdni celého integrdlu pouZitim Rayleighovy-Par-
sevalovy véty, tj. ivahou o toku proslé energie.) Obdivuhodn& dokonaly souhlas vypo&tit
s experimentem (viz napf. obr. 1) pravdépodobn& chrdni takové odvozeni pfed odmita-
vou kritikou.

Holografie vndsi do teorie vinéni mnoho netradi¢niho. Teorii difrakce ovliviiuje tim,
Ze do ni zavddi pfistup, ktery bychom mohli nazvat rozkladem do rovinnych vin, nebot
vinéni za difrakénim stinitkem vyjadfuje superpozici rovinnych vin o vhodné amplitudé
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Sificich se vemi sm&ry [6]. Je otevienou otdzkou, zda je takovy pristup ekvivalentni
nebo dokonce vyhodn&jsi neZ teorie zaloZend na Huygensové-Fresnelové principu.
Zatim se zdd, Ze difrakci ponékud omezuje, nebot predpoklddd, Ze dopadajici vina je
rovinnd. Tak tomu oviem je u Fraunhoferovych difrak&nich jevi, nemusi v§ak tomu tak
byt u jevit Fresnelovych. Budoucnost ukdZe, do jaké miry je to limitujicicim faktorem.
ProtoZe se zde nebudeme Fresnelovymi difrakénimi jevy zabyvat, pouZijeme rozkladu
do rovinnych vin se viemi jeho vyhodami i tiskalimi, jeZ pfindsi pro Fraunhoferovu
difrakci.

Fraunhoferovou difrakci se nejCastéji rozumi ,,smérové rozloZeni difraktovaného
vInéni*‘ nebo ,,difrakce v nekone¢nu*‘ nebo ,,difrakce v ohniskové roviné spojné Cocky*‘.
ZtotoZnime se s timto pojetim, nebudeme viak Setfit Casem, abychom je precizovali.
Pfedev§im zduraznime celkem samoziejmy fakt, Ze souslovi ,,rozklad do rovinnych
vin‘* je jen jiny slovni obrat pro ,,smérové rozloZeni‘. Kazdd komponenta rozkladu do
rovinnych vin

Yo(r) = T(n) exp (ikr . n)

(m je jednotkovy vektor ve sméru ifeni, r polohovy vektor, k = 2n/A a A vlnovd délka)
totiZ jednoznadng charakterizuje vin&ni 3ifici se ve sméru n. Znalost amplitudy T(n)
rozkladu difraktovaného vinéni do rovinnych vin znamend tedy totéZ, co znalost smé-
rového rozloZeni (srov. odst. 3).

Hlavni vyhodou metody rozkladu do rovinnych vin je, Ze vede pfimo k vyjddfeni
Fraunhoferovy difrakce Fourierovou transformaci tzv. funkce propustnosti. FormdIné
totiZ pfipomind rovinnd vina exp (ikr . n) jddro Fourierovy transformace exp (ikr.p)
(srov. Dodatek 1). n ve vyrazu pro rovinnou vlnu viak zna&i jednotkovy vektor, kdeZto
p v jddru Fourierovy transformace znaéi vektor, jehoZ slozky nabyvaji viech hodnot
z intervalu (— oo, 00). UZ tento rozdil naznaduje, Ze popis Fraunhoferovy difrakce
Fourierovou transformaci neni samoziejmy a Ze je tfeba vymezit podminky, za kterych
je adekvdtni.

2. Funkce propustnosti

Predstavme si n&jaky objekt dvojrozmérného charakteru (to znamena dostatedné tenky). Napt.
obraz registrovany zpracovanou fotografickou emulzi, maska na vyrobu integrovanych obvodu,
textilie, otisky prstd, polymerova félie apod.

Kritériem toho, Ze objekt je dvojrozm¥rny, tj. dostatecn& tenky, je, Ze ho Ize charakterizovat tzv.
funkci propustnosti #§) definovanou v bodech & (zadni strany) roviny objektu. Funkci propustnosti
Ize zavést takto: Vychdzime ze samozfejmého pfedpokladu, Ze objekt je aspoii v n€kterych mistech
transparentni pro n&jaké vin&ni. Pfedpokladejme, Ze toto vin€ni prochazi objektem a t&sn& za nim
(tj. v rovin& zadni strany objektu) je charakterizovano funkci y(§). Necht wo(§) charakterizuje totéZ
vin&ni v téZe rovin& za nepfitomnosti jakéhokoli objektu. Utvofme nyni podil

(¢)) 1&) = w(&)/vo (&) .

Je-li tento podil v rozumnych mezich nezavisly na tom, zda dopadajici vina je rovinna nebo kulova,
na Ghlu, pod nim# dopada rovinna vlna, apod., miZeme pfislu¥ny objekt povaZovat za dvojrozm¥rny
a charakterizovat jej funkci propustnosti #&). (Rozumné meze vyluduji ptipady jako témér teény
dopad vingni, kulovou vinu se sttedem velmi blizko objektu apod.)
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Je zfejmé, 7e funkce propustnosti je v obecném pfipadé komplexni funkcei. V praxi jsou vSak dile-
#ité nékteré zvlastni pripady:
(a) Amplitudové objekty. Maji funkci propustnosti ve tvaru

@ ‘ (&) = (&) exp (igo) ,

kde 7 je realna funkce a &g redlna konstanta. Napt. funkci propustnosti objektu tvoreného prazdnymi
otvory v nepropustném stinitku (§térbina nebo naopak nepropustny prouZek) modelujeme charakte-~
ristickou funkci otvord, tj. funkci, jeZ je rovna jedné v bodech otvort a nule v bodech nepropustné
asti stinitka. SloZit&j§im pripadem jsou obrazy registrované fotografickou emulzi, kdy nositelem
informace je mira z&rnani filmu. Pro optické zpracovani takovych obrazi by tedy bylo Zadouci,
aby sv&tlo prochézejici emulzi bylo absorbovano tak, jak to odpovida z&ernani filmu, a nedochazelo

Obr. la.

Obr. 1. Fraunhoferova difrakce na otvoru ve tvaru Sesti¢etné Siemensovy hvézdice (a) v porovnéni
s:Fourierovou transformaci T(x)/T(0) charakteristické funkce otvoru (b). Céarkované jsou vyznadeny
zdporné hodnoty. x = kRp, k = 2x/A, R je polomér Siemensovy hvézdice, p je proménna Fourierovy
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ptitom k posuvu faze, jenZ by byl funkci polohy v roving filmu. Funkce propustnosti by pak mé&la
tvar (2). JenZe pii b&2ném vyvolani filmu ptislusi riznému z&ernani ruzna tlou$tka emulze a rtizné
tlouStce emulze neZadouci fazovy posuv proslého vinéni. Pak je tfeba vkladat film do imerzniho oleje
mezi dv& planparalelni desticky.

(b) Fazové objekty. Maji v propustnych &stech funkci propustnosti ve tvaru

3) 1(8) = 7o exp [ie(9)] ,

kde 7, je konstanta a &) redlna funkce polohy. V nepropustngch &stech je #(&) = 0. Ptikladem
mohou byt idealn€ propustné optické elementy, nejcast&ji ocka, jeZ absorbuji svétlo jen nepatrng,
av¥ak velmi podstatn& ovliviiuji fazi vin&ni.
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Obr. 1b.

transformace, jeji velikost ma vyzram sinu difrak&niho Ghlu. Fcurierova transformace je v tomto
pfipadé redlnou funkci.
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3. Rozklad do rovinnych vin

Necht tedy na objekt charakterizovany funkci propustnosti #(¢) dopadd ve sméru
n, rovinnd vlna — nejéast&ji kolimovany svazek svétla. Jeji vinovd funkce md tvar

@ Yo(r) = exp (ikr.n;)

(viz obr. 2). Propustnymi &dstmi objektu — fikd se mu n&kdy transparent — projde
vinéni. Pfitom dochdzi k difrakci, takZe za objektem uZ neni vInéni prostou rovinnou
vlnou. Objevuje se difraktované vinéni. Toto difraktované vinéni vyjad¥ime jako super-

wryr

pozici rovinnych vln ¥i¥icich se riznymi sméry n (viz obr. 2), tj. integrdlem
(5) Y(r) = ﬂ‘ T(n — no) exp (ikr.n) dQ,
2

kde amplituda T(n — n,) rozkladu zévisi na odchyleni n — n, sm&rd n od primérniho
sméru n, a Q znadi obor prostorovych uhlt moZnych sméri n.

Obr. 2. Rozklad difraktovaného vinéni
do rovinnych vin.

& e

0

exp (ikiiig) B [[ T(R-Aylexpliki.A)dQ
Q

- —_— - - - — — -— — — —_— P F
f
L
Obr. 3. Fraunhoferova difrakce Obr. 4. Fraunhoferova difrakce v zadni ohniskové
jako difrakce v nekone&nu. roviné spojré ¢ocky L.
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Smérové rozdéleni difraktovaného vinéni uddvd tedy amplituda T(n — ny). Ta je
oviem urena objektem t(é). Zikladni ulohou Fraunhoferovy difrakce je nalézt pfi
zadaném objektu ¢t amplitudu T. (Je-li toto zdkladni tloha Fraunhoferovy difrakce,
neni to zdaleka tloha jedind. V praxi se €asto Zddaji dedukce o funkci propustnosti
1(&) ze znalosti funkce [T|2, kterou ziskdvdme fotografovinim — kvadratickou detekci
— Fraunhoferovy difrakce. To je matematicky obtiZné. Mnohé zdvéry vsak lze uCinit
na zdklad€ obecnych vlastnosti Fraunhoferovych difrak&nich jevﬁ.)

Smérové rozloZeni difraktovaného vinéni je jen jiny ndzev pro difrakéni obrazec
v nekoneénu, nebof smértim pfislusi body nevlastni roviny. V tomto smyslu se rozumi
pod Fraunhoferovou difrakci obrazec v nekoneénu (nebo aspori velmi daleko —

v anglosaské literatufe se Casto Fraunhoferova difrakce nazyvd ,,far field diffraction®).

Oznadeni difrakce v nekoneénu nebo difrakce ve vzddlené oblasti bychom vsak ne-
méli chdpat jako ndvod, jak postupovat pfi experimentdlni realizaci Fraunhoferovy
difrakce. Jen ve 3kolskych piikladech md totiZz nad&ji na usp¥ch takto (bez pouZiti
¢otek) Fraunhoferovu difrakci skute¢n& pozorovat. Fraunhoferova difrakce je v tomto
pfipadé vytvdfena (prokreslovdna) rovnob&Znymi svazky vinéni (svét]a), jejichZ §itka
odpovidd priméru oblasti, v niZ je funkce propustnosti riznd od nuly (viz obr. 3).
To v praxi znamend, Ze oblast s nenulovou funkci propustnosti musi byt velmi mald
(<1 mm?), abychom dostali dostatein& kvalitni difrakéni obrazce rozumné velikosti
(<1.107? m?) pfi 4 = 6.10"7 m. Chceme-li ziskdvat Fraunhoferovy difrakéni obrazce
z oblasti o velikosti 1.107° m2, musime pouZit spojné ¢ocky a rovinu v nekone&nu
zobrazit do jeji zadni ohniskové roviny (viz obr. 4).

4. Vztah mezi funkci propustnosti a amplitudou rozkladu do rovinnych vin

Jde nyni o to najit vztah mezi funkci propustnosti #(£) a amplitudou T(n — no)
rozkladu difraktovaného vinéni do rovinnych vin. VyuZijeme k tomu skuteCnosti, Ze
na zadni strané prepardtu miZeme vlnéni vyjddfit dvéma riznymi zpisoby. Podle
definice funkce propustnosti charakterizujeme zde vin&ni p¥i dopadajici vIng (4) funkci

(6) Y(&) = 1(&) exp (iké.ny) .
Podle vztahu (5) charakterizuje v téZe roving vInéni vyraz
(7) Y(&) = .” T(n — n,) exp (ik&.n) dQ .
2]
Z rovnosti pravych stran vztahi (6) a (7) vyplyvd
() H&) = ﬂ T(n — ng) exp [ikE . (n = n)] dR2.
Q2

Zavedme kartézskou soustavu soufadnic x;, X2, X3 s osou X3 kolmou k roviné objektu

a oznadme soufadnice x,, x, v rovin& objektu &y, &, (takZe &(¢y, £,) m4 stejng jako d¥iv

vyznam polohového vektoru v roving objektu)-
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Pfedpoklddejme, Ze rovinnd vina dopadd kolmo na rovinu objektu. Vektor n, md
tedy soufadnice ny(0, 0, 1). Odchylku od primdrniho sméru ozname n — n, = p,,

takZe jednotkovy vektor n ve sméru Sifeni jednotlivych rovinnych vin md komponenty
(srov. obr. 5)

n(p;, pa, /[1 — (P + P3)])-

Obr. 5. K vyjadfeni integraéniho oboru €2
v rozkladu do rovinnych vin.

Integrace pifes vSechny mozné sméry vektoru n odpovidd integraci po polokouli
ny = J[1 = (pf + p3)]. Element prostorového thlu je tedy dQ = dp, dp,[\/[1 —
(p? + p3)]- Integrdl (8) tim nabude tvaru

. dp, dp,
9 1(¢) = T(p,, k(pi&, + py¢ ,
( a) ( ) J.J-plz_‘.pzz <1 (pl pZ) eXp [1 (pl 1 p2 2)] V/[1 _ (p% + pg)]

tj. pfidrzime-li se vektorové symboliky a zavedeme-li dvojrozmérny vektor p(p,, p.),

2
(90) (Z) = ” T(p) exp (ikp . &) ——F— .
p2s1 \/ (1= PZ)

Rovnice (9) pfedstavuje vztah mezi funkci propustnosti objektu #(&) a amplitudou
rozkladu T(p) difraktovaného vin&ni do rovinnych vin. Vidime tedy, Ze tento vztah
neni ddn Fourierovou, resp. inverzni Fourierovou trnsformaci, jak se v§eobecné tvrdi.
Od Fourierova integrdlu se li$i dvéma jednotlivostmi:

(i) Podle otekdvdni vyslo, Ze obor integrace je omezen na jednotkovy kruh a neni
celou nekone¢nou rovinou jako u Fourierova integrélu.

(ii) Vztah (9) obsahuje ve srovndni s Fourierovym integrdlem navic vyraz /(1 — p?)
ve jmenovateli.
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Vyvstdvd otdzka, za jakych podminek muZeme integrdl (9) ztotoZnit s Fourierovym
integrdlem. Z matematického hlediska je odpovéd nasnadé: Tehdy, kdyZ funkce T(p)
je rtznd od nuly jen v malém okoli bodu p = 0. Fyzikdlné to znamend tehdy, kdyZ je
difrakce omezena na maly tihlovy obor kolem primdrniho sméru. Kdy to viak nastdvd
a md to vibec n&jaky smysl? Zde musime pferudit matematické odvozovdni a uchylit
se ke zkuSenosti, tj. k fyzice. Tedy smysl tento pfipad md a nastdvd za podminek optické
difrakce. Dfive neZ se jimi budeme zabyvat, upozornime, Ze v difraktografické praxi se
promé&nné p,, p, chdpou v ponékud odlisném smyslu, neZ jak jsme jich dosud uZivali.

5. Vyznam proménnych p,, p,

Z toho, co bylo dosud uvedeno, je zfejmy zékladni v§znam integra&nich’prom&nnych p, p,
amplitudy 7T rozkladu (5) do rovinngch vin: Jsou to sm&rové kosiny sm&ri n, v nich¥ pfislu$né
rovinné viny postupuji. Oznacime-li tedy «;, &, Uhly, které svira vektor n s osami soufadnic x;, x;,
plati

(10) Dy =cosdy, Py =Ccosa,.

V difraktografické praxi vSak neni zvykem pouZivat té€chto Ghlu, nybrZ Ghla dopliikovych

(11 ﬂ1= — %1, ﬁ2= — 0y .

i i
2 2

Z obr. 6 je vid&t, Ze B, je Ghel, jej? svird sm&r n se svym prumétem do roviny x; = 0, podobn¥ B,.
Z (10) a (11) plyne
(12) py=sin By, p, = sin B,

a pro Uhel f sméru n difraktované viny a primarniho sm&ru n plati vztah

13) sin B = /(sin® B; + sin? B;) =/(p? + PP =Dp.

P, 7 -
X, Obr. 6. Vyznam proménnych py, P>

V praxi se Ghlum B davé pfednost pfed thly & pravdépodobn¥ proto, Ze bezprosttedn&ji vyjadtuji
uhel mezi difraktovanym a primarnim sm&rem. Pro malé Ghly S plati

(14) p=B, p1=B, pP=58,

takZe promé&nné p;, p, maji pfimo vyznam téchto ,,difrak¢nich Ghla*,
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(Dodatecn€ se omlouvam, Ze jsem vyuZil prerueni v odvozovani a vsunul vyklad této geometrické
triviality. Z vlastni zkuSenosti viak vim, Ze neSkodi si ji ob&as pfipomenout. V&tSinou toti¥ m&time
vzdalenosti » a f podle obr. 9 a klademe p = r/f misto pfesného p = N1 + (*/H?]. Pro malé
uhly B nevede tato zam&na tangenty a sinu k rozporim, a tak denni zvyk pomahi zapomenout, Ze
proménna p ma vyznam sinu difrakéniho thlu.)

6. Opticka difrakce

Podminky optické difrakce pusobi v teorii difrakce podobné jako deus ex machina v Euripidovych
tragédiich: Dostane-li se odvozovani do uzkych, omezime se vhodnymi podminkami na obor, v ném?
Jje moZné odvozeni dokong&it (viz napt. [2], str. 58, [5]). Souboru t&chto podminek se fika podminky
optické difrakce.

Hlavni a pro potfeby Fraunhoferovy difrakce jedinou podminkou je tato podminka: Funkce
propustnosti musi mit vlastnost, Ze obor prom&nnych, v ném? je nenulova, lze rozdélit na Casti,
jejichZ linearni rozm8ry jsou velké ve srovnani s vinovou délkou vin&ni a v nich¥ se jeji amplituda 7
i faze ¢ méni jen nepatrng, tj. Ar/t < 1, Ae € 2w, T # 0. Nejjednodus§im prikladem jsou prazdné
otvory v nepropustném stinitku. Pro difrakci sv&tla ma uvedena podminka dvoji vyznam. PredevS§im
zpusobuje, Ze nedochazi ke zm&€nam polarizace svétla, a tim dovoluje aplikovat skalarni teorii difrakce
na difrakci vektorového elektromagnetického vinéni. Za druhé — a o to nam jde — zpusobuje, Ze
difrakéni Ghly jsou malé. UkaZeme to na piikladg.

Necht objektem je nepropustné stinitko s otvorem o praoméru 2R = 0,1 mm a vinova délka
4=6,310"*mm (tak¥e k= 2n/A= 1.10" m™!). Prislusny Fraunhoferiv difrak&ni jev ukazuje
obr. 7. RozloZeni relativni intenzity je dano funkci i(p) = [Zfl(kRp)/(kRp)]z, kde J; znadi Besselovu
funkci 1. fadu. Z jejiho grafu je vidst, Ze u¥ pro p > 2.10~ 2 rad nabyva funkce i(p) jen nepatrnych
hodnot. To viak samo o sob& mnoho neznamena. DileZité je, jaka ast e(p) celkové energie difrakto-

1(p)

elp)

0,03 rad
 ——

I
|
I
I
!
|

P
0.027 rad=1°31

Obr. 7. Difrakce na kruhovém otvoru o priméru 0,1 mm, rozloZeni relativni intenzity i(p) a &ast e(p)
celkové erergie obsazené ve vzdalenosti mensi nez p od primaru p = 0.
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vaného vin&ni je uvnitt kuZele s vrcholovym Ghlem p a s osou v primarnim smé&ru. Ta je dina inte-
gralem (viz napf. [5], str. 398)

e(p) = (kR)” ij:i(p) pdpde = (kR)? r [Z—J‘(k—Rp)]zp dp =

2r Jo 0 kRp
=1 — J§(kRp) — Ji(kRp).

Graf funkce e(p) je rovnéZ na obr. 7. Z ného je vid&t, Ze v kuZeli o vrcholovém dhlu 2,7.10” 2 rad =
1°31’ je obsaZeno 95% energie difraktovaného vinéni.

Tento ptiklad a podobné dovoluji akceptovat tvrzeni, Ze difrak¢ni Ghly byvaji velmi malé, takZe
uZ od hodnot p € 1 muZeme poloZit T(p) = 0.

(V teorii difrakce, ktera zahrnuje i Fresnelovy ohybové jevy, byva nutné pfijmout jest€ dal3i pod-
minku optické difrakce, jeZ omezuje shora linearni velikost d oboru prom&nnych, pro n&Z je #(&) =+ 0.
Obvykle se poZaduje (srov. napt. [1], [5]), aby vzdalenost zdroje vin€ni i bodu pozorovani od objek-
tu byly velké ve srovnani s d. Pon&évadZ nam jde o Fraunhoferovy difrakénijevy, kdy ob& zmin&né
vzdalenosti jsou nekone&né, nemusime se touto podminkou zabyvat.)

7. Fraunhoferova difrakce jako Fourierova transformace funkce propustnosti

Podminka optické difrakce tedy zaruduje, Ze
(16) T(p)#0, jenkdyz p<1.

Pak miZeme vztah (9) mezi funkci propustnosti #(£) objektu a amplitudou T(p) roz-
kladu do rovinnych vin pozménit tak, aby (9) byl Fourierovym integrdlem. Pfedeviim
poloZime

(17) T(p)[J(1 - p?) = T(p)

a pritom si uvédomime, Ze odvahu pouZit tohoto vztahu i v blizkosti p = 1 ndm ddvd
experimentdlni zku3enost vyjddfend podminkou (16). Ta také dovoluje rozsifit integracni
obor v (9) z jednotkového kruhu na celou nekone¢nou rovinu (py, p,).

7.1. Difrakce v nekone&nu
Témito dvéma nikterak elegantnimi a spiSe dosti hrubymi tipravami dosahujeme toho,
Ze vztah (9) mezi funkci propustnosti #(£) objektu a amplitudou T(p) smérového roz-

kladu difraktovaného vin€ni — tedy funkci charakterizujici Fraunhoferovu difrakci —
nabude tvaru inverzni Fourierovy transformace

(18) © = ([ 1) 0 ke 0% = F-1(7(ry

Podle vztahi (1—4) aZ (1—6) v Dodatku 1 (integrdl (18) je v E, a B2 = 1, tak¥e 4% =
(k/2m)* = 1/2?) md Fourierova transformace ptislusejici k (18) tvar

(19 16) = () [[” e (-ikp )@ = Pl
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A to je hledany vztah vyjadfujici Fraunhoferovu difrakci T(p) pti zadané funkci pro-
pustnosti #(£).

Proménnymi funkce T(p) jsou difrakéni Ghly, tedy veli¢iny pfimo méfené pii experi-
mentu. Je zfejmé — at uZ ze vztahu (19) nebo z fyzikdlniho ndzoru — Ze funkce T(p)
zdvisi nejen na funkci propustnosti #(¢), ale také na vlnové délce A = 2r/k vInéni, které-
ho bylo poufZito pfi difrakénim experimentu. Pro optickou analyzu obrazu a podobné
aplikace vSak neni dilezité, za jakych podminek byla analyza provddéna. Upiimng&
feCeno, nejde o Fraunhoferovu difrakei, ale o tzv. spektrum prostorovych frekvenci,
které s funkci propustnosti jedno-jednoznaéng& koresponduje (viz Dodatek 2 a obr. 8).

50mm (0,1 mm)-1

S— —

Obr. 8. Fresneliiv portrét zdobici titulni strdnku jeho sebranych spist (Oeuvres complétes d’ Augustin
Fresnel, tome 1, Imprimerie impériale, Paris 1866) a obraz (pfiblizné &tverec modulu) spektra prosto-~
rovych frekvenci tohoto portrétu ziskany Fraunhoferovou difrakci.

Uvedeme tedy jeSté, jak souvisi Fraunhoferova difrakce T(p) se spektrem prostorovych
frekvenci.
Za tim Ucelem piepiSeme oba posledni vztahy s pouZitim oznadeni

(20) To(p[2) = T(p)/7?
ak =2/l
@1) T, C—l’) = U:z(g) exp(—i on f : g) d2¢ = F{1(2)} ,
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(22) (8) = J. J’ ;To (f) exp (i21r %. c) a2 (f) ~F! {To (f)} .

Z t¥chto vztaht je zfejmé (srov. Dodatek 2), Ze podil p/A md vyznam prostorové frek-
vence funkce propustnosti #(¢) a ¥e Fraunhoferova difrakce T(P) chdpand jako difrakce
v nekonegnu souvisi se spektrem prostorovych frekvenci To(p[4) vztahem (20).

7.2. Difrakce v ohniskové roving spojné &o&ky

V experimentdlni praxi pozorujeme vé&t§inou Fraunhoferovu difrakci v zadni ohnisko-
vé rovin€ spojné ¥olky. To znamend, Ze zjiSfujeme rozloZeni amplitudy T,(r) jako
funkci polohy r(r, r;) v této rovin&. Potfebujeme tedy vztah mezi funkci propustnosti
1(£) a rozloZenim amplitudy T(r).

/

Obr. 9. Souvislost difrak&niho hlu #'s polo-
hovym vektorem r v zadni ohniskové roving&
spojné &olky.

Pomoci paprsku prochdzejiciho sttedem Eo&ky (jenZ, jak zndmo z geometrické optiky,
neméni pfi priichodu &okou svilj smér, srov. obr. 9) a vztahu (13) shleddme, Ze

r_ — sin — P
L ey Y R
takZe
o
b=+ @A

U védomi pfibliZeni, jimiZ jsme p¥evedli vztah (9) na Fouriertv integrdl, bez rozpaki
pouZijeme

RozloZeni amplitudy T/r) v ohniskové rovin& tedy souvisi s funkci T(p) vztahem

r

24) T(p) = T(;,) = T,(1).
Vztahy (19) a (18) nabudou s pouitim (23) a (24) tvaru
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(25) T,(F) = (5";)2 J j :t(a:) exp (— if— r. ¢) 28 = Fl(®)},

*0

(26) (&) = %J] T/(r) exp (i k r. .§) d?r = FY{T,(r)} .
1) - /

Podle vztahu (25) miZeme tedy vypocitat rozlozeni amplitudy Ty(r) ve Fraunhoferové

difrakci pozorované v zadni ohniskové rovin€ spojné Colky pii zadané funkci propust-

nosti ().

Funkce #(£) i T/(r) uddvaji amplitudu vin¥ni jako funkci polohy v rovin&. Maji tedy
stejny rozmér. Proto také koeficienty pred integrdly ve Fourierové transformaci (25)
a inverzni Fourierové transformaci (26) maji tyZ rozm&r. Velikosti se vsak li§i o mnoho
fdda: P¥i b&Zném experimentu byvd A = 2n/k = 6.10"" m, f = 6 m, takZe koeficient
u Fourierovy transformace (25) je o 14 rada vétsi neZ koeficient u inverzni Fourierovy
transformace (26).

Souvislost prostorovych frekvenci a jejich spektra Tg s polohovym vektorem r a funkci
T(r) plyne ze vztahii (20), (23) a (24):

@7) T, (;7) = T ().

Uvedeme pro uplnost jesté tvar piislusné Fourierovy transformace

(28) T, (f) = Uw (&) exp (—i 2n }'z : c) d*¢ = F{1(¢)} .

(29) (&) = ﬂ G_OQT"(fLA) exp (i 2n fi'l : g) d2 (ﬁ) = F! {To (ﬁ)} .

Jiz ze vztahu (27) je ziejmé (vztahy (28) a (29) to jen potvrzuji), Ze pfi pozorovani
Fraunhoferovy difrakce v zadni ohniskové roviné spojné ¢o¢ky md veliéinafr/ [fA vyznam
prostorové frekvence funkce #(&). Vztah (27) také uddvd souvislost amplitudy Ty(r)
Fraunhoferovy difrakce se spektrem T, prostorovych frekvenci funkce propustnosti

1&).

8. Zavér

Je-li splnéna podminka optické difrakce, charakterizuje Fourierova transformace
Fraunhoferovu difrakci. Souhlas je tak dokonaly, 7e opticky difraktograf miZeme
povaZovat za analogovy pocitac pro vypocet ¢tverce modulu Fourierovy transformace.
V tomto smyslu se Fraunhoferovy difrakce pouZivd v mnoha oborech: Elektronovi
mikroskopici ziskdvaji Fraunhoferovou difrakci spektrum prostorovych frekvenci
svych snimki a z n€ho objektivné stanovuji rozlifeni snimki, stav zaostfeni, astigma-
tismus a indikuji posuv prepardtu b&€hem expozice. Biologové zasahuji do Fraunhoferovy
difrakce a ndslednou rekonstruci obrazu objektu odstrafiuji Sum, zvySuji kontrast,
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a tak si pomdhaji, aby na elektronové mikroskopickych snimcich uvid€li strukturni
detaily svych objekti v oblasti desetin nanometru [7]. Ostatn& v&tsina metod optického
zpracovéni obrazu a dat [8,9] je zaloZena na tom, Ze Fraunhoferovou difrakci se realizuje
Fourierova transformace. MnoZstvi a uspéch téchto aplikaci zplisobuji, Ze povaZujeme
za samoziejmé, Ze Fraunhoferova difrakce je realizaci Fourierovy transformace, a ani
tento fakt nezdivodiiujeme.

V této Cdsti predndsky jsem se snaZil vyjddrit néco prdavé opacného: Je zcela podivu-
hodné, Ze Fourierova transformace tak dobfe popisuje Fraunhoferovu difrakci, a stoji
za to jejich vzdjemné relaci rozumét.

Podékovéni

Panim Z. Ku¢eroVE a J. TABoRsKkE dEkuji za viestrannou pomoc pti pfipravé textu. Za kritické
pfipominky d€kuji rovnéZ dr. M. FoitikoVE, ing. J. MrNuSTiKOVI, dr. M. RozsfvaLovi a p. M.
ZELEZNEMU.

Dodatek 1. Fourierova transformace ve tvaru vhodném pro aplikace

Matematici si ned€laji s konkrétnim tvarem Fourierovy transformace mnoho starosti. Casto defi-
nuji Fourierovu transformaci a inverzni Fourierovu transformaci ve tvaru, jemuZ fikaji symetricky
(10, 11]

(1-1) F{o(9)} = G(p) = j f.;j o(&) exp (—i 2np . §) &¥¢,,

(1-2) F{G(p)} = j f;je (Pexp (i 2np. &) d".

Pritom piedpokladaji, Ze g a G jsou absolutn€ integrovatelné komplexni funkce realnych proménnych
§, P € Ey. PouZivaji i jinych definic, které se 1i§i konstantnimi faktory pfed integraly a v exponen-
cidlach [12, 13], vzadjemnou ekvivalenci téchto definic vSak neni obtiZné prokazat. Podstatné je, Ze
v bodech spojitosti funkce g(&) plati

(1-3) F=H{F{g(8)}} = 9(%) ,

a v bodech, v nichZ ma g(&) koneénou nespojitost, se leva strana vztahu (1— 3) rovna stfedni hodnoté
funkce g v infinitezimalnim okoli bodu nespojitosti.

Jakkoli je z matematického hlediska tato nejednotnost v definici Fourierovy transformace bez-
problematicka, je — mirn& feeno — nepohodlna z hlediska aplikaci. Nap¥. udaje v ruznych slovni-
cich Fourierovych transformaci i tvrzeni vét (napt. Rayleighovy-Parsevalovy véty, véty o konvoluci)
zavisi na definici Fourierovy transformace. PouZivani té€chto priruéek vychazejicich z ruznych definic
si pak vynucuje vénovat neustalou pozornost riznym konstantnim faktorum.

Rozmanitost aplikaci vede k tomu, Ze bychom radi pouZivali ptipad od pfipadu ruznych definic
podle toho, jak to vyhovuje studovanému problému. Piikladem muZe byt prav€ Fraunhoferova
difrakce. Jednou ji chapeme jako sm&rové rozloZeni difraktovaného vinéni T(p) (viz (19)), tj. jako di-
frakci v nekoneénu, jindy jako rozloZeni amplitudy Ty(r) (viz (25)) v ohniskové rovin€ spojné Eocky.
Tyto dv& funkce se od sebe matematicky podstatn& 1i¥i (ostatné i fyzik4in&, nebof maji rizny rozmér).
A pfece bychom radi kaZdou z nich povaZovali za Fourierovu transformaci funkce propustnosti
t(§) objektu.
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Z t&hto a podobnych divodu je Glelné zobecnit — nebo pfimsfenéji feéeno opatfit vhodnymi
konstantami — definici Fourierovy transformace tak, aby specidlni volba t&chto konstant dovolila
ztotoZnit se s tou &i onou definici uZivanou v matematické literatufe nebo s néjakou dvojici funkci
vyskytujici se v aplikacich. Konkrétné se zda byt ielné zavést do definice Fourierovy transformace
tfi nenulové konstanty 4, B, k

(1-4) F{g} = G(p) = 4" f °° f 4(&) exp (—ikp . &) d¥,

(1-5) F~Y{G} = g(¢) = B FJ G(p) exp (ikp . &) d¥p.

= o0

Pouze dv¥ z t&hto konstant jsou nezavislé, ncbof podminka F 'I{F{g}} = g vede ke vztahu
k

(1-6) AB = ]——-[ R
2n

jehoZ odvozeni je naznaceno na konci Dodatku 1. Konstanty A a B mohou byt komplexni, konstanta
k musi byt ovSem realna.

Vhodnou volbou konstant 4, B, k (pfi splnéni vztahu (1— 6)) 1ze ztotoZnit vztahy (1—4) a (1—25)
s kaZdou definici Fourierovy transformace, jeZ se v literatufe vyskytuje. VZdy je nejdtive tfeba volit
konstantu &, kterd muZe byt n€kdy kladna, jindy zaporna, nebot jadra Fourierovy a inverzni Fourie-
rovy transformace jsou n&kdy zvolena opa¢né ve srovnani s (1 — 1), (1 — 2) (srov. napft. [3] str.
399, [4] str. 30, [6] str. 80, [12]). Vhodnou volbou konstanty k také dosahujeme toho, Ze prom&nna
P ve Fourierové transformaci ma vyznam té které fyzikalni veli¢iny (napf. uhlu, soutadnice, prosto-
rové frekvence).

Tomu, kdo se zabyva aplikacemi Fourierovy transformace, se vyplati prepsat si dobrou matema-
tickou ptirucku a vyjit pfi tom ze vztahu (1 — 4) aZ (1 — 6).

Ve vztahu (1 — 6) muZe prekvapovat absolutni hodnota konstanty k. Abychom ozfejmili jeji pa-
vod, nazna&ime odvozeni vztahu (1 — 6): Ve virazu F~!{F{g}} zam&nime potadi integrace

(1-7) F~{F{g}} =
— B f 3 J [A" J . j a(&) exp (—ikp . &) d"c'] exp (ikp . &) d¥p =

o) 0 [‘
- (AB)NJ... '[ o(&) { J | lkp- (¢ = ] d”p} e .
Pro vnitfni integral plati
2\

(1-8) j . f exp [ikp . (¢ — &)1 d"p = <m>

= 00,

6(§ - 6') ’
nebot pro jednu proménnou je

J‘OC exp [ikp(¢ — &')] dp = lim J exp [ikp(¢ — &)]dp =

; ' 2n .. -
— 2lim sin [kx(¢ = & _ 1%6(5 — ¢)msgnk =m5@ - <)

kxsw &=

Dosazenim (1 — 8) do (1 — 7) vypoSteme
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F{F{g}} = (I |> (AB)”[ J o) oz — &) ae = <I : B)" o(2).
Z potadavku F~1{F{g}} = g plyne

—AB

co? je dokazovany vztah (1 — 6).

Dodatek 2. Prostorova frekvence

Pro kvantitativni vyhodnocovani difrakénich obrazcu je ucelné pripojit k nim méfitko, které udava
velikost difrakéniho obrazce nezéavisle na dodate€nych zv&tSenich podobné jako tGsecka vyznalujici
jednotku délky objektd na mikroskopickych snimcich (viz obr. 8). Fyzici v rozporu s vlastnimi
proklamacemi nic takového vétS$inou ned&laji. Biology v8ak k tomu praxe ji¥ pfivedla (srov. difrak&ni
obrazce napf. v knize [7]). Nebudeme se zde otdzkou méFitka difrak&nich obrazcu zabyvat. Uvedeme
jen, Ze neni G&elné, aby méfitko charakterizovalo pfimo mé&fenou veli¢inu (difrakeni Ghel, polohu
v ohniskové roviné), nebof ta zavisi na parametrech experimentu (vlnové délce, ohniskové vzdale-
nosti). V aplikacich je totiZ Fraunhoferova difrakce v&tSinou pouze prostfedkem, jak ziskat Fourie-
rovu transformaci funkce propustnosti objektu. Je tedy vhodné, aby se mé&Fitko vztahovalo k veli-
&in&, kterd jednoznaéné souvisi s jednotkou délky na objektu. Takovou veli¢inou je prostorova
frekvence. Ji proto vénujeme tento dodatek.

Pfedev§im pfipomeneme, Ze pojem frekvence se vZdy vztahuje k sinu, kosinu nebo komplexni
exponencialni funkci readlnych prom&nnych.

V jednorozmé&rném pfipadé jsme na tento pojem zvykli, zejména kdy? prom&nnid ma vyznam
&asu. MA-li prom&nné vyznam prostorové soufadnice, postupujeme obdobné jako u &asu: Nazveme
zakladni periodou X funkce exp (i 2rux) nejmenSi kladnou délku, pro niZ je

exp [i 2nu(x + X)] = exp (i 2mpx) .
Odtud je zfejmé, Ze prostorova frekvence u funkce exp (i2mux) je reciprokou hodnotou zikladni

periody

p==.
X

Jde-li o obecnou funkci g(x), vyjadtime ji Fourierovym integridlem ve tvaru
Q0
g(x) = j. G(u) exp (i 2nux) dp
- @

a nazveme kaZdou hodnotu g, pro niZ G(x) # 0, prostorovou frekvenci funkce g(x). Funkci G(u)
nazyvame spektrem prostorovych frekvenci funkce g(x).

Podobn& v Ey se pojem prostorové frekvence vZdy vztahuje k funkci exp (i 2mp.x): Zakladni pe-
riodou X této funkce nazveme nejkrat$i vektor takovy, Ze u.X > 0 a plati

exp [i2np. (x + X)] = exp (i 2np . x) .
Je tedy zfejmé, Ze

(2-1) u.X=1.
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PonévadZ X je nejkrat8i vektor spliiujici (2 -- 1), musi byt

(2-2) = wlx.

Prostorova frekvence a funkce exp (i 2mu.x) je tedy vektor, jenZ je rovnob€Zny se zakladni periodon
X této funkce a jehoZ velikost je rovna reciproké hodnoté velikosti zakladni periody.
Jde-li o obecnou funkci g(x) v Ey, vyjadiime ji Fourierovym integralem ve tvaru

o(x) = j : f G(u) exp (i 2mp . x) d¥p

a nazveme kaZdé a(uy, Uy, ..., #y), pro n€% G(u) # 0, prostorovou frekvenci funkce g(x). Funkci,
G(p) tikame spektrum prostorovych frekvenci funkce g(x).

Z Lerchovy v&ty vyplyva, Ze funkce g(x) je svym spektrem G(u) prostorovych frekvenci jednoznad-
n& uréena (aZ na nulovou funkci).

Ze vztahu

exp (i 2mp . x) = Ij.é(y — w)exp (i2mp. x)dp

ve ztejmé, ¥e spektrem funkce exp (i 2nu.x) je funkce o(u — u’).
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