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vyucovani

VYTVARET SPOJENI[ S GEOMETRII{

E. Paul Goldenberg, Albert A. Cuoco,
June Mark

Tento ¢ldnek byl napsin jako programové
prohliseni prednesené na zasedani pracov-
nf skupiny pro geometrii v rdmci kongresu
ICME 7 konaného na univerzité v Lavalu
v Québecu v srpnu 1992. Celi prace by-
la financovdna zé&3sti rozvojovym fondem
Stfediska pro rozvoj vyucovani (Education
Development Center) a z&éasti Narodn{ vé-
deckou nadaci (National Science Founda-
tion), a to granty ¢. MDR-8954647, MDR-
9054677 a MDR-9252952, véetné dodated-
né podpory spolecnosti Apple Computer,
Inc. Nazory zde vyjaddiené se nemusi nutné
shodovat s nizory sponzorti. Jsme velmi
vdééni za podstatnou intelektudlni a re-
dakéni pomoc poskytnutou Glennem Klei-
manem v ruznych stadiich pfipravy toho-
to dokumentu a mnoha jeho pfedbéznych
verzi.

Lidé, ktefi jsou cleny pracovni skupiny
pro geometrii mezinarodniho kongresu o
vyulovani matematice (ICME), pravdé-
podobné nepotfebuji povzbuzujici pred-
nasku o geometrii. Pfiddme-li se vSak
k pracovni skupiné, ve které se ma de-
batovat o ,,iloze geometrie ve vSeobecném
vzdéldni“, budou na nés kladeny dalsi ob-
tizné pozadavky. Pravé v tomto okamzi-
ku, jak vite, 324 Fecnikl v 89 jinych més-
tech po celém svété vychvaluje pfednosti

217 jingch pfedméti pro vSeobecné vzdé-
14ni. Jisté maji vsichni pravdu. Je mnoho
véci, které stoji za to, abychom se jim
naudili, a nemohou mit vSechny absolutni
prednost. Proc preferujeme pravé geomet-
ri?

Nase divody jsou tyto:

— Geometrie dokaZe snadno upoutat za-
ky a ti zase dobfe navazuji spojeni
s geometrif. S geometrii souvisi pfi nej-
mensim umeéni, fyzika, obrazotvornost,
biologie, zvidavost, mechanicky design,
hra.

— Geometrie vynikd také bohatymi sou-
vislostmi s ostatni matematikou. Geo-
metrie by ndm mohla prostfednictvim
vhodnych sylab®i pomoci pfildkat k ma-
tematice vice zaki i riznorodych sku-
pin zaka.

— V ramci matematiky je geometrie zvl4-
§t€ vhodna k tomu, aby lidem poméa-
hala rozvijet dulezité navyky mysle-
ni; tyto navyky, jsou-li ziskdvany spo-
lu s onou nepostizitelnou véci zvanou
transfer, maji cenné vyuziti i mimo ma-
tematiku. Zv14asté pak je geometrie ide-
alni intelektudlni oblasti, v niz se daji
provadét experimenty, rozvijet kvalita-

. tivni zplsoby argumentace vizuélniho
typu. To vSe dava podnéty ke konstruk-
tivnim dikazim. Geometrie v Sir$im
pojeti je také idedlnim prostfedkem pro
zaky k rozvijeni jejich chiapani celé ma-
tematiky.!)

1) Hlavnim tkolem tohoto &l4nku je na
prikladech ozfejmit smysl naseho pojeti ,,Si-
roce chipané geometrie".

E. PAuL GOLDENBERG, ALBERT A. Cuoco and JUNE MARK: Making Connections with
Geometry. Education Development Center 8/14/92.
Prelozili MARTA CHYTILOVA a OLDRICH KOWALSKI.
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Abychom takto privedli zaky nejrozma-
nitéjstho zaméreni k hlubsimu pochopeni
matematiky, musime vypracovat takové
ucebni osnovy, které dovedou empiricky
vytvofit divérny vztah mezi geometrii a
zaky, ukazat souvislosti mezi geometrii
a ostatni matematikou a také zdiraznit
matematicky ,,styl“. Mély by téz obsdh-
nout dialektiku mezi experimentovianim
(myslenym i konkrétnim), slovnim vyjad-
fenim a teoretickym rozborem. Matema-
ticky styl ovSem neni matematickym bez
matematiky. Proto zde musi byt pfitomen
jasny a bohaty geometricky (i dalsi mate-
maticky) obsah.

V tomto ¢lanku pojedndme o vSech
téchto charakteristikdch ucebnich osnov
— o zéchytnych bodech pro ziky, o boha-
tych souvislostech s ostatni matematikou
a téZ o zpisobech nebo navycich mys-
leni, které miZe geometrie podporovat
— avsSak priklady, které uvadime, nemusi
nutné spadat do jedné z téchto kategorii.
Kdekoli je to rozumné, musime proto po-
vajovat za optimdlni, aby kazd4 aktivita
obsahovala vsechny tFi charakteristiky.

Dfive vSak neZ pfistoupime k hlavni-
mu tématu, je dileZité, abychom rozebrali
pojmy vizuélni mySleni a vizualizace. Ty-
to pojmy jsou tim hlavnim, co ¢inf Siroce
interpretovanou geometrii urcitym speci-
fikem v rdmci matematiky.

1. Vizualizace a vizudlni mysleni:
motivace, pFistup a obsah

V nejobvyklejsich uebnich osnovich,
v USA 1 mimo né, se jevi geometrie ja-
ko jedind vizudlné€ orientovand matemati-
ka, se kterou se Zdci setkaji. Jinak maji
ucebni osnovy sklon k tomu, aby pfedkla-
daly vizudlné ochuzenou, skoro vyhrad-
né slovné zprostfedkovanou matematiku,
kterd nepouZiva, neprocvicuje a dokonce
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ani neoslovuje ,mozkové centrum obraz-

nosti“.?)

Na tento stav véci dopldci mnoho lidi:
néktefi zaci, ktefi by méli raddi vizulné
bohatou matematiku, se nikdy nedozvédi,
ze takova matematika existuje. Je to pro-
to, Ze vizualni ¢asti matematiky zlistavaji
zakim skryty az do doby, kdy uz tito
lidé vypadli ze hry.?) Ztracime tim ne-
jen potencidlni geometry a topology, ale
i vSechny zaky, ktefi by se mohli sezna-
mit s matematikou prostfednictvim jejich

2) Tento opatrny nazev je chytrym vy-
nalezem DAvVIDA TALLA [16]. Tall tvrdi, Ze
vizuilni mysleni muZze hrat klicovou tlohu
v rozvoji zékova porozuméni; z&4sti proto, Ze
apeluje na osobnostni rysy komplementarni
k tém, které jsou zdlrazhovany v tradi¢nim
vyuéovani matematice.

3) Jen asi 50 % studenti v USA mé&lo moz-
nost se seznamit se stfedoskolskou geometrii.
A dokonce i v geometrii ¢asto vidime, Ze se
klade vétsi diraz na verbalni stranku nez na
tivahy zalozené vizualné. Cést obtizi, které
maji Zaci pii pochopeni dikazu jako matema-
tické metody, miZe byt opravdu zpisobena
prilisnou nézornosti: dikazy jsou €asto pred-
vadény nejprve v geometrii, jako pfedmétu,
ve kterém se mnohé dikazy (ne ovSem vSech-
ny) zdaji byt zbyte¢né, protoZe sama vizualni
predstava ¢ini vysledek tak zfejmym. CHIP
HEALLY, uditel v Los Angeles, vypravuje ve
své knize Jak se déld ucebnice geometrie o
tridé, ve které skupiny zdka predkladaji své
vlastni experimentalni vysledky a tvahy celé
tridé a hlasuje se o tom, zda je zafadit nebo
nezaradit do souhrnného textu reprezentuji-
ctho celoroéni praci této tiidy. V jedné tridé,
jak si vzpomin4, byli Zaci pevné presvédéeni
o tom, ze neni tfeba zarazovat dikaz toho, ze
kolm4 primka pulici Gsecku je stejné vzda-
lena od koncovych bodu tsecky. Povazovali
tvrzeni za tak trivialni, Ze nestalo za zminku.
Mohli bychom namitat, Ze Zaci zanedbava-
ji diikaz jako dileZity prvek matematického
mysleni, Ze opomijeji dialektiku mezi experi-
mentovanim a teoretickym rozborem. Nem-
%eme vSak rozumné olekavat, Ze se zacinajici
zaci nechaji zatidhnout do subtilnosti mate-
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vizudlné bohatych soucdasti a pak obje-
vovat dalsi oblasti, ne jiz tak podstatné
vizuélni, ve kterych by mohli uplatnit své
vizudlni schopnosti a sklony. Pro nékteré
zdky miiZe byt vizudlni pfistup naprosto
podstatny ([11], [13]). Pro takové Zaky,
véetné mnohych, ktefi se sami povazuji
za slabé v matematice, znamend vizual-
ni pojeti pFistupovou cestu. Vizualizace
a vizualni mysleni tedy slouzi nejen jako
potencidlni ldkadlo, ale pro mnohé zaky
jako prvni prilezitost k aktivni idasti na
vyucovani.

Je zde také otdzka potenciilni nestran-
nosti. Urcité vizualni dovednosti prav-
dépodobné prispivaji k lepsimu prospeé-
chu v matematice ve vysSich rocnicich
stfedni Skoly i na vysoké Skole. Na dru-
hé strané jsou tyto dovednosti zjemhova-
ny neformalnimi zkuSenostmi ziskanymi
doma: pfi stavbé modelii, pfi zachazeni
se strukturovanym vizudlnim materiilem,
jako jsou dfevéné kostky nebo stavebnice
Lego, pfi pozorovani, jak se véci rozebiraji
a zase sklddaji dohromady. Protoze mi-
moskolni zkusenosti s takovymi materia-
ly mohou pomoci polozit zéklady k poz-
dé&jsim matematickym tspéchtim, je tfeba
vzit v Gvahu jejich riiznou miru pfistup-
nosti u riznych déti: Chlapci jsou Castéji
nez divky vedeni ke stavbé modeli a ke
hfe se stavebnicemi Lego a tyto staveb-
nice ma k dispozici vice déti z bohatych
rodin neZ z rodin chudych. To zname-
né, Ze Skola musi poskytnout alternativni
zkuSenosti, aby se vyrovnaly tyto rozdily.

Avsak vizualizace a vizuilni mysleni
znamenaji vice neZ jen pfistup, pfipra-
vu a motivaci: jsou cenné samy o so-

matického diikazu dfive, neZ prozili zkuse-
nost vyvraceni néjaké své domnénky, coz by
jim dalo pocitit potfebu dalstho rozboru. Ty-
pické ctrnictileté Zaky nemtizeme srovnavat
s Lakatosovou ,,pokroéilou tFdou“ [12].
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bé. Vizudlni pfedstavy napomdéhaji za-
kim ziskat vhled do aritmetickych a al-
gebraickych vypocti. Vlastnosti matema-
tickych postupt jsou ¢asto objevovany pfi
studiu geometrickych vlastnosti jejich vi-
zudlnich predstav. Geometrie hrala his-
toricky vskutku vysoce plodnou tlohu ve
vyvoji matematiky. Geometrické techniky
a vizudlni obrazy ztstavaji hlavnimi né-
stroji a zdroji inspirace pro matematiky.
KdyZz tedy ucebni osnovy ignoruji vizua-
lizaci, zanedbavaji nejen zapojeni a¢inné
slozky zédkova védomi do sluzeb matema-
tického mysleni, ale opomijeji i rozvojy za-
kovych schopnosti vizuélniho zkouméni a
zdivodhovani. Jsou to schopnosti, které
podle [6] vétsina matematiki pouziva ve
své denni praci, navzdory své nechuti pii-
jimat vizudlni pFistupy jako hotovd dila.

Z divodi cisté pragmatickych se zda
byt rozumnéjsi zdokonalovat zakdv cit
pro tvar a prostor nez ho naudit latku
prvniho roéniku algebry. Pfi vSech &in-
nostech, at je to stavéni domu, sestavo-
vani knihovnicky, malovani obrazu, na-
vrhovéni plastikové soucastky nebo pfe-
stavovani ndbytku v mistnosti, je schop-
nost ,,vidét“ pfedem koneény vysledek ve
vlastni mysli pfinejmensim neocenitelnou
pomtickou a asto absolutné nutnym po-
zadavkem. Skoro jisté existuje vice lidi,
ktefi pouzivaji takovy druh vizualizace,
ne? téch, ktefi potiebuji (nebo uméji) vy-
Fesit soustavu rovnic. Uéebni osnovy na
vSech stupnich skol by mohly pomoci roz-
vijet takové vizualni dovednosti.*) Avsak
o jakych dovednostech to mluvime?

%) Klasick4 geometrie neni oviem jedinym
predstavitelem vizudlni matematiky. Byli by-
chom radi, kdyby se také teorie grafi a vi-
zualni topologie dostaly do ucebnich osnov.
Grafy jsou stylizované diagramy, které se mo-
hou pouzit ke znizornéni urcitych zavislosti
mezi prvky mnozin. Takto mohou grafy velmi
uZite¢né znazornovat informace v mnoha riz-
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Markéta Senechalovd [15] rozlisuje vi-
zualizact a vizudlni mysleni. Termin vi-
zualizace pouZziva tam, kde jde o pFenase-
ni bezprostfedné viditelnych véci do mys-
leni (napf. prostorova vizualizace). Ter-
min vizudlni mysleni pouzivd tam, kde
jde v §ir§im smyslu o sdélovani ideji, které
nemaji bezprostfedné prostorovy charak-
ter (napf. vizuélni pfedstavy o ndsobeni).
Casto jsme nuceni do svych tivah zahr-
nout oba vyznamy; kde vsak zaleii na
jejich rozliseni, budeme se fidit uvedenou
konvenci.

1.1. Prostorova vizualizace: Interpreta-
ce viditelného

» Vizualizace“ v uvedeném smyslu zahr-
nuje vytvareni takovych pfedméti v na-
§i mysli, které bychom ve vhodné situaci
mohli vidét vlastnima ocima. Napfiklad
abychom zodpovédéli otazku ,,Kolik oken
ma va$ dim nebo vas byt?“, vytvoFime si
mysleny obraz a manipulujeme s nim. Po-
dobné si miZeme pfedstavovat, kolik pfi-
hraddek ma néjakd ndm znadma (ale v tom-
to okamziku pro nés neviditelna) knihov-
nicka, jak vysokd kniha pfesné zapadne
do nejnizsi pfihradky a ktery bod naseho
téla mé stejnou vysku jako horni deska
knihovny.

Je-1i naSim cilem pomoci détem vytva-
fet a udrzovat v paméti myslené obrazy a
dovedné s nimi zachéazet, zd4 se rozumné

nych kontextech, coZ je uziteény prispévek ke
studijnimu programu Zika. Nékteré stranky
teorie grafi poskytuji Zakim matematicky
bohatou prilezitost k tomu, aby se zabyvali
oblasti 3ir$i, neZ je teorie grafli, a ziskali tak
dovednosti v grafickém znizorfiovani riznych
souvislosti.

Existuji také cesty, zavaddéjici mnohem vi-
ce vizualizace do tzv. nevizuilnich oblasti
matematiky. Nékteré dobré piiklady se na-
jdou v [6].
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soustFedit se na objekty, které déti nejvice
zajimaji. Svét nejmladsich déti je trojroz-
mérny, a tak ma smysl se brzy a vel-
mi vaZné zabyvat trojrozmérnou geomet-
rii. Jejim pfedmétem by mélo byt umoz-
nit malym détem pochopeni obsahu véty:
»V ¢em mi mizZe byt tento tvar uZzitec-
ny?“ Méfeni a pojmenovani jsou podle
naseho nazoru maélo dileziti, to hlavni
je struktura a design. Mohu identifikovat
néjaky predmét dotykem? Nebo na zikla-
dé jeho rozmanitych vrzenych stini? Do-
vedl bych pfedpovédét, jaké budou tyto
stiny? Dovedu nakreslit to, co vidim?5)
Dovedu nakreslit to, co vidite vy ze svého
mista? Jaké druhy konstrukci mohu po-
stavit z téchto ¢asti? Jak by to vypada-
lo, kdybych tuto véc rozfizl? Jakou stopu
by pfedmét zanechal na papife, kdybych
ho namoéil do inkoustu? Jak bych mohl
tento pfedmét hladce (tj. bez pomacka-
ni obalu) zabalit? Mohu tento pfedmét
sestavit z jinych pfedméti? Jak jej mohu
sestavit z paratek a gumovych bonbont?
Mohu zhotovit pfedmét podle fotografie?
Dokézu identifikovat tyz pfedmét po né- .
jakém otoceni?

Pfedmét, k némuZ se vztahuje &tr-
nict predchézejicich otézek, miZe byt
jednoduché ,geometrické téleso“, bizar-
néjsi pfedmét jako ,Hofstadteriv prec-
1ik“ (hracka pro nemluviiata, kterym se
profezavaji zoubky [7]), nebo dokonce jiz

vvvvv

stavebnice Lego. Je pravdépodobné, Ze

5) Déti jsou obzvlast fascinovany kresle-
nim ve tfech dimenzich, a kdyZ se nauéi na-
kreslit krychli, pouzivaji stejny postup k pro-
storovému zvyraznéni svého vlastniho jména.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, roénik 39 (1994), &. 5



tvary, které budou Zaky nejvice zajimat,
dasto nebudou spartidnské tvary klasické
geometrie, avSak slozitéjsi obrazce, véetné
fraktaldi, mechanickych zafizeni a pfirod-
nich atvari.

Mechanicka zafizeni poskytuji uréitou
trojrozmérnou ,geometrii“ dostatecné
vzdéalenou od obvyklych pfedstav, takie
si zaslouzi zvlaStni zminku. Goldbergovy
mechanismy [6] vyZaduji jisty druh vi-
zualniho rozboru, presné takového, jaky
potfebujeme procvicovat, a jsou zidbavné
a podnétné. Jednodussi zafizeni, napf.
konstrukce ze stavebnice Lego Technic,
konstrukce nékterych hracich automati
atd. mohou poslouzit jako dobry. Gvod.

Zde je nékolik myslenkovych pokust,
které jsou pro nds vyzvou k vizualizaci.

TVARY VYTVORENE ROZSEKNUTIM 1JI-
NYCH TVARU (pouZivejte pouze svou
pfedstavivost)

— Ktera pismena abecedy lze rozseknout
na dvé identické ¢4sti? Existuji n&ktera
pismena abecedy, ktera lze rozseknout
na t¥i nebo na ¢Ztyfi identické &asti?
Jeden zak si miZe pfedstavit pismeno
T rozseknuté na dvé Casti s pouZitim
soumérnosti pismene. Druhy miuZe fe-
$it lohu zcela jinym zplsobem tak, Ze
v mysli oddéli vodorovnou éast pismene
od svislé.

— Kolika riznymi zptsoby muZete pre-
loZit &tverec (obdélnik, rovnostranny
trojahelnik, pravidelny pétiahelnik)
tak, aby pfeloZeni Cast leela celd ve
zbyvajici ¢asti? Jaké tvary uvidite,
kdyz to provedete?

TVARY SESTROJENE KOMBINACI NEBO

POHYBEM JINYCH TVARU (opét si vie jen

pfedstavujte)

- Otaclejte Ctverec (trojuhelnik, pétia-
helnik) kolem jedné jeho strany. Jaky

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, roénik 39 (1994), ¢&. 5

atvar z toho vznikne? Jaké atvary mo-
hou vzniknout pfi otdéeni hlavice li-
zatka, jestlize lizatko otadcime rtiznymi
zpusoby kolem konce jeho drzatka?

— Spojte tuseCkou stfed jedné strany
Ctverce (obdélnika) s protilehlym vr-
cholem a rozfiznéte obrazec podle této
useCky. Jaké obrazce miZete sestrojit
z obou &asti, které jste pravé vytvorili,
jestlize je priloZite k sobé shodnymi
stranami?

VYTVARENI SPECIFICKYCH PREDPOVED{
(znovu jen ve vasi pfedstavé)

— Provadéjte rovinny fez trubice roz-
manitymi zptsoby. Jak vypada tako-
vy rovinny fez? Podobné postupujte
u krychle, vejce, ofechu, grepfruitu.

— Predstavte si promitini na rovinnou
plochu. Jaky tvar miiZe mit stin sodov-
kové lahve? Jaky tvar miZe mit stin
krychle? Je moZné uréit tvar télesa,
Jestlize mate k dispozici dostateény po-
Cet jeho vrzenych stini?

- Piehnéte (po paméti) kazdy z obrazci
na obr. 1 podél vyteckovanych tiseéek.
Kolik stran ma obrys vysledného ob-
razce?

Obr. 1.

VIZUALIZACE POHYBU NEBO ZMENY VE
STATICKEM OBRAZE

— Zékovi je ukdzana n&jaki jednoduchi
konstrukce sestavend pomoci stavebni-
ce Lego s ozubenymi kolecky a s klikou
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na jednom kolecku. Jak se bude otécet
pfi pohybu kliky jiné ozubené kolecko?
Nebo je ukdzana jednoduché konstruk-
ce s pakou nebo nékolika kladkami. Po-
piste, jak se bude pohybovat bod X,
kdyZ se bude urcitym zpisobem pohy-
bovat bod Y. Nebo je ukdzano slozité
Goldbergovo schéma [6]. Co se stane,
kdyz kocka prestane lizat mléko?

1.2. Pojmové vizualni mysleni: Vidét
neviditelné

Podle Senechalové ,vizualni mysleni“
[15] zahrnuje konstruovdni vizudlnich
analogii k myslenkdm nebo procestim,
se kterymi se nejprve setkdvime v nevi-
zualnich sférach. Sem patfi napf. uzivani
geometrického modelu k vizualizaci néso-
beni dvou dvojélenii (resp. ndsobeni dvou
dvojmistnych ¢isel, napf. 23 a 42, nebo
&isel 31 a 81). Cilem takové analogie je
pomoci zdkovi, aby porozumél né&jakému
vypocetnimu postupu nebo si aspoii tento
postup zapamatoval. Jinym piikladem
jsou vizualizace véci pfili§ malych, pfi-
li§ velkych nebo pFilis rozptylenych, aby
mohly byt vidény; déle vizualizace spise
zdvislosti mezi objekty neZ samotnych
objekti, atd.

Existuje mnoho kategorii prostorovych
vizualizaci. AvSak hned prvni z nich je tak
malo zndma, ze potfebuje aZ nepfiméfené
obsirné vysvétleni.

VIZUALIZACE ZMENY

Pfed nékolika lety jsme ve stiedisku
Education Development Center (EDC)
zkoumali pojem DynaGrafu. Je to pro-
stfedek dynamické vizualizace umoZziiujici
zakim ,, popohanét“ nezivisle proménnou
nékteré funkce definované ve velmi §iro-
kém defini¢nim oboru a pozorovat vysled-
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né chovani funkce. Uvazujme jednoduchy
pfiklad: Na promitaci sténu promitneme
dvé Ciselné osy umisténé nad sebou; na
kazdé z nich je stupnice od —100 do 100.
74k zaéne s jednoduchou funkci, napf.
f(z) = 2z. S pomoci ,,mysi“ pohybujeme
ukazatelem (pointerem) po stupnici doln{
osy a tim ménime hodnotu proménné x.
Druhy ukazatel se pohybuje soucasné po
druhé ose a urfuje hodnotu f(zx).

Pro f(z) = z se oba ukazatele pohybu-
Ji v témZ sméru a stejnou rychlosti; oba
oznacuji vidy totéz Cislo na stupnicich.
Pro f(z) = —z se ukazatele opét pohy-
buji stejnou rychlosti, avsak v opaénych
smérech. Pro f(z) = 3z se opét oba uka-
zatele pohybuji ve stejném sméru, avsak
jeden z nich se pohybuje trojnisobnou
rychlosti nez druhy. Opacny pfipad nasta-
ne pro f(z) = z/3. Napadné odlisny druh
chovani pozorujeme, kdyz Zak vySetfuje
funkci f(z) = 3/x.

Co se stane, kdyz f(z) = 22? Kdyz zék
pohybuje dolnim ukazatelem v kladném
sméru po prislusné ose, pohybuje se hor-
ni ukazatel také v kladném sméru, avsak
jeho rychlost stale roste s rostouci vzda-
lenosti dolniho ukazatele od nuly. Horni
ukazatel zaujme polohu pfimo nad dol-
nim ukazatelem jen pro hodnoty ¢ = 0 a
z = 1. Vzdaluje-li se dolni ukazatel z od 0
ve sméru zaporném, pohybuje se ukazatel
pro f(z) dale ve sméru kladném. Zamysle-
te se nad tim, co Zaci vidi, kdyz zkoumaji
chovani trigonometrickych funkci, scho-
dovitych funkci, funkci s minimy a maxi-
my, s asymptotami nebo s nespojitostmi.

Pozoruhodné na téchto vizualizacich
nejsou ani tak hodnoty, kterych funk-
ce nabyvaji, jako zpisoby, jak se tyto
hodnoty méni pfi malych zménich ne-
zdvisle proménné. Jestlize jsou Cisla na
ose stlacena a jejich znacky neéitelné,
snaZi se Zaci (nezavisle na pfedchozim

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, roénik 39 (1994), &. 5



vzdéldni) popsat to, co vidi, a to zpi-
soby, které odrazeji geometrické a to-
pologické myslenky. Jesté predtim, nez
se forméalné setkaji s pfisluSnymi po-
jmy a rafinovanym nézvoslovim, zici zjis-
fuji a nalézaji zpusoby pro vyjadieni
rozdild mezi funkcemi, které znamenaji
translaci (napt. f(x) = x+c), dilataci
(napf. f(z) = az + ¢, a > 0), kontrakci
(napf. f(z) = az + ¢, a < 0), ,pFehybani“
(napf. f(z) = |az + c|), nebo funkcemi,
které zpusobuji pokfiveni rizného druhu
(napf. f(z) = 2%, a > 0) nebo se ,roztrh-
nou® na nékolik &4sti (napf. f(z) = 1/z),
atd.

DynaGraf funguje i v obecnéjsich situa-
cich, nez je zobrazeni z R do R. Napf.
misto abychom méli dvé &iselné osy na
promitaci sténé, miZeme tam mit dvé ro-
viny. V tom piipadé by si zik definoval
néjakou funkci v roviné, Fidil by pointe-
rem polohu bodu v prvni soufadnicové
roviné a pozoroval by funkéni hodnoty na
pointeru v druhé roviné. Zde je jesté vic
patrna souvislost s geometrii rovinnych
transformaci a geometrii komplexnich ¢i-
sel.

Nebo miZeme mit Ciselnou osu a rovi-
nu. Zak ¥idi polohu bodu na jedné z nich
a sleduje vysledek na druhé. Kdyz zak
posouvé bod na &iselné ose, mohl by p¥i-
slusny bod v roviné, kromé jiného, kres-
lit zndmy kartézsky graf funkce. V této
souvislosti jsou parametrické rovnice jen
drobnym rozsifenim téze myslenky.

Funkce mohou byt definoviny procesy
geometrickymi pravé tak jako algebraic-
kymi. ZaFizeni, jako je Cabri Géométre,
Geometer’s Sketchpad nebo Geometry In-
ventor, ilustruji rdznymi zpisoby tuto
myslenku (pfiklady funkci jsou uvede-
ny dale). Podstatnym rysem DynaGrafu,
spoleénym vSem témto experimentim, je
to, Ze volba proménné je doslova v rukou
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z4ka a Ze je dynamicky ovladatelnd, tak-
ze 74k citi, Ze ma pFimou kontrolu nad
hodnotami funkce tim, Ze ovldd4d mecha-
nismus vytvorfeni funkce.

PROCESY VIDEN{

Geometrické interpretace obecnych
aritmetickych procesi jsou éasto docela
nazorné.®) Dobrym prikladem je &lanek
[14]. Z4ci by méli také umét myslet v ter-
minech stroji. Nékteré stroje, napf. spra-
zené mechanismy, jsou stroje vyslovené
geometrické. AvSak vizualni metafory pro
jiné druhy procesti jsou také dilezité.
Zaci by méli pouzivat hodné vizualnich
zobrazeni pro parové funkce typu input—
output, at jiz jde o drtie masa, speciali-
zované kalkuldtory, DynaGrafy i obvyklé
kartézské grafy (jestlize proces muZe byt
povaZovén za zobrazeni funkce z R do R).
Je to proto, zZe tyto rozmanité vizualizace
mohou zobrazit zcela odlisné aspekty pro-
cesu. Napf. zobrazovani funkci uvedené ve
[22], [25] objashuje sklddani funkci, avsak
fikd malo o chovani funkce. Naopak dy-
namické zobrazeni dobfe ukazuje chovani
funkce, nesta¢i vSak k tomu, aby mohlo
ilustrovat sklddani funkci.

Vizualni slozky ,mentélni aritmetiky*
a odhady jsou také Casto zanedbavéany.
Nékdy jsou tyto predstavy zcela geomet-
rické: napf. mysleny obraz dvou a pil
pétiny je dobrou oporou pro pochopeni,

6) Aviak objasnéni, tak jako mnoho jiného
na svété, zalezi na pohledu toho, komu mé
byt véc objasnéna. V projektu vyvoje uceb-
nich osnov elementirni matematiky, probiha-
jictho v EDC, byl komisi zamitnut geometric-
ky model nisobeni dvou dvojmistnych &isel
jako neobjasriujici a obtiznéj$i nez rutinni
algoritmus, avSak zcela stejny model byl uvi-
tin s velkym nadSenim, kdyz byl predlozen
stfedoskolskym uéitelim jako postup k vy-
svétleni nisobeni dvojélenti.
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pro¢ jedna polovina délend jednou péti-
nou je ,velké Cislo“. Podobné Casto po-
uzivdm myslené obrazy, abych podepfel
své nespolehlivé aritmetické fakty: jestlize
z jakychkoli divodi nedovedu mechanic-
ky odpovédét na otazku, kolik je 8 + 5,
potom wvidim trojku prFesahujici desitku
jako sloupecek postaveny na vétsi slou-
pec znadici desitku. Nékdy znamenaji vi-
zudlni slozky jen o maélo vice nez obra-
zy Cislic poletujici kolem nés zptisobem
vyjadfujicim obvykly algoritmus zapsany
tuzkou na papife. Stoji za to, aby i tento
druh nekvantitativniho zobrazovani, spise
pfipominajiciho grafy v teorii grafi, byl
péstovan.

VIDEN{ KVANTITY

Nakreslime ty¢ rozdélenou na pétiny.
V paméti vystinujeme dvé a pil z téchto
pétin. Jaka Cast tyCe je nyni vystinovani?
Kolik pétin je obsaZeno v poloviné tyée?

VIDEN{ STRUKTURY

Z4ci by méli sestrojovat tabulky a gra-
fy rozmanitych druhé’) a pouizivat tyto
vizualizace ve svych experimentech. Méli
by také ziskdvat ndvyky pracovat se sty-
lizovanymi vizualizacemi, které pouzivaji
rovinu nebo prostor jako kreslici podlozku
bez metrické struktury. Rozméry a umis-
téni smycek ve Vennovych diagramech ne-
jsou napf. dilezité, pokud jsou prekry-
vani a popisy spridvné. Podobné vétveni
struktura (nikoli v8ak uZ rozméry, umis-
téni nebo Ghly vétvi) je dilezitou infor-
maci pro faktorové stromy a grafy logic-
kych problémi. Diagram typu ,,brambora
a Sipka“ je jinou vizualizaci tohoto typu.

7Y V odstavci 3.3.2 je pifklad porovnavajici
rizné vhledy, které ziskAvidme z vrstevnic a
trojrozmérnych graft téze geometricky defi-
nované funkce.
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Vizualni mysleni mize také hrat velmi
dilezitou tlohu pfi zkoumani hypotéz a
vymysleni dikazi. Zamysleme se napf.
nad potencialni Glohou vizuilniho mysle-
pi v tomto prikladé:

Sloupec Sloupec Sloupec

A B C
0 1 2
3 4 5
6 7 8
9 10 11

12 13 14

15 16 17

18 19 20

21 22 23
24 25 26
27 28 29
30 31 32

Vyber néjakd dvé ¢isla ze sloupce A a
seCti je. Ve kterém sloupci najdes vysle-
dek? Zkousej to pro rizné dvojice Eisel
ze sloupce A. Jakou zakonitost zjistis ze
svych vysledka? Jak miZes vysvétlit tuto
zékonitost?

Proved nyni ty% pokus se sloupcem B.
Vyber néjaka dve Cisla ze sloupce B a secti
Jje. Ve kterém sloupci se nachézi soucet?
Vysvétli proc. Jaka zakonitost plati pro
sloupec C pfi séitani? Jaké plati pravid-
lo, kdyZ scitance patii do dvou riznych
sloupcii? Opét vSe vysvétli.

Dobra aritmetickd nebo geometricka
vysvétleni téchto zdkonitosti sice existuji,
avSak nejsou stejné pFistupnd vSem Za-
ktim. Proto napfiklad mladsi Zaci mohou
ukazat, Ze vSechna &isla ve sloupci A mo-
hou byt sestavovana jen pomoci zelenych
ty¢inek, zZe &isla ve sloupci B vyZaduji
jednu pfidanou tyéinku bilou a Ze é&isla
ve sloupci C vyzaduji jednu pfidanou ty-
¢inku Cervenou (obr. 2). Takto skuteéné
vidime Cislo; vysvétleni souctového vzorce
se stava ,zfejmé“, jak Fikdme my mate-
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10, Column B

™~

14, Column C

Sum = 24, column A Obr. 2.
matici. Pro tak mladé Zaky se algebraicky
diikaz sotva bude zdat zfejmy.

FYZIKA MATEMATIKY

Jsme vSichni dost zvykli mluvit o ma-
tematice ve fyzice. Existuje vSak 1 urcity
druh ,fyziky v matematice®, kterd muize
pFinést zaktim uZitecnou zkuSenost. Jak-
mile si matematické objekty bliZe osvoji-
me, jevi se ndm Casto, jako by byly Fizeny
jakymsi pfirodnim fyzikilnim zdkonem.
Velmi elementarni pfiklad dava DynaGraf
se dvéma rovnobéznymi Ciselnymi osami,
pomoci kterého miZeme pocitovat libo-
volné zkonstruované funkéni vztahy tak,
jako by jejich chovani bylo fizeno mecha-
nickymi pfistroji. '

Uvedeme dalsi pfiklady:

Fyzikdlni chovdni v matematickych sou-
vislostech

Autofi [1] vyvinuli uréity software, kte-
ry vizudlné zobrazuje funkce z R do R
tak, Ze spojuje body v definiénim oboru
vizualizovaném jako éiselnd osa s. jejich
obrazy na jiné, rovnobé&iné Ciselné ose.
Vétsina funkci generuje splet €ar, avsak
linedrni funkce jsou zvlastnimi pfipady.

U funkci,které nevedou k zméné jednot-
ky &iselné osy (funkce f(x) = mz +b, kde
m = 1), jsou spojnice bodi a jejich ob-
razli vesmés rovnobézné: viechny takové

funkce vedou pouze k posunuti &iselné osy
(obr. 3a).
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Pro m # 1 se viechny spojnice (popf.
jejich prodlouzeni) sbihaji do jediného bo-
du. Pro m < 0 se tento bod nachéazi me-
zi obéma osami (obr. 3b). V DynaGrafu
jsou takové funkce pocitoviny jako dvou-
ramenné péky. (Zminény software ukazu-
je ,paku®, avSak nedovoluje dynamickou
kontrolu.)

Napf. pro m = —0,5 se obraz na ose
f(z) pohybuje pomaleji nez bod na ose
— mé4 pfesné polovicni rychlost — a
v opaéném sméru. Vysledek je, Ze ,,éep“
paky je blize k ose f(x) nez k ose z.

Obr. 3.
x fx) x fx) o )
10 10 > ]
5 5
0 o o -
Ax)=-x+2 Ax)=-x2 +6 Rx)=(x+7)2
a) -~ b) c)

Pfipad m = 0,5 pfipomina paku, na
kterou piisobi dvé sily po rtznych stra-
nich od osy otdceni. Obraz na ose f(z)
se pohybuje poloviéni rychlosti v témze
sméru jako bod na ose z. Pro m > 1 jde
o paku, na kterou pisobi dvé sily po téze
strané od osy oticeni. Obraz na ose f(z)
se pohybuje pomaleji a ve stejném sméru
jako sledovany bod na ose z (obr. 3c).

S uzitim [22] lze tento dynamicky vy-
sledek ziskat geometricky. Pohybujeme-li
bodem po ose ¢ dynamicky a pozoruje-
me také, jak se pohybuje jeho obraz, to,
co vidime, se tolik podobd chovani pé-
ky, Ze kazda naSe zkuSenost s pakami se
bezprostfedné uplatni v matematické ab-
strakci. Fyzikalni chovdni napomah4 dat
konkrétni obsah matematickému forma-
lismu. A matematika napoméha kvantifi-
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Obr. 4.

kovat pozorované a jiz dobfe zndmé cho-
vani.

Klasifikace chovdni matematickyjch systé-
mi

Wittgenstein seznamuje étenéafe ve [20]
s nasledujf myslenkou:®)

Tuh3& ty¢ volné klouze skrze pevny &ep
(pivot, obr. 4a). Jeden konec tyce je pohé-
nén rotujicim kolem ve sméru hodinovych
rucek. Jakou drdhu opisuje druhy konec
tyCe (tracing point)?

8) Kdyz vysla jeho kniha v r. 1956 v 1. vy-
déni, Wittgenstein v podstaté nemohl tento
experiment provadét jinak nez jako mysleny
pokus. Dnes je snadné experimentovat zce-
la konkrétné s parametry, ziskivat obrazky
a pouzivat je k ilustraci pisemného rozboru
experimentu. Obrazky zde pouZité byly vy-
tvofeny na zafizeni , Geometer’s Sketchpad“.
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A jak zavisi tato drdha na délce | tyce a
na umisténi cepu? Na obr. 4b je tyc kratsi
a Cep je dale od kola nez na obr. 4a. Je jas-
né, ze pri dostateéné kratké ty¢i nebo pfi
dostateéné vzdalenosti éepu od kola mize
ty¢ obcas zcela vyklouznout z mista svého
upevnéni. V takovych pfipadech predpo-
kladame, zZe ty¢ nadale sméfuje tak, jako
by jeji konec prochazel bodem upevnéni
(obr. 4c). Obrazy jsou kuriozn{ a rozmani-
té. Nékteré maji tvar osmicky. Na obr. 4c,
4d vidime mechanismus kresleni osmié-
ky ve dvou rtznych stadiich. V obr. 4c
se koncovy bod tyfe pohybuje od vnéjsi
smycky obrazu osmicky. Na obr. 4d se ty¢,
ktera vyklouzla z bodu upevnéni zhruba
o polovinu otacky dfive, pfiblizuje stale
k tomuto bodu a chystd se vklouznout
zpét.
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Je-li tyé delsi a éep dostatecné blizko
kola, ty¢ nikdy nevyklouzne z bodu upev-
néni a poloha jejiho koncového bodu je
zcela jiné (obr. 4e). Pi kratké tyci a vzda-
leném &epu nikdy nedosdhne zcela bodu
upevnéni: obraz je zase kvalitativné jiny
(obr. 4f). A je-li Cep uvnitf kola (obr. 4g),
jsou mozné jesté jiné obrazce.

Piesnd klasifikace obrazki podle jejich
kvalitativné rozdilnych tvard a stanoveni
podminek pozadovanych k realizaci téch-
to charakteristickych tvari je velmi tcty-
hodny matematicky vykon. Nepozaduji se
vSak vzorce ani pokrocilé matematické
techniky, postali jen jasné mysleni a sy-
stematické zkoumani.

2. Zachytné body pro Ziky

2.1 Pi¥iklad Jeffreyho Weekse: tvar pro-
storu

Jeffrey Weeks zaéina svou podivuhod-
nou knihu Tvar prostoru fantastickou po-
vidkou zaloZenou na Abbottové romdnu
NiZina. Osoby Weeksovy povidky se do-
mnivaji, Ze jejich svét je plochy. Vyjim-
kou je jeden obyvatel, ktery se jmenuje
Ctverec. Podle jeho teorie je jejich svét
»hypercyklicky“ (tj. m4 tvar kulové plo-
chy). Tak jako Abbottova stvofeni jsou i
Weeksovi obyvatelé dvojrozmérni a stile
ziji ve svém rovinném svét&, nikoli na jeho
povrchu. Nejsou schopni uniknout do t¥eti
dimenze a pozorovat svij svét z dalky.
Jak by se takovi obyvatelé vyrovnali se
Ctvercovou teorii? Ctverec se domnival,
Ze spor by mohla vyfesit expedice.

Uvazoval, Ze kdyby se odhodlal putovat
cely mésic lesem smérem na vychod,
mohlo by se mu podafit pfijit zpét od
zdpadu.
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Byl nadsen, kdyz dva pratelé 3li dobro-
volné s nim. Ctvercovi pratelé nevéri-
li jeho teoriim, chtéli mu v§ak pomoci
z nesnazi. Proto ho pfiméli, aby nakou-
pil vSechny cervené nité, které byly ve
Flatsburghu k dostdni. Navrhovali, aby
cestou zanechdvali za sebou Cervenou
nit, takZe pokud by se po mésici vzdali
dalstho putovani, mohli by najit cestu
zpét do Flatsburghu.

Jak se ukdzalo, nit byla zbyte¢na. K ve-
liké radosti Ctvercové a k tlevé jeho
pfatel se po tfech tydnech vratili od
zdpadu. To ale nikoho o ni¢em nepfe-
svédéilo. Dokonce i jeho pratelé si mys-
leli, Ze se asi st4celi na jednu nebo na
druhou stranu a putovali v obrovském
kruhu v roviné ,,Niziny“.

Neohrozeny Ctverec se vydal na novou
expedici, tentokrat k severu a zanechaval
za sebou modrou nit.

A celkem bezpeiné se vratil po dvou
tydnech od jihu. VSichni se zase domni-
vali, Ze se jednoduse tocil v kruhu, a
blahopfali mu, Ze se vibec dostal zpét.
Ctverec byl udiven, Ze jeho cesta byla
tentokrat o tolik kratsi, ale néco ho tra-
pilo jesté vic: nikde nepiekroéil Eerve-
nou nit poloZenou pfi prvni cesté ([19],
str. 6, 7).

Pravé timto zplisobem pfFivadi Weeks
své Ctenafe k predstavé rozmanitych va-
riet — v tomto pfipadé dvojrozmérnych
variet vloZenych do trojrozmérného pro-
storu, avSak se zaméfenim na pozdéjsi vi-
zualizaci trojrozmérnych variet vloZenych
do étyfrozmérného prostoru. Rozlisuji se
zde vlastnosti geometrické a topologic-
ké, lokalni a globdlni, vlastnosti vnitini
a vn&si. Mohou Ctvercovi odptirci na-
déle povaZovat svij svét za rovinny a
domnivat se, ze Ctverec putoval tento-
krat po mensi kruznici? Obecnégji: jaké
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experimenty by pomohly dvojrozmérnym
obyvatelim uréit tvar jejich svéta, jde-li
napf. o kulovou plochu, povrch krychle,
nekonec¢nou véalcovou plochu s koneénym
polomérem, povrch vénecku nebo precliku
se dvéma otvory?

2.2. Komentaf k piikladu

Je Weeksova povidka dobrym zachyt-
nym bodem? Pro vét§inu lidi ano. Stoji
za premysleni, pro¢ tomu tak je. Jisté to
neni v pragmatické hodnoté: ani obsah
ani souvislosti se nedaji pohotové ,apli-
kovat“. Pragmatismus se znacné pfecefio-
val jako zdroj motivace v matematice. A
pragmatickd hodnota matematiky vyuco-
vané ve Skolach se také velmi zveliuje.
Z4ci stfednich kol dostateéné nadani pro
matematiku si sotva mohli nepovS§imnout,
ze skoro kazdy, s kym se setkaji a kdo
se jim zd4 Gspésny, jim nakonec pfimo
hrdé ozndmi, Ze tento pfedmét mu nikdy
nesedél.®)

O této povidce plati, Ze zaujme fantazii
a vzbudi zvédavost: lidé se neptaji, Ce-
mu se nauéi nebo k ¢emu to potfebuji.
Avsak 7adny kontext neptsobi na vsech-
ny, a proto stavba a styl ucebnich osnov
musi byt rozmanité. V tomto ¢lanku se
setkate jesté s jinymi kontexty, nékterymi
vice pragmatickymi, jinymi spiSe zdbav-
nymi.

Ale tam, kde osobni osloveni mtze byt
dostatecnym diivodem pro Zika, aby se
pustil do uréité aktivity, neni jesté du-
vodem pro tvirce ucebnich osnov, aby
takovou aktivitu zafadil. Je ve Weeksové
povidce jesté néco jiného, co je matema-
ticky zajimavé?

9) Je-li tento jev priznaény pro USA, jak
Jjsme piileZitostné slysSeli, kéZz neexportujeme
tuto Cast ,kultury“.
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Weekstiv smysleny pokus v sobé zahr-
nuje mnoho stranek matematiky. Weeks
se citi zcela opravnén vymyslet si jakakoli
pravidla hry (a k tomu povzbuzuje i své
Ctenéfe). To je charakteristické pro hry i
pro &istou matematiku.!?) Tato &ist4d ma-
tematika vSak neni bezvyznamnd ani ne-
piistupna. Je soucasné abstraktni i kon-
krétni: tyto svéty jsme nikdy nepoznali
z vlastni zkuSenosti — jsou to pouhé ab-
strakce — miiZeme vSak snadno vstoupit
do FiSe fantazie a mit velmi , konkrétni“
dojmy ze svétd, které popisuje Weeks.
Takto se stavd matematika (v redlném
svété imaginace) ,aplikovanou matema-
tikou“ nebo téZ geometrii ve svém pi-
vodnim smyslu méfeni svéta. Je (v onom
redlném svétg) ,praktickd“, avsak nikdy
neni z naSeho svéta. Kéz by tak mohli
vSichni Zaci proZivat matematiku z tohoto
pohledu!

Weeksova vlastni tviréi virtuozita, se
kterou uvadi &tenafe do svého oboru, by
se neméla podceiiovat. AvSak ani pova-
ha samotného pfedmétu neni pro jeho
tspéch bez vyznamu.

Geometrie mé tento dvoji charakter své
existence: ,je soucasné abstraktni i kon-
krétni“. Na jedné strané se zabyva abst-
rakcemi, jako kterykoli jiny obor matema-
tiky — body, éary a roviny jsou pravé tak
zéaleZitosti obraznosti jako mnohoé¢leny —
a na druhé strané vede pfirozené k vi-
zuélni interpretaci geometrickych objek-
ta. ,Ke geometrii pfistupujeme podobné
Jako k nékteré oblasti fyziky: nase hle-
disko je, Ze geometrické objekty skutecné
existuji a my se chceme o nich dozvédét
vice“ [9]. At uz zvolime jakykoli zptisob
manipulace s geometrickymi objekty —

10) 'V originale se v této souvislosti uvadi
hebrejské slovo ,lis-ma“, coZ znamena néco
jako ,hra pro hru“. (Pozn. prekl.)

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, roénik 89 (1994),¢&.5



mohou to byt slova a styl syntetické me-
tody nebo symboly analytické geometrie
— to, &im se geometrie zabyva, je ve své
podstaté vizualni.

3. Souvislosti

T. Banchoff ve sborniku [2] pozname-
nava, ze Froebel, vynalezce matefské sko-
ly, daval z4kim tfirozmérné geometrické
»darky“, ne proto, aby je uméli pojme-
novat, ale jako podnéty pro jejich pred-
stavivost. Vzhledem k rozsahu, ve kte-
rém se tyto ,darky“ stile ve Skole vy-
skytuji, staly se jiz souddsti, nikoli sti-
mulem uéebnich osnov. Banchoffova pii-
vabn4 stat ukazuje bohatou interakci me-
zi geometrickym a algebraickym uvazova-
nim a ddva pfesvédlivy obraz o tom, jak
takova interakce miize byt pfevedena do
tvaru pristupného zZadkim riznych stupii
gkol. Mezi jinymi souvislostmi ukazuje,
jak geometricky pojem rozmérovosti mi-
Ze roz§ifit a obohatit ideje v oboru dvoj-
rozmérnych a trojrozmérnych veliéin. Po-
dobn& Cuoco a Goldberg [4] diskutuji
o ,Matematické indukci ve vizudlni sou-
vislosti“ a ukazuji, jak se geometricky
pojem podobnosti d4 pouZit pro lepsi
porozuméni a uZiti ,logické podobnos-
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t1“, neoddé&litelné od matematické induk-
ce.!1)

Geometrie nejen poskytuje prostfedi,
ve kterém miZeme dospét k porozumé-
ni novym matematickym idedm, ale Cas-
to dava také nové vhledy do jiz zndmé
matematiky. Mathematics Magazine pra-
videlné otiskuje ,,dikazy beze slov“, kte-
ré pouzivaji geometrii, aby pomohla vy-
svétlit klasické matematické vysledky. Na
obr. 5 je pfiklad, ktery uvefejnil Benja-
min G. Klein a Irl. C. Bivens (Davison
College) v Fijnu 1988.

Nésledujici odstavce uvadéji priklady
interakce mezi geometrii, ostatnimi ob-
lastmi matematiky a lidskou zkuSenosti.

3.1. Kuleénik, optika a pozoruhodné
uméni Michaela Moschena

K vysvétleni. odrazu svételnych pa-
prski od zrcadel a odrazu kuleénikovych

1) O jinych souvislostech uvniti matema-
tiky viz [4]. Cuoco a Goldberg nabizeji fadu
aktivit pro z4ky stfedoskolské geometrie, kde
se pouziva klasicki geometrie spolu s elemen-
tarni algebrou (véetn& nerovnosti), riznymi
pojetimi optimalizace (véetné pojmd maxi-
ma a minima), redlnymi funkcemi definova-
nymi v roviné a tvahami o spojitosti (jako
porozuméni vlastnostem spojité zmény).
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kouli od stén kule¢nikového stolu musime
pouzit rtznou fyziku, avSak geometrie
obou jevi je tiZ. Je to geometrie, od
které mizeme dospét k Sirokému spektru
matematiky.

Harold Jacobs ve své klasické knize [8]
dospiva od geometrie k teorii ¢isel pomoci
éinnosti, pfi niz studenti hraji zvlastni
upravenou hru v kule¢nik. Omezeni: ob-
délnikové stoly s celoéiselnymi hodnotami
délek stran, otvory jsou jen v rozich; koule
musi byt zahrdna vidy pod thlem 45°
(obr. 6).

Obr.6. m, n jsou celo¢iselné hodnoty délek
stran, (m,n) = a. Koule, kterd je zahrina
z nékterého rohu, se odrazi (m/a+n/a—2)-
krat, neZ se dostane do jiného rohu. Uzaviené
drdhy jsou moZné, jen kdyz a # 1 a koule
neni zahrina z rohu.

Michael Moschen, choreograf, taneénik
a zonglér s matematickym nadanim, na-
vrhl svisly trojahelnikovy ,kuleénikovy
stil“, ve kterém soucasné tanci a dopro-
vézi se k tanci hudbou. Jeho spolutanec-
niky a soucasné jeho hudebnim néastrojem
jsou trojthelnikovy rdm a nékolik micd.
Vysledek je vizudlng, audiilné a intelek-
tudlné fascinujici.

Pfi svém predstaveni tanci uvnitf ra-
mu a odrdzi mife od stén. Rytmus vy-
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tukdvany miéi pfi dopadu na stény za-
visi na Case mezi nirazy, a tedy na &a-
sovych tsecich volného letu mezi nérazy.
Aby rytmus déval hudebni smysl, musi se
casové Useky vhodné séitat; kazdy musi
byt celodiselnym nasobkem uréité casové
jednotky (napf. osminkové nebo Sestnéc-
tinkové noty) a jejich souéet musi divat
pravé cely takt.

Uhly drah a délky volného letu me-
zi odrazy jsou (skoro) vyhradné zalezi-
tosti geometrie. S vhodnym vybavenim
mizeme zkoumat tento problém na vo-
dorovnych (trojihelnikovych) kuleéniko-
vych stolech: vySetfujeme ahly dopadu,
délky drah, podminky, za kterych se dra-
ha uzavird ap. Ukol Michaela Moschena
Je ve skutecnosti slozitéjsi, nez by byl na
bézném kuleénikovém stole, protoze svis-
14 poloha rdamu znamena, Ze drdhy mice
mezi odrazy nejsou usecky, ale Gseky pa-
rabol. Ale vezmeme-li v ivahu, Ze ani ve
svislé poloze se neméni lokalni geometrie
odrazi, miZeme dokonce zalit zkoumat

A co by se stalo, kdyby mél stil tvar
elipsy misto mnohothelnika? Nebo tfeba
kdyby jeho ram mél tvar paraboly s téti-
vou?

Tento kontext obsahuje spoustu ,na-
vnad“ pro vSechny druhy zalib: je zde
tanec, hudba, fyzika, a samoziejmé ku-
lecnik. Sledovat Moschena v pohybu je
osliiyjici (jak zjistite, ptijdete-li na jeho
predstaveni).

3.2. Posloupnosti, fady, matematicka
indukce a teorie é&isel souvisejici s ite-
racemi geometrickych konstrukci

3.2.1. KONSTRUKCE

Pfedstavme si, zZe trojihelnik ma tfi
déti, podobné jejich rodici, avsak s polo-
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viénimi délkami stran (étvrtinovym ob-
sahem). Déti vyrustaji z vrcholi svého
rodiée a maji strany s nim rovnobéz-
né. Obr. 7 ilustruje p¥isluSnou konstrukci.
Prvni obrazek zndzoriuje ptivodniho ro-
dice. Kazdy nésledujici obrazek ukazuje
dalsf generaci déti.

Zde jsou t¥i problémy zaloZené na této
konstrukci.

3.2.2.
HRANICE

CHARAKTER TROJUHELNIKOVE

Ornament na poslednim obrazku 7 vy-
padé, jako by byl dhledné ohraniceny
trojihelnikem. Jaky je tvar tohoto ohra-
nicujiciho trojihelniku?

MiiZeme pouZit mnoho pfistupi. Jeden
zpisob je vSimnout si, Ze vrcholy nového
trojihelniku jsou umistény na prodlouze-
nich stran ptivodniho trojihelniku. Geo-
metricka fada odvozena z nasi konstruk-
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53 S¢
Obr. 8.

ce Fika, jak daleko na téchto prodlouze-
nich lezi nové vrcholy. Praci pak mize-
me fakticky dokoncit jen pomoci algebry.
Avsak vzhledem k tomu, Ze prarodi¢ je
pravouhly trojahelnik, je pravdépodobné
lepsi trigonometricky pfistup nez postup
striktné algebraicky.

Amy Nelsonovd, v té dobé zdkyné nizsi
stfedni skoly, zvolila odlinou cestu.

Rozhodla se zméFit strany mezniho
trojuhelniku a definovala ,pseudostra-
ny“, jejichz délky se s kazdou postupujici
generaci déti blizily skuteénym délkam
stran. Jeji pseudostrany jsou zndzornény
na obr. 8 vyteckovanymi Carami.

Pouzila nejprve méreni a zjistila, Ze
pomeéry délek pseudostran jsou racionalni
Cisla. Pseudostrana s na druhém obrazku
se jevi jako %sl, pseudostrana sz na tfe-
tim obrézku se jevi jako %sz. Potom pou-
zila geometrickou dvahu, aby ukéizala, Ze
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prvni dva zlomky jsou skuteéné rovny na-
méfenym hodnotdm. Jeji zdivodnéni by-
lo zaloZeno na poznatku, Ze pseudostrana
obrazce s; se jej dotkla jen ve dvou jeho
koncovych bodech, zatimco pseudostrana
obrazce s; se jej dotkla dvakrat mezi kon-
covymi body a tim vznikly t¥i mensi Gsec-
ky. Ukézala, Ze tyto Gsecky mély vsechny
délku rovnou %sl.

Na radu ucitele potom vyuzila ve své
geometrické argumentaci matematickou
indukci a vytvofila fadu jinych poméri
(které prekontrolovala méfenim). Ukézala
dvé véci:

o Délky diléich Gseku pseudostrany v ka-
zdé generaci se rovnaji polovindm délek
diléich Gsekl v predchozi generaci, tj.
S(g+1)=S(g)/2.

e Pocet dil¢ich Gsekd v kazdé generaci
je o jednotku vétsi nez dvojndsobek
tohoto poétu v predchozi generaci, tj.
C(g+1)=2C(g) + 1.

Vyjadfila také vSechny pseudostrany
pomoci jednotky s;. To ji umoznilo vy-
Jjadrit s, pomocf s;:

_3

32—-281
s-—z.—3-s

3—6 21
=0T 3
T a6 27!
_381 17 3,
%5=3 146 27

Po maximalnim moZném vykréaceni v po-
slednim vyraze Amy obdrzela
31111

Zobecnénim tohoto vysledku pro n-ty
¢len dostala

1
Sp = (2—-2ﬁ)81

290

a také pfislusny limitni vysledek: pro
n — oo plati s, — 2s;.

Potom se Amy poradila s kamaradem,
ktery ji poucil, jak m4 pouzit kosinovou
vétu k urceni hodnoty s,.

To, co Amy ve skutecnosti udélala, byla
konstrukce a vypocet nekoneéného souci-

nu
(<] n_1
S1 H —2n_2
n=2

Oznaceni (a n&které poznatky o limité&
a konvergenci) byly pro ni zfejmé novy-
mi vécmi, na které jesté nestacila. Avsak
relace mezi geometrickymi konstrukcemi
a aritmetickymi vypocéty byly na kazdé
Amy byla schopna pochopit princip in-
dukce v geometrii, ktery ji umoznil dostat
se od délky jedné -pseudostrany k délce
nasledujici pseudostrany, a tento induk-
tivni princip fungoval na kazdé Grovni.

3.2.3. KoLIK DET{ JE vV JEDNE RADE?

Konstrukce, kterou provedla Amy, si
v§ima snary malych trojihelnikt podél
uvazované pseudostrany a umoziuje vy-
pocet vzdalenosti mezi témito trojihelni-
ky. Nyni si polozme otazku, kolik troj-
Ghelnikd najdeme (v nékteré generaci)
podél jingch pfimek rovnobéznych s pseu-
dostranou.

Kazda generace vytvari svou vlastni
posloupnost ¢isel odpovidajicich poétim
trojihelnikii v rovnobéznych fadéach.
V obr. 9d je napf. osm fad malych troja-
helnik obsahujicich postupné 1, 2, 2, 4, 2,
4, 4, 8 trojahelnikt. Co charakterizuje ty-
to posloupnosti? Jakou posloupnost &isel
bychom napfiklad nalezli v ,,obrazku 9f“
reprezentujicim nasledujici generaci? Ne-
bo kolik jedniéek, dvojek, ¢tyfek, osmicek
atd. je v kazdé jednotlivé posloupnosti?
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Obr. 9.

UvaZovan{ o tomto problému kombinu-
je geometrickou argumentaci a matema-
tickou indukci a mé zajimavy vztah k te-
orii &isel. (V posloupnosti 0, 1, 10, 11, 100,
101, 110, 111, ... je postupné 0, 1, 1, 2,
1, 2, 2, 3, ... jednicek. Jestlize umocni-
me dvojku na tyto exponenty, obdrZime
posloupnost patfici k obr. 9d. Vysvétlete

souvislost.)

3.2.4. NEPOVAZUIME VECI ZA PREDEM
ZREIME

Ale dodejme jesté poznamku. Predtim
jsme pozorovali, Ze ,posledni ornament
na obr. 7 wvypadd, jako by byl d{hled-
né ohraniéen trojihelnikem®. Avsak zda-
ni mize byt klamné. Jsou vrcholy, kte-
ré se zdaji leZzet na tom, cemu Amy Fi-
ké pseudostrana, skutené vsechny koli-
nearni? Tento konkrétni problém je bé-
jecnou prilezitosti k rozvinuti nebo uZziti
souboru elementarnich faktt euklidovské
geometrie a k procvi¢eni matematické in-
dukce, aby se doplnil dikaz pro vsech-
ny generace trojihelniki. Budou vsech-
na prazdnd mista mezi trojihelnicky né-
kdy ,,ucpana“? To znamena: dosdhne né-
kdy bujeni vychazejici od jednoho vrcholu
trojahelnika-prapfedka aZ k porostu vze-
§lému od jiného vrcholu, nebo jej snad
dokonce presihne? Je pozoruhodné, Ze i
tento problém pouzZivd jen elementarni
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3.2.5. PRILEZITOSTI K PREDKLADANI{

PROBLEMU

Studium konfiguraci trojuhelnikd oto-
&enych o 180° vzhledem ke svému rodici
klade odlisné, avsak pfibuzné otazky. To
plati i o ne-trojthelnicich (napf. o Ctver-
cich nebo pravidelnych pétidhelnicich).
Zkoumanim téchto ,vétSich ornamenti“
dostavame bohatsi domnénky a véty.

3.3. Vyjadieni faktti pomoci funkci

3.3.1. POHLED NA VETU JAKO NA FUNK-
CI

Jeden heuristicky postup vymysleni ex-
perimentt zalezi v tom, Ze se pokouSime
preformulovat statické vypovédi o néja-
kém faktu jako zivislost na néjakém pro-
ménném prvku. To éasto vyplyva z poku-
st o nalezeni vhodného vizuilniho zobra-
zeni faktu. Nasledujici dva piiklady ilust-
ruji, jak takové pfeformulovani mize vést
od zdanlivé izolovaného faktu k mnoz-

stvi navzdjem souvisejicich matematic-
kych ideji.}?)

12)
z [3].

Prvni piiklad je upraven z [6], druhy
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Obr.10. Na obrazku je vidét osm pravouhlych trojihelniki se stejné dlouhymi preponami
s vyznaCenymi stfedy. Jsou usporddany tak, aby se ukizala zména prilehlych ihld. Bohuzel
obrazek vsak ukazuje jen milo (nebo nic) o zavislosti stfedu pfepony na vrcholu pravého

dhlu.

Nasledujici véta se Casto vyskytuje ve
stFfedoskolskych uéebnicich geometrie:

VETA 1. Stfed pfepony pravotihlého
trojihelnika je stejné vzda-
len od vsech tfi vrcholi troj-

uhelnika.

Pokud jde o slovni vyjadfeni, véta je
prosté tady. Pokus o jeji vizudlni znézor-
néni ndm vSak hned pfipomene, Ze se vy-
rok tyka vsech pravothlych trojahelniki:
jediny obréazek nestaci.

Mnoho vét, jako je tato, ma v sobé
jasny dynamicky smysl. Musime se na-
ulit hledat to implicitni ,pro vSechny“
ve formulacich tykajicich se nejen pra-
vouhlych trojahelnikt. Vyraz ,,pro vsech-
ny“ identifikuje potencialni proménnou a
vede k funkciondlnimu pfetvofeni véty:
v tomto pfipadé jde o zobrazeni z mno-
ziny vSech pravothlych trojahelnikd. Co
vSak mize charakterizovat toto zobrazeni
a jak miiZzeme uspofddat mnoZinu vSech
pravouhlych trojahelnikt, abychom tuto
funkci ,,vidéli“?
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Obr. 11.

Jeden zpisob je, ze zvolime pevné dél-
ku pfepony, zobrazime vSechny prislusné
pravoihlé trojahelniky a pak je uspofa-
dame podle velikosti jednoho Ghlu. Tak si
muzeme pfedstavit (viz [21], [23], [24]) dy-
namickou konstrukci, v niz sledujeme sto-
nou preponou, zatimco ostatni vlastnosti
trojihelnika se méni v zavislosti na nékte-
rém parametru, napr. na délce odvésny
(obr. 10).

Na papiru mizeme stézi udélat vice nez
jen ukazat navzijem oddélené ,snimky“
této animace, abychom ukézali uvazova-
nou mnozinu; avSak ve smyslu vizualnim
toho mnoho nedosdhneme.

S pouzitim programu Geometer’s
Sketchpad mizeme nakreslit mnoZinu po-
loh pfepony pfi pohybu koncového bo-
du prepony podél zdkladny trojihelni-
ka (obr. 11a). Pfislusné polohy jsou zde
vysrafovany. Pohybuje-li se koncovy bod
pfepony vlevo od svislé odvésny (pFiéemz
obrétime orientaci vodorovné odvésny),
vidime pfisluSny diagram na obr. 11b.
Z obrazkd vytvofenych proto, abychom
zviditelnili nasi vétu, pak jiz vyplyvaji
dalsi hypotézy.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, roénik 39 (1994),¢. 5



Stoji za zamyslenf i otdzka, jak obra-
zek 11 a pocit pohybu jim navozeny mi-
Ze ovlivnit to, co Shlomo Vinner nazval
zékovou predstavou pojmu funkce ([17],
[18]). I kdyZ tato funkce miize pochopi-
telné byt vydavana za zobrazeni z R do R
(napf. za zavislost sklonu pfepony na dél-
ce zdkladny), Zdk to témé&f urdité takto
nevnimd. Pro ného je proménnou poloha
bodu v roviné a funkéni hodnotou je polo-
ha jisté Gsecky. Kromé toho definice této
funkce zahrnovala jen geometrické ¢innos-
ti: to uréité neni stereotyp ,,funkce®, kterd
je definovdna souborem symboli uspofa-
danych podle pravidel algebraické synta-
xe.

Vratme se nyni k Gelu experimentu.
Tvrzeni véty se tykalo stfedu pfepony.
Sledujme tedy pohyb tohoto bodu, jestli-
Ze pfepona méni svou polohu tak, zZe jeji
koncové body klouZou po pfimkach odvé-
sen a délka pfepony ziistavd zachovéna.
Je-1i drdha skuteéné takovd, jakou se zda
byt, tj. kruznice se stfedem ve vrcholu
pravého thlu, pak existuje urcitd dand
vzdalenost R od tohoto vrcholu. Jakmi-
le se pfepona blizi vodorovnému ramenu,
mizi svislé rameno do stfedu kruZnice. Ze
spojitosti pohybu tedy usuzujeme, Ze R
se rovna poloviné pfepony (obr. 12). Tak-
to je véta podpofena experimentem (za
predpokladu, Ze draha bodu je kruznice),
avSak s novymi vhledy.

Heuristika pfeméfovan{ statickych fak-
td v dynamické vizudlni zndzorfiovini na-
poméhd i jinym zpisobim experimento-
vani. Slovni vyroky zfidkakdy lakaji k ex-
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perimentovani. Napf. néasledujici vyrok je
zfejmé chybny:

Kazdy bod pfepony pravoihlého troj-
thelnika, ktery neni jejim stfedem, je
stejné vzdalen od vSech t¥i vrcholi pra-
vothlého trojihelnika.

Avsak provést piisluSnou zménu v kon-
strukci funkce je zcela rozumné a takové
konstrukce téméF prosi zaky, aby si trochu
pohrali.

Experimentovani soustfedi nasi pozor-
nost na proces a algoritmus, avsak tako-
vé soustiedéni naopak napomahé experi-
mentovani. Jestlize vytvdrime specidlni
pfipady néjaké véty pouzitim algoritmu,
je zcela snadné zmeénit tento algoritmus
a ptat se, jaké nové véty tim vzniknou.
Napf. co bychom vidéli, kdybychom sle-
dovali drahu bodu leziciho v jedné Ctvr-
tiné nebo ve Ctyfech pétinach pfepony
misto v jejim stfedu? (Obr. 13.)

RN

Vhled do tohoto experimentu ziskdme
premisténim stanovisté. Kdyz se experi-
ment provadél, pocitovali jsme to tak, ja-
ko bychom byli pozorovateli na planetg
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umisténé ve vrcholu pravého thlu a po-
zorovali druzici na preponé, ktera se otaci
kolem nés. AvSak pozorovatelé na druzici
by vidéli jiny obraz. Zdalo by se jim, jako-
by oni sam: byli pevhym bodem. Pfepona
by se otalela kolem jejich stanovisté a
odvésny by zachovévaly sviij smér (ackoli
by se jejich délky a polohy ménily). Kdyz
nyni soustfedime pozornost na vrcholy
misto na strany, uvidime novy dynamicky
obraz (obr. 14).

Tento bbrézek ukazuje, co je nesnadné
sdélit jakymkoli statickym zptisobem: oba
koncové body prepony vykresluji kruznice
riznych polomért a vrchol pravého thlu
— druZice, jejiz drahu zjistujeme — je
vidy dan vodorovnou projekci z jedné
kruZnice a svislou projekci z druhé (obr.
15a, b). To d4ava vzniknout nové myslence,
kterd by popf. mohla vést k vzorcim z =
= acos¥, y = @sind. Aviak Zaci mohou
pouzit, zkoumat a pochopit algoritmus —
tim, Ze vytvareji trojihelniky a urcitym
postupem je zobrazuji — dfive neZ se se-
zndmi s algebrou parametrickych rovnic,
véetné potfebnych goniometrickych funk-
ci.

Dynamicky pfistup a heuristika ,kutil-
stvi“ jsou U¢inné metody vedouci ke kla-
deni otazek.

Co by se stalo, kdyby konstantni Ghel
mezi dvéma projekcemi koncovych bodi
»prepony“ mnebyl 90°, ale feknéme 60°
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(obr. 15b)? Zase by se zdalo, Ze druZice
opisuje elipsu, avSak s naklonénymi osa-
mi. Je to stale jesté elipsa? Pokud ano,
jaky by byl dhel sklonu v zdvislosti na
ahlu projekce?

Obr. 15b.

3.3.2. KLASICKA VETA VYRUSTA Z EX-
PERIMENTU V OPTIMALIZACI

Heuristika pfistupu ke geometrickym
Pravddm, jako k funkcim podminek, ve
kterych jsou definovany, je tak Gi¢inna, Ze
si zaslouZi uvedeni druhého prikladu. Tak
jako v prvnim p¥ipadé miZeme i nyni vi-
dét, Ze funkce vyvérd z klasické euklidov-
ské véty. V tomto pfipadé vSak budeme
postupovat opacné. Podivime se, jak vé-
ta vznika trochu pfekvapujicim zptisobem
z funkce.
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Pred nékolika lety byl zak Richard po-
staven pfed ulohu ve standardizovaném
testu: Je ddn rovnostranny trojihelnik se
stranami o délce 10 a uvnit¥ trojahelnika
jedan bod D (obr. 16). M4 se urcit soucet
vzdélenosti bodu D od stran trojahelni-
ka. Otazka predpokladala znalost klasické
véty:

VETA 2. Soulet vzdalenosti vnitfniho
bodu rovnostranného troja-
helnika od jeho tfi stran se
rovna vysce trojahelnika.

Avsak Richard tuto vétu neznal.

ya
\ R 0
Obr. 16a.
P
Q,
A R
[s O TN 3 oP
Obr. 16b.

Protoze se Richard nemohl opfrit o
zadné konkrétni znalosti, uvazoval takto:
ProtoZe problém nefika nic zvlastniho o
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bodu D, mohl bych ho zvolit kdekoli.
Richard zvolil bod D zcela tésné u vr-
cholu C, kde dvé ze tfi vzdalenosti byly
témeF nulové a tfeti se témé&f rovnala
vysce trojihelnika. Usoudil tedy, Ze od-
povédi na otdzku musi byt velikost vysky
trojihelnika, kterou by dokéazal snadno
urdit.

Richard predpokladal, Ze funkce defino-
vana pro trojihelnik a jeho vnitiek pfifa-
zenim D — DP + DR + DQ je spojita
a konstantni.

Jeho predpoklad, Ze funkce je konstant-
ni, vyplynul z psychologie standardizo-
vaného textu. Avsak jeho predpoklad, ze
je to funkce spojitd, byl vysledkem jeho
schopnosti vykonat mysleny pokus, pfi
némz ,,pohyboval bodem D*“ uvnitf troj-
thelnika, a vidél, Ze malé zmény v polo-
ze bodu D vedou jen k malym zméndm
v souctu vzdalenosti bodu D od stran.
Nepiekvapuje, ze vétsina zaka si neuvé-
domuje skutecnost, ze néjakd funkce je
konstantni. AvSak naSe zkuSenost se zZaky
nam Fika, Ze mnozi z nich méli také poti-
ze s vizualizaci dynamiky, kterou Richard
spésné provedl ve své hlavé.

Richard se projevil jako mimofadny
zak, a to proto, Ze byl schopen takového
drubhu uvaZovani a dokdzal provést ur-
Cité myslené experimenty bez jakychko-
li pfedchézejicich zkuSenosti ziskanych ve
vyucovani z podobnych pokusi provede-

‘nych rukama a za pouZiti zraku. V&Fi-

me, ze mnoho zikli by se naucilo prova-
dét podobné myslené pokusy, kdyby méli
dostatek zkuSenosti s jejich providd&nim
v konkrétni formé. P¥i pouZiti vhodného
softwaru mohou Z4ci navrhovat své vlast-
ni experimenty, ziskdvat ,cit“ a ,,vizi“ pro
Jejich dynamiku a rozvijet schopnost uva-
Zovat pomoci pfedstavy o spojitosti, kte-
rou prokéazal Richard.
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Pocditdme s tim, Ze zafadime tento
konkrétni experiment jako soucast okru-
hu ot4zek zaméfenych na optimalizaci a
tykajicich se trojthelniki. Sirok4 otdzka
by mohla byt polozena takto: Ktery bod
mé celkovou vzdalenost od tfi stran dané-
ho trojtihelnika minimalni? Z4ci by mohli
provést experiment tak, Ze by pohybovali
bodem D v3ude uvnitf trojihelnika a
zkoumali by vliv polohy bodu D na soucet
vzdalenosti a na individudlni prispévky
délek DQ, DR, DP k tomuto souctu
(obr. 16b). Spojitost této funkce se stavé
zFejmou, jakmile se zaéne s bodem D po-
hybovat. U riznostrannych trojihelnikt.
z4ci zjisti, Ze bod minima se nachézi ve
vrcholu trojahelnika, ktery leZi proti nej-
delsi strang&. Jasné se vSak objevi otazka:
Jak to vypadd v rovnoramennych troji-
helnicich? Existuji dvé nejlepsi polohy?
Co se déje, je-li bod D mezi nimi? A
v trojahelniku rovnostranném prekvapi,
Ze ackoli individudlni prispévky tsecek
D@, DR, DP se méni s polohou bodu D,
jejich soucet se zda byt konstantni pro
vechny polohy bodu D uvnitf trojihel-
nika. , :

Z técht&”g&perimentﬁ miiZze vyplynout
mnoho hypotéz. Avsak jeden smér zvla-
$t& dobfte ilustruje interakci mezi rznymi
matematickymi pohledy a prostfedky.!3)

Dokonce i v pfipadé rovnostranného
trojthelnika, kdy soucet vzdélenosti bo-
du D od ti#f stran se zd4 byt konstantni
pri vSech polohach bodu D uvnitf troja-
helnika, musi se tento soucet nutné zvét-
$it, pohybujeme-li bodem D vné dosti da-
leko od tohoto trojihelnika. Tedy i pro
rovnostranny trojihelnik existuji kromé
minima i jiné hodnoty této funkce a tyto

l3) Jiné aspekty tohoto problému a celou
fadu &innostf vztahujicich se k optimalizaci,
které v sobé zahrnuji uvedeny problém, lze
najit v [3].
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hodnoty miiZeme zkoumat. Radi bychom
védéli, jaké je geometrické misto bodu od-
povidajici n&které z téchto jinych hodnot.

20

15

10

Obr. 17b.

Jeden zptisob vizualizace téchto hodnot
je pozorovat uvrstevnice neboli tdroviiové
ktivky funkce.

Na obr. 17a je v kartézské roviné dan
rovnostranny trojihelnik o strané 10.
Jemné kiivky a roztiesené Cary v ob-
rézku jsou vysledkem nepfesnosti v gra-
fickém programu, ale i takovy obrazek
nam dovoluje vyslovit hypotézu, Ze pro
rovnostranny trojiihelnik jsou vrstevni-
cemi Sestitthelniky, jejichZz vrcholy lezi
na prodlouZenych stranach trojahelnika.
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TrebaZe jsme dospéli k této domnénce
experimentalné, je dosti snadné ji ovéfit
geometrickou Gvahou. Napf. troji symet-
rie obrysovych &ar se bezprostfedné vy-
svétli symetrii daného trojihelnika.

Co se vsak stane, kdyZz trojihelnik ne-
ni rovnostranny? Napf. v obr. 17b ma-
ji vrcholy trojthelnika soufadnice (0,0),
(15,0), (4,3).

Experimenty provedené s pouzitim In-
ventoru ([24]) nés presvédéuji, Ze (pfi
omezeni se na vnitfek a strany trojihel-
nika) funkéni hodnota je minimalni, kdyz
bod D je ve vrcholu trojihelnika lezicim
proti nejdelsi strané, a maximdlni, kdyz
bod D je ve vrcholu trojahelnika lezicim
proti nejkratsi strané. Vrstevnice se zdaji
potvrzovat toto pozorovani, avSak jinak
Jjsou velmi tajuplné.

Tyto vrstevnice opét pfipominaji Se-
stithelniky, pokud lze vibec zjistit né-
jaky fdd ve zmatené spleti na obrazku;
avSak tvary a polohy téchto Sestithelnikd
se zdaji byt zprvu téméF Gplné nezivislé
na trojihelniku, ktery je zplodil.

Jiny druh grafu, s jakym se obvykle
nesetkdvame v kurzech geometrie, ndm
napomaha vysvétlit toto tajemstvi a vede
nas zpét ke geometrickym Givahdm. Pfed-
stavme si nynf nas trojihelnik umistény
v roviné (z, y). V kazdém bodé (z, y) zjis-
time hodnotu funkce a zobrazime ji jako
prislusnou vysku z nad timto bodem.

Jak jsme mohli oéekivat, pfipad rov-
nostranného trojahelnika vypada uspofa-
dané. Grafem funkce je nddoba s rovinny-
mi sténami. Body grafu umisténé pfimo
nad trojihelnikem jsou ve stejné vysce,
protoze hodnoty funkce jsou v této oblasti
konstantni. Vrstevnice se daji interpreto-
vat jako vodorysky podél stén. A Gvahy
o tom, proé¢ jsou stény rovinné a nikoli
zakFivené plochy, ndm davaji urcity vhled
pro zkoumané funkce (obr. 18a).

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, roénik 39 (1994), &. 5

Obr. 18a.

Obr. 18b.

Chceme-li zkoumat pfipad obecného
trojihelnika, mizeme pouzit stejnou te-
chniku vizualizace.

Stény nadoby jsou opét rovinné, ale
dno nddoby — tj. vnitfek trojihelnika —
JiZ neni vodorovné, protoze hodnoty funk-
ce uvnitf trojihelnika nejsou konstantni.

Tato vizualizace ndm napoméahé po-
chopit, pro¢ vodorysky podél stén nejsou
rovnobézné se stranami trojahelnika. A
zjistime 1 vice. VSimneme-li si, Ze mini-
malni hodnota této funkce je v nejnizsim
bodé této nadoby, tj. v jednom z vrcholi
trojahelnika, vidime také, Ze vrstevnice
v bezprostfednim okoli tohoto bodu mu-
si byt Ctyfahelniky, nikoli Sestitthelniky
(obr. 18b). Je to proto, Ze v bod& minima
se protinaji jen &tyfi roviny.
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4. Navyky mysleni

KdyZz jsme na zacatku zdtuvodiovali
potiebu pfechodu k jinému stylu, $lo nam
o ziskani vice zakl pro $ir§i matematické
vzdélani prostfednictvim geometrie. Na-
s$im cilem je ve skute€nosti vic nez to.
R4di bychom vidéli, aby tato pocetnéjsi a
rozmanitéjsi skupina Zakt méla nejen vice
matematickych védomosti, ale i vice ma-
tematické schopnosti. Co vSak ¢ini nékoho
»schopnym uZivatelem“ matematiky? To
jisté neni ve schopnosti odfikdvat vzorce
nebo provadét algoritmy. Neni to ani ve
znalosti ,fakti“ moderni matematiky. To
vSechno je pfinosem pro ¢lovéka s oprav-
dovymi matematickymi schopnostmi, ale
samo o sobé to neni nutné ani postacujici.
Kazdy z nas poznal lidi, ktefi prostudo-
vali spoustu matematiky, ale maji pFilis
malo intuice k tomu, aby mohli zaGtocit
na néjaky problém. Naopak vSichni zné-
me lidi s malym vzdéldnim v matematice,
ktefi jsou schopni ziskat neortodoxni a
elegantni feSenf problémi zdanlivé z ni-
éeho.

Matematicka schopnost se nejlépe po-
pise jistym vyctem ndvykd mysleni. Li-
dé s matematickou schopnosti zkoumaji
nacrtky, provadéji myslené experimenty,
hraji si se skute¢nymi i pfedstavovany-
mi stroji, vynalézaji véci, vyslovuji rozu-
mné domnénky, vasnivé diskutuji o inte-
lektuélnich jevech, péstuji jazykové hry,
premysleji o strategiich a vizualizugi véci,
i kdyZ tyto ,v&ci® nemaji samy vizudlni
povahu.

Naslouchejte matematikovi, kdyz vy-
pravuje o tom, jak se déla matematika,
nebo se podivejte na tabuli v mistnos-
ti, ve které se pravé konala matematicka
diskuse. Uslysite a uvidite velmi malo o
&islech, o presnosti a preciznosti. Misto
toho najdete vizudlni obrazy, uslysite o
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tvarech a rytmech vypocti, o pohybu a
strojich, o znovuusporidani ¢asti v jeden
celek. Matematika je zpusob pohledu na
véci.

Je mozné vypracovat ucebni osnovy
tak, aby ztélesiovaly tuto skutecnost.
V projektu Seeing and Thinking Mathe-
matically, coz je projekt novych uceb-
nich osnov pro stfedni Skoly pfipravovany
v EDC a sponzorovany NSF, se povazuje
rozvoj matematickych ndvykt mysleni za
primérni cil jednotlivych &asti osnov. Ak-
tivity jsou vyslovné zaméfeny na to, aby
pomaéhaly Zdkiim nalézat modely, vyslo-
vovat a zpfesiiovat hypotézy, ovéfovat své
domnénky pred skupinou mladych mate-
matikd ve tfidé a zachdzet s vizudlnim
zobrazovinim jako s fstfedni souédsti
matematického objevovani, vynalézani a
vysvétlovani.

Posuzujeme-li uéebni osnovy matema-
tiky z hlediska nadvykd mysleni, jsou kri-
téria pro volbu obsahu a souvislosti zce-
la odlisné od typickych priorit uzivanych
pri vytvareni Skolnich kurzl a programi.
Posuzujeme-li uéebni osnovy pro stfedni
skoly z téchto hledisek, vede nas to k vy-
hleddvéni témat a aktivit, které umoziu-
Ji zakim navzdjem provéazat rizné Casti
matematiky, uzivat Gstfedni ideje, jako
Jje funkce a iterace, v pestré rozmanitosti
souvislosti, uzivat matematickou symbo-
liku jako vyjadfovaci prostfedek, znovu-
nalézat dilezitd témata ve zdanlivé riiz-
nych situacich a, coZ je snad nejdiilezité;-
§i, rozvijet zrucnost pfi vizualizaci jevi.

Priklady uvedené v tomto ¢lanku spl-
nuji tyto pozadavky. Myslené experimen-
ty vyzadujici od zZakt pfeskupovani geo-
metrickych objektd v jejich myslich, ve-
dou pfirozené k aktivitdm, které je nuti
k pFemysleni o ,vidéni a citéni“ funkci
pri uziti prostiedki, jako jsou DynaGraf,
Function Machines a nastroje dynamické
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geometrie. Myslené experimenty, jako je
nap¥. Wittgensteintv [20], vyZaduji, aby
Zaci zobrazovali ¢innost néjakého stroje;
software usnadfiuje shromaZdovat obrazy
vysledkid a hledat teoretické zdklady pro
to, co obrazky znazoriiuji. Klasicka zaba-
va s kuleénikovym stolem a jeji rozsifeni
na tanec a pohyb jsou podobnymi ldkad-
ly pro zéky, aby experimentovali, hledali
hypotézy a jejich zdivodnéni. V pribéhu
hledani hypotéz a zdlivodiiovani nardzeji
Zaci na teorii ¢isel, na geometrii, fyziku a
analyzu.

Iterace geometrickych konstrukci po-
skytuji Zakim kolbisté k ziskdvani teo-
retickych vysledkl uvazovanim o algorit-
mech, které generuji prislusné obrazky.
Dikaz, ktery provedla Amy, je totéz, co
pedliva analyza zrodu jejich obrazkt —
Wittgenstein to nazyva ,obraz experi-
mentu®.

Prevedenim véty o pravothlych troji-
helnicich na dynamicky experiment Zaci
nejen rozvijeji hlubsi pohled na vysledek
a jeho vysvétleni; objevuji také zptisoby,
jak si pohrdt s experimentem tak, aby
byli inspirovani k novym vysledktim a no-
vym vysvétlenim. Soucasné Zaci rozvijeji
cit pro spojité funkce, ktery vede k in-
tuitivnimu uzivani jemnych vlastnosti re-
alnych cisel. Tyto postupy dobfe znal a
s oblibou pouzival Euler, ale v dne$nich
ucebnich osnovéch, soustfedénych na al-
gebraicky formalismus, se ztraceji. Stejné
tak Richardova funkce dodéava statické-
mu geometrickému vysledku Zivotnost a
obecnost. Zaci poznévaji, jak se vysledek
.méni, kdyZ se ptivodni omezeni zmirni
(kdyz se napfiiklad jiZz nepoZaduje, aby
trojahelnik byl rovnostranny). To jim po-
skytuje souvislou Fadu teorémi, o nichz
mohou pfemyslet. Popsané aktivity tyka-
jici se Richardovy funkce ukazuji dosti
dramaticky, jak rizné postupy, kterymi
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lze vizualizovat néjaky jev, mohou po-
skytnout nové vhledy a objashovat stara
tajemstvi.

Toto je dobrd matematika. Ale je to
geometrie? V tradi¢nim Skolském slova
smyslu ne, je to v8ak geometrie v Sir-
§im pojeti. Tyto Cinnosti vyZaduji, aby
Zaci rozvijeli cit pro vlastnosti prostoru
a jeho méfeni, povzbuzuji z4ky k rozvi-
jeni mnoha klasickych témat euklidovské
geometrie. Vyzaduji také od zaki, aby
vizualizovali jevy vice zpusoby, aby po-
uzivali prostfedkl z celého spektra ma-
tematiky a aby pokroéili od objevovani
konkrétnich dat smérem k vysvétlovani
jevii. A v tom je hlavni uziti Zakovskych
experimenti. PFi vyvijeni naseho projek-
tu ucebnich osnov [22] se snaZime uéinit
podobné aktivity jiddrem nového pojeti
yucelené geometrie“. Tato geometrie pfi-
poutava zaky k ndvykim mysleni, které

jsou jadrem matematického vyzkumu.

5. Vytvaieni uéebnich osnov

Tento ¢lanek vénuje zvlastni pozornost
otézce, co je to geometrie a jakou miize
hrat dlohu v matematickém vzdélavani.
Na geometrii se divime z velmi Sirokého
pohledu, a misto abychom ji pouzivali sa-
mu o sobé, jako jakysi vnitiné koherentni
matematicky mikrosvét, upindme vétsinu
svych nadé&ji k diskutabilni, aviak zatim
neovérené tezi, Ze tato Siroka ,,geometrie”
miuze pfivabit vice Zdki — i vice rozma-
nitych skupin Z4ki — k bohatsi a hlubsi
matematice.

Jak jsme uvedli v ivodu, ovéfeni nasi
teze vyzaduje vytvofeni alespon jednéch
uéebnich osnov se spravnymi vlastnostmi
a jejich vyzkouSeni na skutednych Zicich
v realnych t¥idach, s reAlnymi uéiteli, v re-
alnych (a Casto striktné omezujicich) pod-
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‘minkach skute¢nych skol ve skutecnych
obcich.

Vytvofeni takovych uéebnich osnov vy-
zaduje, abychom vénovali pozornost vice
strdnkdm neZ jen ,esenci“, kterou jsme
popsali vyse. Aktivity popsané v ucebnich
osnovach musi nejen u¢inné oslovovat z4-
ky, ale tyto aktivity i celkova struktura
ucebnich osnov musi byt také prfijatelné
pro ucitele. Pfislusnym problémim jsme
vénovali se svymi kolegy z EDC velkou
pozornost. Nedavno jsme obdrzeli od na-
dace National Science Foundation (NSF)
finan¢éni podporu k feseni tkolu Connec-
ted Geometry Project (Projekt propojené
geometrie), v jehoZ rdmci budou vypra-
covany a vyzkouSeny jedny takové ucebni
osnovy.

Z vysledki, které musi byt podle nase-
ho nézoru zdiraznény v nasi praci, popis-
me strucné tfi:

— Ucebni osnovy musi podporovat zmény
ve vyucovéani. Musi se to vsak dit tak,
Ze zatneme na soucasné arovni ucitele,
musime tohoto ucitele ziskat a pomaé-
hat mu v ristu a, coZ je velmi dilezité,
udrZet a podporovat jeho rist tim, ze
budeme rist spolu s ucitelem.

— Uc&ebni osnovy musi respektovat vlast-
ni potfeby, touhy a schopnosti ucitele,
pokud jde o jeho profesiondlni rist jak
po strance obsahu, tak po strdnce me-
todické.

— Ué&ebni osnovy musi nabidnout v ma-
tematice jiné hledisko, nei je to, které
je vedeno jen fakty. Navrhujeme zkulti-
vovat soubor ,,navykt mysleni“ v néco,
jako je ,matematickd metoda“, analo-
gickd ,, védecké metodé“. Ackoli se tato
metoda ve Skoldch nékdy redukuje na
piehnané zjednodusujici a nejisté kro-
ky, zlistavd v podstaté rozumnym po-
pisem préce védce.
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5.1. Uéebni osnovy, které maji péstovat

‘a pak podporovat zmény ve vyudovaci

éinnosti

Ucebni osnovy, které pomahaji udite-
lim k provedeni pfechodu od tradiénich
ucebnich osnov geometrie k Sifeji chapa-
né geometrii, musi respektovat potfebu
uéiteli provadét tyto zmény v souladu
s jejich vlastnim postavenim i se situaci
v jejich Skoldch. Zpocatku musi slouZit
ucitelim, jejichz osobni zkuSenosti jsou
zakofenény v tradiénich uéebnich osno-
véch, v tradiénim stylu vyucovani, v tra-
di¢nim gnozeologickém presvédéeni a tra-
di¢ni matematické pfipravé. Maji-li vsak
ucebni osnovy poméhat uditelim k riistu
a zméné jejich mysleni, nemohou ztlistat
statické. Musi také rist, pfizplisobovat
se zménam, které vyvolavaji, a musi se
zde vytvofit zpétnid vazba s uliteli pfi
provadéni takovych Gprav. Aby se uéebni
osnovy staly obojim — modelem pro bu-
doucnost i katalyzatorem pro pfechodné
obdobi — musi soucasné ztélesnovat vizi
»budoucich ucebnich osnov“ a byt pouzi-
telné nyni.

To je veliky tkol. Pokousime se nyni
vyvinout strukturu uéebnich osnov, kte-
ré budou podnécovat zmény, aviak nebu-
dou témito zménami zastarivat. Vétsina
tohoto naseho snaZeni se zaméfuje k to-
mu, aby uéitelé byli vybaveni zvlastnim
elektronickym zafizenim — pldnovacdem
ucebnich osnov — které jim umozni vstup
do databéze geometrickych aktivit pomo-
ci riznych rejstiiki. Nékteré z téchto rej-
stfiki budou vazany na tradi¢ni ucebni
osnovy a texty, takZe ucitelé tam najdou
¢innosti, jako je napiiklad uZiti Pythago-
rovy véty nebo odvozeni klasifikace étyr-
thelnikl. Jiné rejstiiky umozni ucitelim
ziskat pfistup k aktivitdm, které spojuji
geometrii s analyzou nebo s teorif isel. A

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, roénik 39 (1994), &. 5



jesté jiné rejstiiky budou tFidit Cinnosti
podle toho, jaké zpisoby mysleni pod-
nécuji. Takto mohou ucitelé vytvaret své
vlastni vize uéebnich osnov zahrnujici jak
pojeti struktury uliva, tak i ivahy o tom,
jak se Zaci pfedmétu naudi. Zatimco na
zadatku budou uditelé se zpozdénim zkou-
mat a promyslet pldny ucebnich osnov,
které jsme vytvorili my, pro budoucnost
predpokladdme, Ze ucitelé budou sami vy-
tvafet své vlastni ,plany“ vhodné pro je-
jich vlastni cile a vlastni zaky.

. 5.2. Profesionalni rust uditelt

Pravé tak jako Zadné ucebni osnovy
nemohou byt pouzivany efektivné, jestli-
ze ucitelé nevidi jejich matematicky cil,
nemohou mit ani ty nejlepsi materidly
aspéch, jestliZe je ucitelé nepovazuji za
osobni osloveni a vyzvu. NaSe vlastni uci-
telsk4 zkuSenost 1 nase spoluprice s jiny-
mi uciteli po Ffadu let ndm objasiuji, ze
nejlepsi cestou pro uditele, jak si oblibit
urcité uéivo z matematiky, je, kdyz si vy-
tvafi toto uéivo sdm. NaSe servisni ma-
teridly budou poZadovat od uditeld, aby
to délali pravé takto. Budeme jim pfed-
klddat vyzvy ve stejném duchu, jako byly
ty, které jsme pfedklddali Zakim, a bude-
me anotovat vyzvy zaméfené k matema-
tice, k pedagogice i ke kultufe prace ve
tfidé. ProtoZe ucitelé spolupracuji v ma-
tematice se svymi kolegy, budou se moci
také navzijem poradit o pribéznych ko-
mentéfich, situaénich studiich a videozaz-
namech ukazujicich, jak jejich zkuSenosti
z prace v matematice se mohou odrazet
ve zkuSenostech jejich zaka.

Kromé rozvijeni nové matematiky bu-
dou uéitelé navic rozvijet i nové pohledy
na jim jiz zndmou matematiku s vyuzitim
»planovace osnov“. Listujeme-li si v roz-
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manitych rejstficich, mizeme vytvofit no-
vé myslenkové asociace. Stejnd Einnost
miiZe byt pouZita pfi studiu pojmu plos-
ny obsah a pfi zkoumadni vlastnosti spoji-
tosti. Jednoduch4 geometricka konstruk-
ce mize byt vyuZita k vytvofeni pojmu
matematické indukce. Provedeni podob-
nych propojeni ma nejvétsi nadéji pfi vy-
udovani, jestliZe se ucitelim umozni hrat
aktivni roli pfi rozvijeni jejich vlastnf vy-
uky a jestliZe se jim k tomu dodaji po-
tFebné prostfedky.

5.3. Rozvijeni matematické metody

Ve vétsiné obort musime roky studovat
a specializovat se, neZ ziskdme piehled a
zkusSenosti postacujici k porozuméni sou-
casnym védeckym zdjmim vyzkumnikd
v uréitém oboru. AvSak dlouho pfedtim,
nez zaci dosahnou stadia, kdy mohou po-
chopit témata zdjmu vyzkumnikt, méli
by umét pouzivat zdkladni metody oboru.
Napf. prestoZe existuje mnoho nedostat-
ki ve vyuéovani pfirodnim védam ve sko-
lach, ucitelé pfirodnich véd se skutecné
snaZzi pomoci rozvinout smysl pro zpisob
prace védci.

To se ve vétsiné pfipadi v ucebnich
osnovach matematiky nedéje. Tam neni
nikde zminka o ,matematické metodé&“
poznavani véci; pokud se néjaké metody
objevuji, tykaji se pouze postupi na niz-
ké Grovni umoziiujicich rutinni vypodty.
Napf. ucitelé jsou si jisté védomi toho,
ze ,matematikové dokazuji véci“, avsak
Gstfedni Gloha pfesného ovéfovani sprav-
nosti v matematickém vyzkumu (coz od-
liSuje matematiku téméf od kaZdé jiné
discipliny) se zfidkakdy sdéluje zZakém.

To je snad nejnapadnéjsi ve vyucovani
geometrii, kde se od z4ku tradiéné poZa-
duje FeSeni nerutinnich problémt, a pro-

.

301



to geometrie umoziiuje otevieni diskuse o
urcitych zakladnich matematickych meto-
déch. Avsak béhem Casu mély geometric-
ké kurzy tendenci zapadnout do nékolika
dobfe rozpoznatelnych kategorii:

e Pokusy o vérné kopie Euklida. Jsou
to dogmatické vyklady jiz vybudova-
né matematiky pouZivajici axiomatické
metody; objevuji se zde definice, teoré-
my, nékolikafddkové diikazy, fady du-
sledki.

o Euklides bez dikazu. Tyto kurzy sle-
duji v podstaté stejnou cestu jako for-
malngjsi piibuzné postupy, avsak hlav-
ni geometrické vysledky jsou obvykle
jen vysloveny misto toho, aby byly od-
vozeny. Hlavni diraz se klade na ,ap-
likace“: Zaci dostavaji Casto dmyslné
tlohy vyZzadujici uZiti vzorch pro ob-
sahy rtznych ploch a pro Pythagorovu
vétu.

e ,Induktivni“ geometrie. Slovo induk-
tivni je zde v uvozovkach, protoze nema
nic spoleéného s matematickou induk-
ci. Vztahuje se k uvaZovani smérem od
zvlastniho k obecnému, k délani zavé-
ri na zdkladé experimentu, k metods
»objevovani“.

Charakteristické pro tyto metody vy-
uky je ostré rozlisovani mezi tim, jak se
vysledek obdrii a jak se formalné zave-
de. Kazd4 z nich ma svij vlastni pfistup,
avSak spole¢né hledisko vsech tfi spociva
v tom, Ze ovéfovani vysledku je oddéleno
od jeho formulace.

To v8ak matematiky neuspokojuje. Vé-
di, Ze snaha po objasnéni je Gstfednim po-
stupem Vv jejich vyzkumu. V&di, ze hledani
fungujiciho ovéfeni pravé se vynofujicich
a jen napil formulovanych skutecnosti,
jak vznikaji v priib&éhu experimentd, jim
napoméhaji jemné doladit hypotézy a na-
vrhnout nové experimenty. Matematikové
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védi, Ze ve skuteéném Zivoté, at jiz v ma-
tematice nebo mimo ni, rozliSovani mezi
empirickymi a teoretickymi vyzkumy ve-
de k nezdaru.

N4S ndvrh uéebnich osnov bude zalozen
na modelu. ktery zdvodiuje tento za-
kladni rys matematické price. Pfipravo-
vana technologie ndm umoziuje planovat
aktivity, které vkladaji do rukou Zaki a
uciteld G¢inné experimentalni pomticky.
Zaméreni téchto experimenti bude &is-
tetné uréovano materidly, které vyvijime
my, také vSak interpretacemi, které témto
materidlim daji ucitelé. Hlavni véci te-
dy je, Ze nase materialy sdéluji ucitelum
smysl matematického cile, ktery sleduje-
me, a pomahaji jim ,stravit“ nase hledis-
ko.

Toto hledisko umoziiuje padivat se na
geometrii 1 pedagogiku novym zptsobem.
Ucitelé budou muset vidét, jak vysledky
v geometrii dobfe zapadaji do obecnégjsi
matematické osnovy. Tak napfiklad vy-
sledky vyplyvajici ze zobecnéni véty 2 (&l.
3.3.2) se jevi jako pokusy o uréeni mi-
nimélnich hodnot funkci. Uéitelé budou
muset také pfijmout hledisko, Ze budou
vysledki dosahovat pomalu a postupné
s tim, jak Zaci budou vyvijet hypotézy na
zdkladé experimentl, snaZit se ovéfovat
své domnénky, vypracovivat nové experi-
menty na zakladé toho, ¢emu se naudili, a
potom zpfesiiovat své domnénky. Nejdi-
lezit&jsi (i nejnesnadnéjsi) bude to, Ze udi-
telé budou muset pokladat rozvijeni stylu
prdce u svych zéki za primdarni cil hodin
matematiky. To je novy ukol pro ucitele,
totiz role zkuSenéjsitho partnera zakh ve
vyzkumné praci, a to ddvad zakim novou
nadéji.

UcCebni osnovy musi proto sedét na
dvou Zidlich. Aby byly pfijatelné ve t¥i-
dach takovych, jaké jsou, musi pouZivat
zavedenou ménu — objekty, fakty, geo-
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metrické metody — jak jsou nyni obecné
znamsé ze stfedni Skoly. AvSak kaZdd akti-
vita musf zcela zfetelné& zviditeliiovat ma-
tematické metody a zpisoby prace. Proto
Zé4ci i uditelé (a rodice a tvirci osnov) mu-
si byt s to zadit s pocitem, Ze to, co délaj,
délaji kvili geometrii, vidi v8ak pfitom
$irsi rdmec ji obklopujici a musi byt s to
skonéit s pocitem, Ze to, co délaji, délaji
pro matematiku a ze vidi vnitfni soudrz-
nost geometrie v ramci matematiky.
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Academia film Olomouc ocenila Viny

Vyukovy videofilm reZiséra Jifiho Vsetecky a spoluautori L. Pekirka a M. Rojka
Viny kolem nds zvitézil na festivalu Academia film Olomouc v kategorii popularné
nauénych pofadi s pfirodovédnou tematikou a ziskal cenu Jana Caldbka. Tento pofad
vyrobilo Videocentrum CVUT v ramci grantu MSMT prof. Ludmily Eckertové. Jde o
prvni pofad planované edice ,,Cesty k védéni“ fyzikalni védecké sekce Jednoty Ceskych
matematiki a fyziku.

Videofilm je doplnén textem, ktery prohlubuje pohled na jevy uvedené ve videofilmu
a umoziiuje tak opakované vyuZiti videofilmu na niz$im i na vy$sim stupni skol.

Mezindrodni porota ocenila mimo jiné nazornost podani a didaktickou koncepci
poradu. Videofilm spojuje jevy, které se pfedvadéji v laboratofi, s jevy pozorovanymi
v pfirodé. Pofad tim plni hlavni zdmér autori: ziskat zdjem divdka o hlubsi pohled
na jevy, které denné pozoruje, a provokovat ho k zamyslenf o jejich fyzikalni podstaté.
Pofad byl koncipovén tak, aby byl atraktivni nejen svym obsahem, ale i svou estetickou
strankou. Za zminku stoji i skute¢nost, ze porad vznikly ve skromnych podminkach vy-
sokoskolského televizniho studia byl jedinym, ktery ziskal ocenéni poroty v konkurenci
pofadli profesionélnich televiznich studif.

Videofilm véetné dopliiujictho textu mohou zdjemci objednat na adrese: Jednota
Ceskych matematikl a fyziki (prof. dr. L. Eckertovd), MFF UK, V HoleSovickich 2,
180 00 Praha 8, za reZijni cenu 250 K¢.
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