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Bieberbachova domeénka

Christian Pommerenke

Formulace problému

Riemannova véta o konformnim zobrazeni fikd, Ze kaZdou jednoduse souvislou
rovinnou oblast (s vyjimkou celé roviny) lze konformn& zobrazit na jednotkovy kruh D.
Tato silna v&ta €asto umoZiiuje ¢istym i aplikovanym matematikiim redukovat problémy
tykajici se rovinnych oblasti na specialni pfipad kruhu nebo poloroviny. K tomu je vak
nutné néco védét o funkci, ktera toto konformni zobrazeni uskuteciiuje.

Necht mnoZina & (z n&meckého ,,schlicht) sestava z funkei tvaru

f(z) =z +§anz",

které jsou univalentni (tj. analytické a prosté) v D. Normalizaci f(0) = 0, f'(0) = 1
a vyjimeé&nou roli po&atku lze snadno odstranit (viz dodatek 1).

Dovolte mi pfipomenout, Ze v teorii komplexnich funkci existuji dv€ Skoly. Mnozi
davaji prednost vysledkim v invariantnim a symetrickém tvaru. Jini, stejné jako ja,
se snaZi provést tolik normalizaci, kolik to je mozné, a na Gtendfi pak ponechavaji
provedeni jednoduchych transformaci nutnych k tomu, aby se dostal obecny pfipad;
cilem je odhalit skutedné potiZe odstran&nim zbyteEnych parametrd (viz napf. opét
dodatek 1).

Historie teorie univalentnich funkci za¢ala v r. 1907, kdy Koebe*) dokazal, Ze & je
normalni tfida. Z toho vyplynulo Ze |a2| =< ¢ pro né&jakou absolutni konstantu c. V r.
1916 Bieberbach dokazal, Ze ¢ = 2. Rovnost nastane pro ,,Koebeho funkci*

fo(z) = -(1_—2)2 ="§1nz" ,

ktera zobrazuje D na C s vyfezem podél (— oo, 1/4].
Bieberbach vyslovil domnénku, Ze Koebeho funkce ma nejvetsi koeficienty mezi viemi
funkcemi z &, to znamena, Ze

1) l[a,| £n pro fe&, n=23,....

Pfes zna&né Usili tato domnénka odoldvala 68 let. Teprve v r. 1984 byla potvrzena
Louisem de Brangesem.

*) Literaturu o historickém v§voji viz. napf. [S] nebo [8].
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Vyvoj metod

Dal3i krok uéinil Léwner v r. 1923, kdyZ dokazal nerovnost |a 3| =< 3. O Lownerové
metodé se zminim podrobnéji, protoZe v de Brangesové diikazu hraje podstatnou roli.
Sta&f dokazat, e |a,| < n pro funkce, které zobrazuji D na rovinu s vyfezem podél
Jordanova oblouku J : z(7), 0 < © < o (z(0) = ). Pro 0 < t < oo oznadme J, &ast
oblouku J od z(f) do co. Necht f, je funkce, kterd zobrazuje D konformn& na C \ J,
tak, Ze f,(0) = 0 a f,(0) = 0. Potom systém mnoZin

f(D), 05t<w,

popisuje spojité rozsifovani dané oblasti f| (ID) na celou rovinu. Hlavni my§lenka spogiva
v tom, Ze funkce f, pfi vhodné parametrizaci vyhovuje Lownerové diferencidlni rovnici
1+ x(1) z , 0

@ = ie) = 2

1—x(t)z 6zf‘(z) ’

kde |x(t)] = 1. Z problému koeficientii se tak stane problém optimalniho Fizeni.

Zdalo se, Ze Lownerovu metodu nelze pouZit pro n > 3. Proto Schiffer, Schaeffer
a Spencer vyvinuli novou varia¢ni metodu. Necht pro dané n funkce f maximalizuje
funkciondl Re a, v &. Sestrojenim variaci funkce f v & Schiffer dostal diferencialni
rovnici pro f. Pro n = 3 ma tato rovnice tvar

’ 2
f(z)  f(2) f(2)
kde p je néjaka racionalni funkce, ktera je redlnd a nezaporna na jednotkové kruznici 0D.
Z (3) plyne, Ze kvadraticky diferencidl

(2a,w™3 + w™*) dw?

je realny a nekladny na df(D). Proto extremalni oblast f(D) je ohraniena trajektoriemi
kvadratického diferencidlu. To plati pro vét§inu extremalnich problémii a myslenka
kvadratickych diferencidlti a extremalnich délek byla nakonec velmi plodna v teorii
konformnich a kvazikonformnich zobrazeni.

Schifferova diferencidlni rovnice ddva hodng kvalitativnich informaci. Jeji nevyhodou
je, Ze obsahuje nezndmé koeficienty a,, ..., a,_; dokonce odvozeni nerovnosti |a3| <3
z diferencidlni rovnice (3) neni nijak jednoduché. Presto se Garabedianovi a Schifferovi
podafilo v r. 1955 dokdzat nerovnost |a,| < 4 pravé variani metodou.

Dal8iho pokroku se podafilo dosdhnout pomoci Grunskyho koeficienti cj, které l1ze
definovat rovnosti

€)) IOSM = i i cpz'l.

z—¢ i=0 K=o

Tyto koeficienty spliiuji Grunskyho nerovnost, ktera fikd, Ze v jisté normé& je nekonedna
matice (c;) omezena jednotkou.
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KaZda novad metoda zkratila dikazy pfedchazejicich pfipadd a umoZnila zaidtoéit
na dal¥i koeficient. V letech 1968 —69 Pederson a Ozawa odvodili z Grunskyho nerov-
nosti nerovnost |a6[ =< 6. Kone¢né& pomoci dimyslné modifikace Garabedian, Pederson
a Schiffer v r. 1972 dokazali |as| < 5.

Pro odhady koeficientd pro velkd n byly vyvinuty rizné metody. Hayman dokazal
Hardyho-Littlewoodovou metodou, Ze [a,,| =< n pro n = n,, kde viak n, zavisi na f.
FitzGerald odvodil nerovnost |a,| < 1,081n pro viechna n pomoci exponencidlniho
tvaru Grunskyho nerovnosti.

Rozhodujici nakonec byla Lebedévova a Milinova my$lenka o exponencidlnim tvaru.
Lebed&v a Milin se v r. 1967 zabyvali problémem, jak odvodit odhady pro B, pomoci
odhadi pro «,, kde

B.2" = exp ( ‘;a,,z") .

iras

To je privedlo k domnénce, Ze pro n = 1, 2, ... plati
® Ylaftkn —k+ 1=yt
k=1 k=1 k

kde ¢, = ¢4 jsou Grunskyho koeficienty (4), tj. koeficienty funkce log (f(z)/z). Ukazali,
ze (5) implikuje Robertsonovu domn&nku, kterd op&t implikuje Bieberbachovu domnén-
ku, a to dokonce v obecnéj$im tvaru.

de Brangesiiv diikkaz

Lebedévovu-Milinovu domn&nku (5) dokizal de Branges. Jeho dikaz se opird
o Lownerovu diferencialni rovnici (2) Predtim se i jini pokouSeli pouZit tuto rovnici.
AvSak de Branges mél brilantni my§$lenku zavést Casové zavislé vahové funkce. PoloZme

©) o(t) =k§1<k|ck(t)|2 - Z) o), 0St<oo,

kde ¢(t) jsou koeficienty funkce log(f(2)/z), viz. (2). Vahové funkce 7,(t) spliuji
50)=n—-k- (00) = 0. Navic jsou zvoleny tak dimysIng, Ze derivace funkce
(6) ma tvar

) o)== I |50
Cely zazrak nyni spociva v tom, Ze
n—k
®) —ri(l) = ke™Y PRO(1 - 2¢7),
j=o0

kde P§~“"” jsou Jacobiho polynomy. Gautschi sdélil de Brangesovi, Ze Askey a Gasper
[1] v r. 1976 dokazali kladnost pravé strany v (8). Proto z (7) plyne ¢'(f) = O pro
0 <t < o0, a tedy nerovnost ¢(0) < ¢(c0) = 0. Tato nerovnost je ekvivalentni s Lebe-
d&vovou-Milinovou domnénkou (5).
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Prvnim de Brangesovym dikazem byla posledni kapitola rukopisu druhého vydani
jeho knihy o kvadraticky séitatelnych mocninnych fadach. Zacatek 1éta r. 1984 strévil
de Branges v Leningradu a diskutoval svijj diikaz s fadou matematiki, zvl4§t€ s Jemel-
janovem, Kuzminovou a Milinem. Prvni dplny dikaz se objevil v SSSR [3]. FitzGerald
a ja jsme nalezli technické zjednodudeni [6]; to, co jsem zde prav& nadrtl, je na¥e kratsi
verze jeho ditkazu. Toté% zjednodu¥eni objevil nezavisle i de Branges [4].

Po diikazu

Diikaz Bieberbachovy domné&nky byl velkym pfekvapenim. Mnozi odbornici pochy-
bovali o jeji pravdivosti. Byl jsem toho nazoru, Ze Bieberbachova domné&nka sice plati,
ale diikaz nelze provést pfes Lebedévovu-Milinovu domnénku. Mylil jsem se.

Zpodtatku se viichni zasv&ceni stavéli k de Brangesovu tvrzeni krajné skepticky. Prvni
verze diikazu (pfed de Brangesovou navit&vou Leningradu) obsahovala chybu, kterou
jsem povaZoval za osudnou. Opét jsem se mylil.

Samotny dikaz obsahuje n€kolik pfekvapeni:

(a) Proti otekdvani je zcela kratky. Pfedchézejici diikazy nerovnosti |as| < 5a |ag| <
< 6 byly delsi.

(b) Zasadni vyznam méd dosti rafinovany vysledek o specidlnich funkcich. Diikaz
tohoto vysledku i de Brangestiv diikaz je v podstaté dlouhy fetéz nerovnosti konéici
soudtem &tverci (a ten je samoziejm& nezaporny).

(c) PtestoZe Rea, je linedrni funkciondl, bylo nutné vySetfovat sloZité nelinedrni
vyrazy.

(d) Hlubokaé teorie variaci, kvadratickych diferencialii a extremalnich metrik, kterd
za svij vznik vd&¢i Bieberbachové domnénce, se nakonec v de Brangesové dikazu
neuplatnila.

To vSechno svédéi o tom, Ze de Branges, opiraje se o prace Lownera, Lebedéva,
Milina a dal8ich, pfiSel se skute¢né novou myslenkou. Mé&l také §t&sti v tom, Ze jeho va-
hové funkce, jak se ukdzalo, jsou klesajici (viz (8)). Zaroveii to sv&d&i o tom, Ze by experti
méli byt skepti¢téjsi, pokud jde o jejich porozuméni n&jakému pfedmétu zkoumadni.
Pokrok je ¢asto nepfedvidatelny.

Je pozoruhodné, Ze v tomto roce nastal podstatny pokrok i v fe$eni jinych probléma
tykajicich se univalentnich funkci; viz napf. Baernsteinovu praci [2] o problému koefi-
cientd pro funkce s ristovymi omezenimi. Tento problem v¥ak z v&t§i C4sti zlstava
otevieny.

Mlady leningradsky matematik Makarov [7] nedavno vyfeil dileZity problém kores-
pondence hranic mér pfi konformnim zobrazeni: Hausdorffova dimenze nosi¢e harmo-
nické miry je pravé jedna.

Bieberbachova domnénka dala obrovsky podnét k rozvoji teorie univalentnich funkci.
Metody vyvinuté pfi pokusech o jeji diikaz poslouZily k odvozeni mnoha zajimavych
vysledkd. Lze se pravem domnivat, Ze de Brangesova prace vzbudila novy zjem o vySe
uvedenou teorii, kterd se tak bude rozvijet novymi sméry.
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Dodatek 1. O Koebeho transformaci

Necht { je bod jednotkového kruhu D. Mdbiova transformace

wz) = (z + I +T2)

zobrazuje D na sebe tak, Ze y(O) = (. Je-li g libovolna univalentni funkce v D, potom

= 90@) -9
TOFT

je také univalentni a navic spliiuje f(0) = 0 a f'(0) = 1, takZe f e &. Bod { pro fukci g
odpovida bodu 0 pro funkci f. Pomoci této transformace lze nerovnost |a2| < 2 zapsat

v obecnéj§im tvaru
' ( mz)g(C —)’ <2,

.

coZ po integraci dava

1+ ¢y g'(0) (-1
Dodatek 2. Z historie problému
1907 Koebe: |a2| < const. 1967 Bombieri-Garabedian-Schiffer
1916  Bieberbach: |a,| £ 2, domnén- l|a; — 2| <& =>Rea, <n
ka|a,| < n 1967 Lebed&vova-Milinova domnén-
1920 Nevanlinna: |a,| < n, je-li f(D) ka (= Robertsonova domnén-
hvézdovitd ka)
1923  Lowner: |as| < 3, Lownerova 1967 Garabedianova-Schifferova ne-
diferencialni rovnice rovnost
1925  Littlewood: |a,| < en 1967—68 Pederson-Ozawa: |aqs| < 6
1931  Dieudonné: |a,| < n, jsou-li 1972 Pederson-Schiffer: |as| < 5
koeficienty realné 1972 FitzGerald: |a,| < 1,081n
1936  Robertsonova domnénka (= 1978 Horowitz: |a,| < 1,0657n
Bieberbachova domnénka) 1984 de Branges: |a,| < n dikazem
1938  Schifferova varia¢ni metoda Lebedévovy-Milinovydomnén-
1939  Grunskyho nerovnost ky

1955  Garabedian-Schiffer: |a,| < 4
1955 Hayman: |a,| < n pro n2

2 ny(f)
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Poznamky prekladatele

1. Se zaklady Lownerovy metody se lze seznamit v nedavno vySlé p€kné udebnici I. A. Aleksandrov,
V. V. Sobolev, Analitieskie funkcii kompleksnogo peremennogo, Vys$. §kola, Moskva 1984; podrob-
n&ji viz A. I. Aleksandrov, Parametrideskie prodolZenija v teorii odnolistnych funkcij, Nauka,
Moskva 1976. Zakladni vysledky z teorie univalenich funkci 1ze najit ve snadno dostupnych uéebni-
cich I. I. Privalov, Analytické funkce, Nakl. CSAV, Praha 1955 (kap. XIII), W. Rudin, Analjza
v redlném a komplexnim oboru, Academia, Praha 1977 (kap. 14) nebo A. I. MarkuSevi&, Analiti-
Ceskie funkcii, t. I, Nauka, Moskva 1968 (kap. 5, § 2).

2. Nedavno se objevily dalSi dva pfehledné ¢lanky od Ch. H. FitzGeralda (,,The Bieberbach con-
jecture: Retrospective*, Notices of Amer. Math. Soc. 32 (1985), 2—6) a M. EngliSe (,,Dukaz Bieber-
bachovy hypotézy*, Informace SVOC 1984/85, &. 2(12), MFF UK Praha, 1— 11). Pro va?ného zajem-
ce je vhodné&j8i druhy &lanek, pfestoZe jeho autorem je student.*)

3. Pro uplnost uvedme Robertsonovu domnénku, ktera v &lanku neni vyslovena:

n
kzila“-llz < n proliché fe &.

Robertson byl ke své domné&nce inspirovan tim, Ze i) pro f € & je funkce g(z) = f(zz)” 2 lich4 a le¥i
v &; ii) jeho domné&nka implikuje na zaklad® Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti Bieberbachovu
domné&nku.

*) Pozndmka pFi korekture: Viz téz ¢lanek J. FUKY O Bieberbachové hypothese, Informace MVS
JCSMF ¢&. 27, duben — kvéten 1986, 8 — 20 (prvni &4st).

V jednom sméru je matematika oddélena od
ostatnich véd: Zadny jeji vysledek nemuizZe byt
$krtnut dal§im rozvojem védy. Jednou dokadzana
véta se jiZ nikdy nestane nespravnou, ackoliv
se nakonec muZe ukdazat, Ze je jen pocate¢nim
zvla$tnim pfipadem né&jaké jednodussi pravdy.
Matematické védéni neni tfeba revidovat a jeho
celkovd zdsoba miZe pouze naristat.

M. Kac, S. Ulam
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Zvlastnosti matematickych pravd je, Ze jsou
zavazné pro viechny, ktefi souhlasi s oprdvné-
nosti nékterych podate¢nich piedpokladi. To
pFipomind pravidla hry v $achy. Ten, kdo vyslovi
souhlas s t&mito pravidly, je povinen souhlasit
i se vemi vysledky hry, at jiZ budou jakékoliv —
pfijemné nebo nepfijemné. Takto to bohuzel
neni v jinych véddch, pfedev§im mimo oblast
pfirodnich véd.

N. 1. Kovancov
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