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Soucasny stav ve vyzkumu zaklada
matematiky

Gerhard Gentzen, Gotlingen

§ 1. Ruzn4d stanoviska k otdzce antinomii a pojmu nekone&na

Antinomie teorie mnozin byly odkryty zhruba pfed 40 lety a dosud se nedosahlo ko-
neéného objasnéni této otazky. Vyzkum zdkladi matematiky vdééi tomuto problému
za velky podnét. Ziejma nejistota uréitych zdkladi matematiky zretelné vystupujici
na tomto misté pfiméla nékteré vyznamné matematiky — jmenujme jen Brouwera,
Hilberta a Weyla — zabyvat se témito otdzkami, které jsou jinak vlastnim matemaiti-
kim vzdaleny, ba dokonce spide nesympatické pro jejich blizky vztah k ﬁlozoﬁz s jeji
nejistotou odporujici matematickému mysleni a mnohosti nazord.

Byly podniknuty ruzné pokusy nalézt ,fefeni“ antinomii, tj. jasné ukazat, v éem
vézi ,chybny zavér“. Tyto pokusy nevedly k uspokojivému vysledku, a ani v budouc-
nosti nelze takové feseni oéekavat. Spise to vypada tak, Ze nelze mluvit o jednoznaéné
oznafitelné chybé v mysleni. Jen tolik lze s jistotou Fici, Ze objeveni antinomii sou-
visi s pojmem nekoneéna. Vidyt v koneéné matematice se nemohou podle lidského
uvaZeni objevit Zadné spory, pokud je korektné vybudovana. Jisté analogie antinomii
v konetnu ziledeji ve ziejmych nepfesnostech v tvofeni pojmii.

Aby se nalezlo vychodisko z této nepiijemné situace, vzniklé antinomiemi, bylo
navrieno né&kolik zpusobi. Nejjednodussi zpusob je koneéné ten, nalézt meze mezi
dovolenymi a nedovolenymi usudky v matematice, pfi kterych isudky vedouci k anti-
nomiim vypadnou jako nedovolené. Takovych pokusu je cela fada; z&asti se navriend

GERHARD GENTZEN: Die gegenwdrtige Lage in der mathematischen Grundlagenforschung.
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omezeni prohlasi za pfirozend, z&asti se takové oduvodnéni ani nepodava. Za priklady
mohou slouZit axiomatickd teorie mnozin a systém Principia Mathematica.

Tento zpisob je prakticky docela uZiteény, piesto v8ak v zdsadé neuspokojuje. Pie-
devsim je totiZ takové omezeni dosti libovolné, coz je pfirozeny dusledek toho, Ze nelze
»chybu® v antinomiich pfesné oznaéit. Potom se vnucuje otdzka, zda se jednou ani
v tomto omezeném oboru dovolenych tvah nemohou objevit rozpory. Samoziejmé je
mozno uvést tivahy, podle kterych je pravdépodobné, Ze jsou antinomie s koneénou
platnosti vylouéeny; avdak pfilis velka tato jistota neni.

TakZe se mi nezdd zcela vylouéeno, Ze i v klasické analyze mohou byt skryty pro-
timluvy. Ze dosud nebyly odkryty, nefikd mnoho, uvazime-li, Z¢ matematik v praxi
vystali s pomérné nepatrnou &asti vech logicky moZnych rozmanitych komplikaci pfi
tvofeni pojmu.

Nejdisledngjsi druh omezeni je dan ,intuicionistickym hlediskem, které bylo for-
mulovdno pfedevéim Brouwerem a Weylem. Tomuto hledisku lze nejjednoduseji po-
rozumét ze zdkladni teze: pojem nekoneéna v matematice nelze pfijimat tak, jako by
nekoneéné mnoziny existovaly pfedem samy o sobé a matematik je jaksi odkryval
—- pojeti, které kratce nazvu ,pojetim o sobé“ — avSak vyluéné v tom smyslu, ze
nekoneéné mnoziny mohou byt tvofeny jen konstruktivné krok po kroku z koneénych
mnozin; nekoneéno se nesmi nikdy chapat jako ukonéené, avsak jako vyraz pro moZnost
neohranié¢eného rozsifeni koneéna.

Tato zdsada ma bezpochyby mnoho do sebe a jiz pfed objevenim antinomii se obje-
vily podobné snahy. Pf¥ijmeme-li toto stanovisko, pak antinomie zmizi, nebot se v nich
zfejmé pouZiva pojeti nekoneénych mnoZin o sobé. Naopak vSak z tohoto konstruk-
tivniho pojeti plynou nutné zikazy jistych sudku bé&Znych v souasné matematice,
zakazy stanovené intuicionisty.*) Pro pfiklad si v§imnéme prakticky nejvyznaénéjsiho
takového piipadu, totiz nepfimych existenénich dikazi.

Podle klasického pojeti lze neprimo dokazat existenci pfirozeného &isla napt. s vlast-
nosti C tak, Ze se pfedpoklada, Ze Zadné éislo nemd vlastnost C, a z toho se né&jak
odvodi spor. Takovy dukaz je tieba z konstruktivniho hlediska zavrhnout. Pfi ném se
totiz piedpoklada existence nekoneéné mnoziny vsech piirozenych &isel; to je z tohoto
hlediska nesmyslné, protoze ta nemuze byt nikdy dana jako néco hotového. Presto je
moino zcela dokazat existenci pfirozeného &isla vlastnosti C, pokud lze takové ¢&islo
pfimo udat nebo ukdzat zpusob jeho vypodtu. Pak se totiz v dikazu neobjevi pojem
mnoziny vsech &isel. '

Piehledné, snadno &itelné vyliteni intuicionistického stanoviska pochazi znovu od
Heytinga.**)

Myslim si, Ze je tfeba intuicionismu pfiznat, e vyvodil skuteéné nejdisledné;jsi zave-
ry z nepfijemnosti zpisobenych antinomiemi. Avsak proti radikdlnimu intuicionismu,
ktery odmitd jako nesmyslné v matematice radikalné vse, co neodpovida konstruktiv-
nimu pojeti, lze pozvednout zavazné namitky. Vénuji se tomu blize v §4. Na tomto

*) Podrobnéjsi vyklad o tom pro oblast teorie &isel je v mé prici citované v poznimce 3.
Srovnej také §3 této price.

**) A. HEYTING:Mathematische Grundlagen-Forschung-Intuicionismus-Beweistheorie.
Erg. Math. Grenzgeb. 3 (1935), sesit 4.
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misté uvaime jen tolik: PFijmeme-li toto stanovisko, zustanou z celé klasické analyzy
Jen trosky. Mnohé a dokonce nékteré zdkladni véty nebudou platit, pfipadné museji
byt jinak pojaty a dokdzany jinym zpusobem. K tomu budou jesté jejich formulace
vétdinou obsirnéjsi a dukazy zdlouhavéjsi. Existenéni dikazy, jako napf. dikaz ,za-
kladni véty algebry“ museji byt tak pozménény, Ze pro &islo, jeho# existence se tvrdi,
je tieba udat zpusob jeho vipoétu a je tieba vylouéit zvlastni pfipady, v nichZ se to
nepovede.

Neméli bychom se zajisté zaleknout ani nejvétsi obéti, pokud by to bylo skuteéné
nuiné. Avsak je takova obét skuteéné nutna?

Tim pfichdzim k Hilbertovu pojeti. Ten pfedlozil program, jak zachranit, pokud je to
mozné, celou klasickou matematiku z jejiho povazlivého postaveni tim, %e se prokaze
jeji bezespornost exaktnim matematickym zpusobem.

s v

Provedeni tohoto programu bohuzel stoji z velké ¢asti jesté pfed nami. Ukazalo se,
e téZkosti takovych dukazi bezespornosti jsou vétsi, nez se z poc¢atku predpokladalo
(srovnej § 2, Gédelova véta). V roce 1936 vysel muj dikaz bezespornosti &isté teorie &i-
sel;*) starsi ¢asteéné vysledky pochazeji od Ackermanna, von Neumanna a Herbranda,

,,,,,,,,,,

Aby bylo moZno provést dikaz bezespornosti, k tomu je tieba jistych matematic-
kych diikazovych prostiedki, jejich nepovailivost je tieba pfedpokladat a jiz koneéné
nelze touto cestou dale oduvodnit. Absolutni dukaz, tj. dukaz bez jakychkoli pied-
pokladi, je samoziejmé nemozny. Zbyva otazka, které dikazové prostfedky uzname
v tomto smyslu jako zdkladni. Odpovéd vyplyva z toho, co jsme dfive Fekli: Smi se
pouzivat téch diikazovych prostfedkil, pii nich se uziva pojmu nekoneéna jen v kon-
struktivnim smyslu, a je tfeba se pfisné vystiihat toho, co zédle#i v pojeti nekoneéna
o sobé, a tedy je na povaZenou. Toto omezeni znamena asi totéZ, co oznalil Hilbert
jako ,, finitni stanovisko“. Zda se ovéem, Ze je pro dikazy bezespornosti tfeba ponékud
dale sahajicich prostfedku, nez mél Hilbert na mysli a éemu rozumél pod ,finitnim
pojetim“. Avsak v kazdém pfipadé souhlasi tyto prostiedky s konstruktivnim pojetim
nekoneéna, a v tom pravé se podstatné lisi od povazlivych dikazovych prostiedku.

Hlavnim rysem Hilbertova stanoviska se mi zda usili odejmout problém zikladu
filozofii a pokud moZno se s nim zabyvat vlastnimi prostiedky matematiky. Bez pro-
stfedkl stojicich zcela mimo matematiku oviem problém fesit nelze. Hilbertuv plan
je véak omezuje na nejmensi miru: Je tieba si pouze uvédomit a ujasnit zdsadni roz-
dil mezi konstruktivnim pojetim nekoneéna a pojetim nekoneéna o sobé; a jak to, Ze
uzavérum podle konstruktivniho hlediska naleZi vétsi mira jistoty, takZe je mozno je
zvolit jako dostate¢né jisty zaklad, aby se na néj mohla pievést bezespornost téch ¢asti
matematiky, které pracuji s pojmem nekoneéna o sobé.

*) G. GENTZEN, Die Widerspruchsfreiheit der reinen Zahlentheorie. Math. Ann. 112
(1936), str. 493 az 565. Je tieba poznamenat, ze ve IV. oddilu tohoto pojedndni v proti-
kladu k ostatnim ¢dstem prisla pro nedostatek mista a ¢asu ponékud zkritka srozumitelnost
souvislosti a pfesnost pii vedeni diikazi. Nové pojeti diikazu se zevrubnym vylozenim zdkladni
myslenky tvoii druh dil tohoto sesitu.
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V budoucnu se nebudu také zmiiovat o Zadnych sporngch filozofickych otdzkdch,
na né# odpovéd neovliviiuje matematickou praxi a které spise problematiku nadarmo
zamotavaji a celou ji znesnadiiuji.

Kritce se zminim je$té o tzv. , logicismu“, ktery obyéejné byva jmenovan vedle intui-
cionismu a Hilbertova pojetf jako t¥eti podstatné stanovisko k zdkladim matematiky.
Jeho teze jsou zaloZeny na jistych filozofickych pfedstavich, do kterych se jiz podle
toho, co jsem’ fekl, nechci poustét. K problému antinomii a nekoneéna, pfedevsim
dulezitych pro praktickou matematiku, zaujal tento smér vyékavaci nebo nerozhodné
stanovisko a neposkytuje k jejich feSeni #adny pfinos, protoze jej zajimaji hlavné jiné
otazky, napi. zaloZeni pojmu ¢&isla.

§ 2. Exaktni{ matematické zkouméni zdklada: axiomatika, metalogika, me-
tamatematika. V&ty Godelovy a Skolemovy

Tady musim néco Fici o novych vysledcich a piedevsim o starSich dosud dileZitych
vysledcich exaktniho matematického zkoumani zdkladu, tj. toho oddilu matematiky,
ktery se zabyva zdklady matematiky matematickym zkoumanim. Pfedmétem téchto
vyzkumu jsou napf. systémy azidmi pro matematické teorie — tyto vyzkumy jsou
odeddvna zndmy — v novéjsi dobé také zvlasté logické uzdvéry a obecné dokazovaci
metody v matematice. ’

V poslednich desetiletich se témito otazkami zabyvala cela fada védci ze vSech zemi
a ziskali mnoZstvi vysledkd. V Némecku se péstuji tyto metalogické a metamatema-
tické vyzkumy v soutasné dobé pravidelné jen v Miinsteru; v ciziné jako hlavni mista
péstovani této vétve matematiky je tieba jmenovat pfedevéim Ameriku a Polsko.

Hlavni dlohou metamatematiky jsou dikazy bezespornosti vyzadované k uskuteéno-
vani Hilbertova programu. Dalsi velké problémy jsou: rozhodovaci problém, tj. problém
nalézt pro danou teorii metodu, kterd dovoluje rozhodnout o kazdém myslitelném te-
orému z dané oblasti, je-li pravdivy nebo lZivy; potom otdzka po iplnosti, tj. otazka,
zda je jisty systém axiému a zpusobu uzavéra pro jistou teorii #plng, tedy zda pro kai-
dou myslitelnou vétu této teorie muze byt dokdzina jeji spravnost nebo nespravnost
pomoci téchto uzavéru.

V tzkém vztahu k témto stéZejnim problémim jsou nékteré vyznamné véty, které
Gédel dokazal asi pred 8 lety a které dosly velkého uznani a ¢dsteéné i nespravného
vykladu.¥)

Je to nejprve véta o dukazech bezespornosti, kterd iikd, ze nelze dokazat bezespor-
" nost matematické teorie, ktera obsahuje &istou teorii &isel a je skuteén& bezesporna,
jenom dukazovymi prostifedky této teorie samé, zvlasté pak ne jenom zlomkem téchto
dikazovych prostiedki. Tato véta je ¢asto vykladana tak, jako by se ji prokazalo,
ze Hilbertiv program je neproveditelny. Mélo se totiz za to — a mluvila pro to také
mnoha hlediska —, Ze ,finitni“, popf. , konstruktivni“ zptisoby uvazovani, pfipustné

*) KURT GODEL: Uber formal umentscheidbare Sitze der Principia Mathematica und
verwandter Systeme. Mh. Math: Phgsik 38 (1931), str. 173-198.
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k dikazim bezespornosti tvoii jen &ast piesné formulovanych dokazovacich zpiisobu
vyskytujicich se v ¢isté teorii isel. Potom by oviem podle Godelovy véty nebyla témito
prostiedky bezespornost &isté teorie &isel viibec prokazatelnd. Myslim si oviem, Ze jsou
zpusoby uvaZovani, které jsou zcela ve shodé s konstruktivnim pojetim nekoneéna, ale
tasto piece piekraéuji ramec &isté teorie éisel, ba bezpochyby mohou prekroéit viibec -
rdmec kaZdé formalné uzaviené teorie. Uvedl jsem dotyéné uzavéry, pokud jich bylo
tteba, pro dikaz bezespornosti &isté teorie &isel, ve své praci.*) Souviseji s ,transfinitni
indukei“ vyskytujici se v teorii mnoZin, co viak neznamend, %e na né pada stin jeji
povaZlivosti, ktery na ni lpi; spise se dokazuji konstruktivnim zpisobem zcela nezavis-
le na teorii mnozin. Gédelova véta ma piirozené, nehledé na tyto skuteénosti, velky
vyznam jako velmi vyznamny vysledek, ktery poskytuje cenné sluzby predevsim pra-
vé pii vyhledavani dikazu bezespornosti, protofe napovida, jakymi prostfedky nelze
pravé dojit k cili.

Jind z Godelovych vét se tyka rozhodovaciho problému, a to pro tzv. predikdtovou
logiku. Rika, Ze ur&ité véty nemohou byt rozhodnuty jistymi daleko sahajicimi pro-
stfedky matematiky. Tuto vétu v posledni dobé podstatné zesilil Church tim, Ze se
mu podafilo ukazat na zdkladé velmi obecného pojmu ,postupu“, Ze pro predikatovou
logiku nemiZe byt nalezen vibec Zddnj rozhodovatelnyj postup, takZe problém rozho-
dovani v tomto pfipadé neni vibec fesitelny.**) Je to tedy tak, Ze kdyby se nasel .
rozhodovaci proces pro predikidtovou logiku, mohla by byt napf. platnost nebo ne-
platnost velké Fermatovy véty a podobnych Ciselné teoretickych problémi v zikladé
jednoduse vy¢islitelnd a je ovéem mozno ihned Fici, Ze neni pfili§ pravdépodobné, ze
by takovy rozhodujici postup mohl byt nalezen. Nicméné je ovem velmi cenné, mit
tuto domnénku potvrzenu uréitym dikazem. Churchuv dikaz zalezi oviem v tom, Ze
pojem ,,vypoéetniho postupu“ stanoveny Churchem se pojima jako nejobecné&ji mozny.
Kdyby se nékomu povedlo najit jiny druh vypoéetniho postupu, bylo by myslitelné
ziskat tim pfece jenom jakysi obecny rozhodujici postup. Je mozno vsak fici, Ze pojem
udany Churchem se povaZuje za tak obecny, Ze si nelze opravdu pfedstavit postup,
ktery by pod ného nespadal. Mimoto mluvi ve prospéch jeho formulace ta okolnost, Ze
se dojde ze zcela rozdilnych vychozich bodi vidy k témuZ pojmu, pfipadné k pojmu
rovnocennému.

Treti z Godelovych vysledkid se tyka problému iuplnosti. Rika, #e kazda formalné
uzaviena bezespornd matematicka teorie je nedplnd v tom smyslu, Ze 1ze nalézt &iselné
teoretické véty, které jsou spravné, ale nejsou dokazatelné prostiedky této teorie. To je

*) Viz. pozn. na str. 259. Musel jsem byt v tomto pojedndni stru¢ny a véfim, Ze podrobné&jsi
vyliceni tohoto bodu, ktery je stézejnim bodem celého diikazu, by bylo pro jeho objasnéni
diilezité; doufim, Ze je budu moci piilezitostné uvefejnit, pokud mozno rovnou i pro diikaz
bezespornosti analyzy.

**) A. CHURCH: An unsolvable problem of elementary number theory. Amer. J. Math. 58
(1936), str. 345-363.

A. CHURCH: A note on the Entscheidungsproblem. J. Symb. Log. I (1936), str.40-41.

A. CHURCH: Correction to a note on the Entscheidungsproblem J. Symb. Log. I (1936),
str.101-102.

Srov. také: A. M. TURING: On computable numbers, with an application to the Entscheidun-
gsproblem. Proc. Lond. Math. Soc. 2 (1937), str. 230-265. :
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bezpochyby velmi zajimavy vysledek, ale nikterak znepokojujici. Je mozné jej vyjadFit
také tak, Ze nelze pro teorii éisel nalézt Zadny systém odvozujicich pravidel platny
Jjednou pro vidy, avsak Ze lze spise vidy znovu nalézt véty, jejichz diikazy vyzaduji nové
druhy odvozovacich pravidel. Ze tomu tak je, nebylo patrné moiné ihned oéekavat;
avsak jisté je to zieymé.

Tato véta prozrazuje pfirozené jistou slabost aziomatické metody.

Ponévadi dikazy bezespornosti zahrnuji obecn& jen omezeny systém ditkazovych
zpusobu, je tieba i je rozsitit, jestliZe si predsevzeme rozsifit zpusoby dokazovani viibec.

Je pozoruhodné, 7e celd dosavadni matematika pouzivd stile jen zcela nemnoha
stale stejnych zpusobli dokazovani, které lze snadno spoéitat, takie potieba jejich
rozsifeni tu sice teoreticky je, avsak prakticky neni aktualni. Nyni pro tento el podal
Godel nedokazatelné &iselné teoretické véty zvlast pro to konstruované a prakticky
bezvyznamné; s jednou podstatnou vyjimkou ovsem: je to vyrok o bezespornosti teorie,
ktery patii také k vnitiné nedokazatelnym vétam. Proto je pro jeji dikaz jisté tieba
pouZit novych zpisobu dokazovani, které v tomto pfipadé maji byt nadto konstruktivni
povahy; to jsem jiZ vylozil dfive.

Chteél bych se ted zminit o nékterych vysledcich, které se tykaji teorie mnozin.

Ve snaze zachranit teorii mnoZin navzdory pohromé antinomii uéinily se jisté ome-
zujici podminky, kterymi by se vylouéily protimluvy. Pro to se vyvinuly ruzné systémy
aziomu teorie mnozin; nejzndméjsi je systém Zermeluv a Fraenkliv. Pro &ast tohoto
systému, tzv. ,obecnou teorii mnoZin“ podal nedavno Ackermann diikaz bezespornos-
ti nebo spis§ pfevedl bezespornost tohoto systému na bezespornost &isté teorie &isel.*)
»,Obecna teorie mnozin® vznikne, vypustime-li z celkového systému axiémiu ,,axiém
nekoneénosti“, ktery pozaduje existenci nekoneéné mnoha pfedmétu této teorie. Ac-
kermannuv dikaz zdleZi v tom, Ze mizZe byt pro tuto éast teorie mnoZin vytvoten model
sestdvajici z pfirozengch &isel, okolnost, ktera je ostatné jiz déle znama. Pfipojime-li
axiém nekoneénosti, nelze jiZz néco podobného oéekavat, protoZe tim se pravé zavadi
do teorie mnozin existence nespoéetnych mohutnosti.

V této souvislosti je tfeba pfipomenout jednu vétu, kterd na prvni pohled vypada
velice pozoruhodné a vede k zajimavym dusledkum. Byla formulovana poprvé asi pfed
15 lety a oznagena jako ,,v&ta o relativité pojmi teorie mnozin“.**) Tato véta nenalezi
ostatné na rozdil od pfedchozich metamatematickych vét k oblasti konstruktivniho
~ pojeti, av8ak je ji tfeba pficitat pojeti o sobé, jiz jen proto, Ze jedna o nespoéetnych
mohutnostech. (Tato okolnost neni na \ijmu jejimu vyznamu, ktery se vztahuje opét
pravé na matematiku o sobé.) Skolemova véla Fika: Ma-li systém axiému uréitého
druhu vibec model, a to libovolné velké mohutnosti, potom ma také pravé spocetny
model, ktery ten systém axiému spliiuje. K dotyénému druhu patii vSechny dosud
obvyklé systémy axiému, poptipadé je lze pretvorit tak, Ze jsou toho druhu; a neni

*) W. ACKERMANN: Die Widerspruchsfreiheit der allgemeinen Mengenlehre. Math. Ann.
114 (1937), str. 305-315.

**) TH. SKOLEM: Einige Bemerkungen zur aziomatischen Begrindung der Mengenlehre.
Verh. V. Skand. Math. Kongres (1922), str. 217-223.
TH. SKOLEM: Uber einige Grundlagenfragen der Mathematik. Skr. Norske Vid.—Akad. Oslo,
I., mat.-nat. KIl. (1929), No. 4. '
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také ziejmé, jak by se mohl né&jaky systém axiému formulovat, aby nespadal pod pojem
vymezeny Skolemem.

Poutije-li se této véty na néjaky systém axiému teorie mnoZin, stane se, pokud je
tento systém vibec splnitelny, coZ pfirozené chceme, ze mize byt splnén ve spodetném
modelu. Dalo by se Fici, Ze tento vysledek neni pravé pro axiomatickou teorii mnozin
pHjemny. Rika totiZ, Ze vSechny nespotetné mohutnosti, o kterych je v teorii mno#in
fe¢, jsou v jistém smyslu jenom pouhé zdani, kdyZ totiZ je mo?no na misto téchto
mnoZin poloZit jednoduse jisté spodetné mnoziny, aniZ by se zménila platnost libovolné
véty.

Zpodatku vznikd dojem, jako by tato véta musila vést ke sporu. V axiomatické
teorii mnoZin se napf. dokazuje, Z¢ mnozina vSech realnych ¢isel neni spoéetna. To
jest, dokazuje se, pfesné feleno, véta: Neexistuje zddné vzajemné jednoznaéné piitra-
zeni pfirozenych ¢&isel &islim redlnym. Povsimnéme si spoéetného modelu této teorie
mnozZin, ktery podle Skolema existuje. Tento model obsahuje pfedméty, které zastupu-
ji pFirozena &isla axiématického systému, jiné predméty, které zastupuji realna &isla,
a také takové, které zastupuji prifazend, kterd jsou na zakladé axiématického systému
mo#na; a kazdy druh zahrnuje nejvyse spoéetné mnoho predmétii. Presto zistava tato
véta (o neexistenci vzajemné jednozna&ného pfifazeni pfirozenych ¢&isel &islim reél-
nym) v tomto modelu platna, pfitemz totiz mezi pFifezenimi existujicimi v modelu
neni #adné, které by spoéetné mnoha zastupcum ,,piirozenych éisel“ prifazovalo vza-
jemné jednoznaéné spoetné mnoho zastupcu ,realnych &isel“. Samoziejmé, e takové
piifazeni samo o sobé existuje; ale to pravé neni mezi pfifazenimi nachazejicimi se
v modelu zastoupeno.

Moina Ze se tento ponékud nesrozumitelny stav véci stane ponékud jasnéjs§im timto
obratem, pfi kterém se rovnéZ omezim na kontinuum redlnych ¢isel jako na prototyp
»hespoéetné mohutnosti“: Postavme se na stanovisko pojeti o sobég, Ze totiz konti-
nuum je pfedem dano samo o sobg, tieba jako mnoZina vSech moZnych nekoneénych
desetinnych zlomku. Potom je mozno podle Cantora dokazat nespoéetnost tohoto sy-
stému. Ted v3ak lze Fici: Kazdy aziomaticky systém analyzy, ktery je mozno vytvofit,
je v jistém smyslu nedostateény pro uplné uchopeni tohoto mysleného kontinua. Ne-
bot Skolemova véta tvrdi: jestlize vezmeme za zaklad jisty axiomaticky systém, mize
byt toto kontinuum nahrazeno spoéetnym modelem, ktery pravé tak splituje vSechny
vlastnosti kontinua stanovené v axiomatickém systému. V. tomto pojeti by neukazoval
Skolemiv vysledek ani tak na nedostatek kontinua ani vy$sich mohutnosti, jako na
nedostateénost lidského mysleni pfi chapani téchto mohutnosti.

Jak se da zachranit, da-li se vubec zachranit, abstraktni teorie mnozin ze Skylly
antinomii a Charybdy Skolemovy véty o relativité, to musi rozhodnout budoucnost.

Je tieba vyslovné poznamenat, e jiné &asti teorie mnozin (bodové mnoZiny, II.
&iselnd tfida) jsou témito tézkostmi postiZzeny jen nepatrné a stale si zachovavaji jisty
vyznam. :

Srovname-li Skolemovu vétu s Godelovou vétou o neidplnosti, lze Fici, e obé oziej-
muji jisté nedostatky formalné omezenych axiomatickych systémi (pod nimiz jsou
ted zahrnuty i pfipustné dikazové prostredky). Okolnosti kterd snad na prvni pohled
piekvapuje u Godelovy véty, 7e totiz i pfi tvofeni slozitych axiomatickych systému
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analyzy apod. stdle zlstavaji pravé &iselné teoretické véty nedokazatelné, se dostava
Skolemovou vétou uréitého vysvétleni: Podle ni se vztahuji i nejkomplikovanéjsi axio-
matické systémy v zdsadé na spoéetny model, tedy i na p¥irozena &isla; jejich véty lze
tim zcela pretvofit v éfselné teoretické véty; viechny tyto systémy jsou tedy v zasadé
jen leorie éisel.

Jiny Skolemiv vysledek ukazuje také na nedostatetnost axiomatického zpisobu
vzhledem k teorii &isel. Mame-li pro pfirozena ¢isla n&jaky obecny systém axiomu
zminéného druhu, lze je nahradit modelem, kiery s prirozenymi &isly nent izomorfni
a ktery také tento axiématicky systém splituje.

§ 3. Kontinuum

'V tomto a nasledujicich paragrafech se chci ponékud dotknout bliZe protiklada
mezi konstruktivnim pojetim a pojetim o sobé v oblasti vyznamné pro praktickou
matematiku, a to v analyze. V tomto paragrafu ma byt objasnén rozdil obou pojeti
pfi tvorbé pojmu redlného é&isla a redlné funkce, zatimco v §4 ma byt ukdzan zpusob
sjednoceni ruznych stanovisek.

Pojem iraciondlniho é&isla se ziska tfeba znamym zpusobem: Interval od 0 do 1 se
rozdéli na dva dily, kaidy dil opét na dva dily atd.; tak dostavime postupné stéle
jemné&jsi déleni. Posloupnost téchto intervali, z nich# kaidy je dil pfedchoziho, se
ted stahuje &im dale, tim vice k jednomu bodu. Nyni nastane v rameci pojeti o sobé&
skok do ukonéené nekoneénosti: Takova nekoneéné dlouhd posloupnost se prohlasi za
»realné éislo“.

Z tohoto pojeti plynou nékteré zvlastni dusledky, kterych lze, nehledé na povazlivost
pojeti o sobé vznikajici v souvislosti s antinomiemi, pouZit proti tomuto pojeti: Jednak
lze obvyklym zpisobem dokazat, Ze reilnd éisla tvofi nespoéetnou mnozinu. Jednak
jsou vsechny véty, vSechny definice, vSechny dikazy, které je kdy mozno vytvofit,
po pfipadé provést, spoleiné, protoze je vidy mozné je piedstavit koneéné mnoha
znaky. Tim se dostaneme k dusledku, Ze jsou redlnd &isla, ktera jednotlivé nelze vibec
definovat, platné véty, které nikdo nemuze nikdy vyslovit, ani dokazat. Pfidame-li
k tomu Skolemovu vétu, pak dile dostaneme, Ze viibec celd dosavadni analyza zistane
ve viech svych éastech spravnd, vztahneme-li ji na jist§ spoéetny model.

Je jisté nasnadé potom Fici: je-li ,nespoetné kontinuum® do té miry neuchopitelné
pro nase mysleni, ma viibec smysl mluvit o ném jako o nééem skuteéném? V §4 ukazi,
jak lze pfece jen v jistém omezeném smyslu odpovédét na tuto otdzku kladné.

Nejprve je tieba vysetfit, co je konstruktivni stanovisko schopno nabidnout jako
nahradu za pojem iracionalniho é&isla o sobé.

Posloupnost déleni intervali muze byt zatata jako prve. Ale pojem ukonéené neko-
neéné posloupnosti podintervali musi byt zavrZen jako nesmyslny; na nekoneéno se
smime divat jen jako na mo#nost, jako na vgraz pro neohranienost koneéna.

Smime tedy fici: Je moZno pokradovat v déleni stile dile a dile. Avsak tak ne-
ziskame Zadné iraciondlni &islo, ale v kazdém stadiu déleni pouze spoustu nakonec
velice blizko sebe lezicich raciondlnich &isel. V tomto smyslu se vyjadril Kronecker,
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Ze nejsou #adnd iraciondlni &isla.*) Tak vzkoprsy ¢lovék vsak ani jako konstruktivista
nemusi byt; jsou moZnosti, jak se dostat dile. MiiZeme toti% povaZovat iraciondlni éislo
za dané, existuje-li zdkon, ktery dovoluje vyjadfit posloupnost jmenovanného druhu
libovolné daleko. (Doporuduje se potom, abychom se vyhnuli jistym formalnim poti-
#im, uvaZovat dvojité dualni intervaly, totiZ takové, které vzniknou spojenim dvou
sousednich dudlnich intervalt téhoz déleni.)

Takovy zakon se lehce uda, nap¥. pro v/2, obecné pro {/m, ale také pro transcen-
dentni &isla, jako je © a e a viibec pro vsechna é&isla, kterych je tieba v analyze jako
jednotlivé definovangjch &isel; totiz vidy potom, muzeme-li dotyéné &islo spoéitat s li-
bovolnou pfesnosti, jak si pfejeme.

Nyni je tfeba, chceme-li zustat konstruktivnimu stanovisku vérni, zachizet s takto
definovanymi ,&isly“ ovsem opatrné. Clovek se nesmi dat svést k tomu, aby pohlizel
na takové éislo jako na néjaky ukonéeny nekoneéné dlouhy dyadicky zlomek; ddno neni
v tomto smyslu vlastng ani &islo, ale spise zdkon, ktery umoziiuje jeho postupné upfes-
fovani; ten sdm je néco koneéného a hodi se pouze k tomu, Ze v jistych souvislostech
zastupuje nekoneéné dlouhé &islo, o kterém se da ostatné predem fici, Ze vlasiné vibec
neezistuje. ‘

Analyzu pojmu ¢&isla tohoto druhu se pokusil provést ve své praci Das Kontinuum
Weyl.**) (Neprosadil tam oviem do poslednich dusledku zakladni konstruktivni sta-
novisko pro pfirozena &isla, ale pozdé&ji to napravil.) Potiz, kterd se pfi tom objevuje,
jsou omezeni kladend na pomocné prostiedky pripustné k vypoétu a tim i k definici
¢isla. Weyl zpo&atku pfijal uréité omezeni; intuicionisté od toho jinak zcela upoustéji,
stanovisko, které je zcela pfiméfené, protoZe vSeobecné omezeni nese s sebou zasad-
ni potize, které jak jiZz bylo feteno, maji ohrani¢ené systémy axiémui a odvozovacich
pravidel, totiZ: stile a opét byt schopen a mit potiebu se rozsifovat. To nezname-
nd nikterak podstatny nedostatek; v pfipadech prakticky piedevsim dulezitych je bez
dal$tho jasné, co se mini pod pojmem, ,zpusob vypoétu“.

Jistym upfesnénim je Churchiv pojem vypoéetniho postupu, o némsz jsme jiz zminili
v § 2; nezdvisle na ném byl vytvofen Turingem rovnocenny pojem a zvlasté pouZit na
vypoéet redlnych &isel. ¥**) Dotyéné upiesnéni zalezi v tom, Ze je udan obsdhly souhrn-
ny pojem zahrnujici viechny ,vyéislujici metody*; tim lze provést dikaz nemoZnosti
jako jiZ ten, o kterém jsme se zminili v §2; ovSem tato precizace vSak nedovoluje
rozhodnout vidy o tom, co spada pod tento souhrnny problém, zda je to ,vyéislujici
postup“ anebo ne.

Rozsiteni konstruktivistického pojmu realného ¢isla podal Brouwer ,,volngmi volba-
mi posloupnosti“. K nim se dospéje zcela zakonité, usilujeme-li se zavést pojem funkce
redlnyjch &isel. Matematika o sob& vysvétluje tento pojem, jak znadmo, jednoduse jako
vztah, kterym se pfifazuje libovolnému realnému ¢islu druhé realné ¢islo jako funkéni

*) Srov. H. POINCARE, Wissenschaft und Hypothese, ném. vyd., komentdi F. Lindemanna,
str. 246 prvniho i druhého vyd.
**) Srov. H. WEYL; Uber die Grundlagenkrise der Mathematik. Math. Z. 10 (1921),

str. 39-79.
***) Srov. druhou pozn. na str. 261.
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hodnota. V tdm vézi tiikrat pojem zavrsené nekoneénosti, v obou redlnych ¢islech
totiZz a v univerzalnim, abstraktnim , pfifazeni®. :

S tim si konstruktivista nic nepo¢ne. Mohl by ted postupovat tak, ze by definoval
funkci jako zakon, ktery by kazdému zdkonu definujicimu redlné &islo pfifadil druhy
zakon definujici druhé redlné &islo. Ale snadno se nahlédne, ze i nasledujici pojeti, blizsi
pojmu funkce matematiky o sobé je veskrze sluéitelné se zédkladni konstruktivistickou
tezd. ' '

Nevychazi se z pojmu realného ¢&isla daného zdkonem, ale opét z postupného déleni
intervall, definujeme-li totiZ funkci jako zdkon, ktery pusobi takto: Zaéneme-li jakkoli
volit posloupnost intervalii nahote popsaného druhu, pak je funkénim zakonem pfifa-
zen po jistém koneéném pocateénim kousku této posloupnosti prvni interval ,,funkéni
hodnoty*, po pokragovani v této posloupnosti a k jistému dal§imu mistu druhy tako-
vy interval atd. Pfifazené intervaly maji tedy znovu byt vloZeny jeden do druhého. —
Krdice fedeno: Vidy lze vypolitatl podle piani koneény polet podateénich mist funkénd
hodnoty z dostatetné velkého poétu pocateénich mist hodnoty argumentu.

Ze tento pojem funkce je stile podstatné uzsi nez pojem funkce o sobé&, pozname
z okolnosti snadno patrné, Ze totiz takova ,,funkce“ je vidy spojita. Brouwer dokazuje
nadto stejnomérnou spojitost téchto funkci, ovSem zachazi pro konstruktivistu prilis
daleko pfi pouzivani ,transfinitni indukce®.*)

Hodnoty argumentu u tohoto pojmu funkce jsou nyni to, co Brouwer nazyva ,,volné
volitelné posloupnosti“, totiz posloupnosti intervali, pfi kterych je vidy mozno volné
volit nasledujici interval s jedingm omezenim plynoucim ze zakladni podminky pro
zapadani intervalu do sebe.

Také u tohoto pojmu &isla zalezi na tom, aby se ho pouzivalo opatrné; nema vlastné
zadny samostatny smysl, aviak ma jen smysl pii vhodné souvislosti, nebot ukonéend
nekoneéna posloupnost je jako pfedtim pojem beze smyslu; volné volitelné posloupnosts
smi byt pouzito jen v té souvislosti, kdy je fe¢ o jejim kone¢ném poéateénim uiseku nebo
Jde-li o moznost jejiho libovolného dalsiho pokra¢ovani. To je piipad udané definice
funkce.

Znainé rozdily mezi intuicionistickou analyzou a klasickou analijzou o sobé nastanou
v8ak pfi dalsim budovani teorie, pfedevsim p¥i ezistenénich vétdch, jak jiz jsem po-
znamenal v pronim paragrafu. Nebot konstruktivista musi pozadovat zdkon o vyéislend
pro ¢&islo, jehoZ existence se tvrdi; to ¢asto existenéni dikazy o sob& neudavaji.

Intuicionistickd analyza se stava pak daleko slozit&jsi nez analyza klasickd. Néco
z toho lze zjistit jiz pfi pfedvedenych definicich zdkladnich pojmi. Konstruktivista
potfebuje napf. rizné pojmy redlnych ¢isel pro ruzné tidely, zatimco pojeti o sobé
vystaéi s jedinym jednoduchym pojmem.

Pro zakladni povazlivost pojeti o sobé je velmi zadouci konstruktivni dikaz beze-
spornosti pro klasickou analyzu. Mam za to, 7e se podafi dalsim rozsifenim tychz

*) L. E. J. BROUWER: Beweis, daf jede volle Funktion gleichmafig stetig ist. Proc. Akad.
Wet. Amsterdam 27 (1924), str.189-193 a str.644-646. Pomoci tohoto Brouwerova pojmu
funkce lze bez potizi definovat konstruktivné funkce nejvice pouzivané v analyze. Ty to-
tiz byvaji veskrze toho druhu, ze lze vypocitat stile presnéji funkéni hodnotu nepietrzitym
omezovanim hodnoty argumentu.
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pomocnych prostfedki, které umoznily dikaz bezespornosti teorie éisel. Asi by si élo-
vék myslil, Ze nespoletnem, kontinuem se vynofuje nova potiz. Na to je vSak mozné
napf. namitnout, ze podle Skolemovy relativni véty je prece kaidy uréity formalné
uzavieny systém analyzy — a jen pro takové pevné popsané systémy je tieba do-
kazovat bezespornost — splnitelny spodetnym modelem, takZze nespoéetné i v otdzce
bezespornosti je jen zddnlivé.

§ 4. MoZnost smiieni raznych stanovisek

Chtél bych vyslovit minéni, Ze po zdafeném dukazu bezespornosti pro analyzu by
nestila v cesté zadna piekazka, aby se zdstupci raznych sméru — tedy konstruktivisté,
pfipadné intuicionisté na jedné strané a Hilbertovi pfivrzenci pravé tak jako stoupenci
Cistého pojeti o sobé — neshodli na ponechdni klasické analjzy v jeji sou¢asné podobé.
V tomto okamziku je tomu sice tak, ze radikalni konstruktivisté s timto pozadavkem
nesouhlasi, a v tom vézi vlastni a zasadni nazorovy rozdil mezi Brouwerem a Hilbertem.
Intuicionisté prohlasuji totiZz vSechny matematické véty zalezejici v pojeti nekoneéna
o sobé za nesmyslné, jeji dikazové zpusoby za prazdnou hru se symboly bez jakéhokoli
vyznamu.

V pfedchozich paragrafech jsem uvazoval o riiznych pfipadech, které propijéuji to-
muto nazoru jisté opory. Na druhé strané proti tomu stoji, abych uvedl jen stanovisko
nejvétsi vahy, mohutné mnozstvi ispésnych aplikaci klasické analyzy ve fyzice. Proto se
chci jesté pokusit objasnit, jak Ize dojit, i kdyZ uznavame zakladni konstruktivistickou
tezi, k pfesvédéeni o zachovani a dal$im rozvijeni analyzy o sobé.

Hilbert sdm k tomu ukazal cestu: totiz metodou idedlnich prvki.*)

To znamena: Pohlizi se na takové vyroky, v nichz je fe¢ o nekoneénu v pojeti o so-
bé, jako na idedini vyroky, jako na vyroky, které viibec neznamenaji to, co doslova
Fikaji, které vdak mohou byt nesmirné uZiteéné k zavrseni teorie, k usnadnéni dukazu
‘a k pohodIné&jsi formulaci jejich vysledki. Tak se zavadé&ji nap¥. v projektivni geometrii
nevlastni body, a tim se ziska ta vyhoda, Ze se zjednodusi mnohé véty, které by jinak
byly zatiZeny mnoha vyjimeénymi piipady. Tim se ovSem stane, Ze smysl nékterych
vét neni v leckterych pfipadech obvykly. Napf. se fika: ,Dvé pfimky maji vidy spo-
le¢ny bod.“ Jsou-li vSak tyto pfimky ndhodou rovnobéiné, pak nemaji ve skutecnosti
Zddny spoletny bod. Tento postup je vSak nepochybny, protoZe se pfesné stanovilo,
co se ma rozumét v takovych vyjimeénych piipadech pod pojmem ,bod“, ktery ma
ted $irsd smysl. '

Anebo vezméme jiny piiklad, ktery podle mne ukazuje ve vztahu k fyzice jesté
zfejmé&jsi podobu vztahu konstruktivni matematiky a matematiky o sobé.

Mam na mysli pfileZitostné pokusy vytvofit ,pfirozenou geometrii“, tj. geometrii,
ktera se 1épe hodi k fyzikalni zkuSenosti nez obvykla (euklidovskd) geometrie.**) V té

*) Srovnej D. HILBERT: Uber das Unendliche, Ann. 95 (1926), str. 161-190.
**) Srov. J. HIELMSLEV, Die natiirliche Geometrie. Hamb. math. Einzelschriften 1 (1923);
také: Abhandl. Math. Sem. Hamburg 2 (1923), str. 1-36.
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plati napf. véta ,,dvéma riznymi body prochazi pravé jedna pfimka“ jen tehdy, kdyz
ty body nelezi pfili§ blizko. LeZi-li totiz pfili§ blizko, je moZno vést ziejmé obéma
body vice sousednich pfimek. Kresli¢ musi mit tyto okolnosti na zfeteli; éistd geomet-
rie to v8ak nedéla, protoze body idealizuje. Na misto rozmérného bodu ze zkusenosti
stavi idedlni bezrozmérny bod matematické teorie, ktery se ve skuteénosti nevyskytu-
je. A déla dobfie, jak ukazuji jeji uispéchy: vyplyva z toho matematicka teorie daleko
jednodussi a zavr$ené&j$i neZ ona pfirozena geometrie, kterd musi stale poéitat s nepfi-
jemnymi vyjimeénymi pfipady. '

Tomu docela odpovidaji vztahy matematiky o sobé a konstruktivni matematiky:
Matematika o sobé idealizuje napf. pojem ,existence®, Fika-li: Cislo existuje, lze-li
jeho existenci dokazat zpusobem platnym pro koneéné obory a nyni pouZitym pro
ukondené nekoneéné obory, zcela tak, jako by to Byly skuteéné existujici vytvory. Tim
se dostdvd tomuto pojmu existence vyhod i nevyhod idealnich prvka. Vghod totiz,
7e se dosahne povailivého zjednoduseni a uzavienosti teorie — nebof intuicionistické
existenéni dikazy jsou, jak jiz Feéeno, vétdinou velmi sloZité a zatiZeny nep¥ijemnymi
vyjimeénymi piipady — nevyhod naproti tomu, 7e toho idealniho pojmu existence
nelze pouZit ve stejné mife na fyzikalni skuteénost jako tfeba konstruktivniho pojmu
existence.

Zkoumejme jako p#iklad rovnici a -« = b v oboru redlnych &isel. Podle pojeti o sobé
je to jednoduché: Tato rovnice ma koten, neni-li a rovno 0. Intuicionista naproti tomu
fika: Tato rovnice ma kofen, jestlize jsem zjistil, Ze a je ruzné od 0. Muze se vsak
stat, Ze podle zpisobu zadani nelze poznat, ani %e a je rovno nule, ani Ze a neni
rovno nule. V tomto pfipadé zustava otdzka po existenci kofene oteviena. — Je mozné
dodat, Ze toto pojeti vice odpovida pohledu fyzika, ktery ma uréit koeficient a tieba
z experimentu, ktery neni dosti pfesny, aby bylo mozno stanovit s jistotou vzdalenost
mezi a a nulou. ‘

Bylo by lze namitnout: Co jsou ndm platné krasné uzaviené nauky, zvlast jednoduché
véty, nemuze-li jich byt doslova pouzito na fyzikdlni skuteénost? Nemélo by se dait
pfednost. zpusobu, ktery je namdhavéjsi a dava sloZitéjsi vysledky, ktery ma vsak tu
piednost, Ze tyto vysledky maji bezprostiedni vyznam.

Odpovéd nam dava dspéch prvniho zpusobu; pomysleme opét na piiklad geometrie.
Velké vykony matematiky ve prospéch fyzikdlniho pozndni zalezi pravé v této metodg,
fyzikalni skuteénost idealizovat a tim zjednodusit jeji zkoumani. Samozfejmé musime si
byt potom p¥i aplikaci obecnych vysledku na skuteénost védomi rozdili podminénych
idealizaci a pustit se do odpovidajiciho piekladu. Aplikovand matematike ma zde své
pole piisobnosti. ’

Na srovnani cituji slova Heytingova a Weylova:

Intuicionalista Heyting Fikd na jednom misté:*) ,Z formalniho stanoviska muze byt
vyzvednuto jako cil fyziky ovladnuti pfirody. Je-li tohoto cile dosazeno pomoci for-
malnich metod“ — tj. matematiky o sob& — , neobstoji proti tomu zadny argument.

*) Dilo citované v druhé pozn. na str. 258.
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Weyl formuluje jako své stanovisko ve sporu mezi Brouwerem a Hilbertem:*)
»Bereme-li matematiku samu pro sebe, omezme se s Brouwerem na rozumné prav-
dy, podle nich% je nekoneéno jen otevienym polem mozZnosti; nelze nalézt motiv, ktery
by byl proti. V pfirodnich védach se v8ak dotykame oblasti, kterd je tak jako tak
ndzornou jistotou neproniknutelni; zde se stava poznani nutné poznanim symbolické
povahy, a proto, je-li matematika brana spolu do tvorby konstrukce svéta, neni jiZ
nutné, aby se z toho matematika dala vydélit jako zvlastni obor ndzorné jistoty: Na
této vysoké hlidce, z které celd véda vypada jako jedina, davam Hilbertovi za pravdu.

Mam dojem, Ze nékteré tntuicionistické zakladni pojmy, nap¥. pojem existence ne-
bo pojem realného ¢&isla jsou pfesné vzato také jiz ,idedlni prvky“. To viak muiZe byt
sporné; je obtiiné to rozebirat a neni to tak dulezité. V Zadném pfipadé by to ne-
znamenalo, Ze by k pouzivani takovych pojmu bylo tfeba dikazu bezespornosti; uziva
se jich jenom tak, Ze si je ¢lovék stile védom jejich pfesného konstruktivniho smyslu
(srovnej § 3). Pravé tak se tomu ma v projektivni geometrii ,s nevlastnimi body*;
jinak je tomu ovSem s idedlnimi pojmy matematiky o sobé&, které — nazirano z kon-
struktivistického hlediska — nemaji zadny obsah, ktery samy popisuji a ktery by mél
smysl, av§ak kterych se pouziva tak, jako by mély doslovny smysl.

KdyZ na jedné strané matematika o sobé& nachazi i pro konstruktivitu své opravnéni,
mélo by také naopak konstruktivni stanovisko zaujmout v matematice vice mista nez
dosud. Ve zkoumani zakladi matematiky je jiz b&zné vést dikazy pokud mozno kon-
struktivnim zplsobem nejen pro vétsi nepochybnost (na kterou bychom nebyli vidy
odkazani), ale také pro vétsi vécny obsah vysledki. Nebot je ziejmé, Ze konstruktivni
existenéni dukaz znamend vic neZ nepfimy dikaz o sobé. Pfedevdim v ¢&isté teorit &isel
a viibec ve vsech teoriich, v kterych mame co délat s koneéné oznalitelnymi piedmaéty,
je ptirozené vzit za zdklad konstruktivni stanovisko.**) Tak se také odjakZiva postu-
povalo; celé naivni dokazovani, pfi kterém si &lovék nepfipousti vabec Zadné zvlastni
myslenky o metodach dikazu, je od pfirody pfedevsim konstruktivni, tj. boji se ,neko-
neéna“. Ostatné v té&chto oborech pFinasi pouzivani transfinitnich dikazi o sobé& sotva
né&jaky uzitek. Jinak v fi$i kontinua, v analyze a geometrii: zde slavi pojeti o sobé své
triumfy; zde je mu konstruktivni pojeti prakticky podfizeno.

Na zavér lze tedy Fici: Konstruktivni (intuicionisticka, finitni) matematika zaujima
pro svou velkou ndzornost a zvlastni vyznam svych vysledkd uvniti celé matematiky
vyznamny obor. K radikdlnimu odmilnuti &asti analyzy zaleZejicich v pojeti o sobé
neni vSak 7adny presv&d&ivy duvod; ty naopak maji velky vlasini vijznam predevsim
pro fyzikalni aplikace.

Jestlize se koneén& budeme divat na kontinuum jako na pouhou fikei, jako na idealni
vytvor nebo zda budeme ve smyslu pojeti o sobé pfece trvat na tom, Ze redlné ezistuje
nezdvisle na nasich konstrukénich prostfedcich, je potom é&isté teoretickd otdzka, jejiz
rozhodnuti muZe zistat véci vkusu; pro matematickou praxi ma sotva néjaky vyznam.

*) H. WEYL: Die Stufen des Unendlichen. Jena 1931, str. 17.
**) Srovnej také pfedmluvu k 2. vydani prvniho dilu knihy VAN DER WAERDENA: Moderni
algebra.
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