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Doslov k piekladu Gentzenova élanku
sSoutasny stav ve vyzkumu zdkladu matematiky*

Pavel Pudldk, Praha

Byl jsem pozadan redakci, abych struéné shrnul udélosti, ke kterym doslo v této
oblasti od doby napsani tohoto Gentzenova ¢lanku. Je to véc, kterda by si zaslouzZila
podstatné podrobnéjéi E]ének a deléi pfipravu nei ma',m k dispozici pro tento kratky
e poskytnu nové informace pouze matematlkum, ktefi se nezabyvaji matematickou
logikou.

Podobné jako v jinych védnich oborech doslo v druhé poloviné stoleti v oblasti logiky
a studia zdkladu matematiky ke zna¢né divergenci do specidlnich obori. V soutasné
dobé se tato oblast déli do t¥i zakladnich oboru:

- matematicka logika,;

- filozofickd logika;

- aplikace logiky v informatice.

Matematickou logiku lze povaZovat za jednu z matematickych disciplin; filozoficka
logika se zabyva zkoumanim struktur lidského mysleni a zejména jazyki; aplikace
logiky tvofi znatnou &ast teoretického vyzkumu v informatice. Nebudu vyjmenovavat
podobory téchto zdkladnich sméru, zminim se jen o té&ch podoborech matematické
logiky, které souvisi se zkoumanim zakladi matematiky.

(1) V teorii mnoZin se vyzkum soustfedil na axiomatickou teorii Zermela a Fraenkla
(zkratka ZF) doplnénou o axiém vybéru (zkratka ZFC). Tuto teorii akceptuje na-
prostd vétSina matematiku jako teorii popisujici ,,skuteéné“ mnoziny. Jiné systémy
se nedostaly mimo ramec logické komunity (a obavam se, Ze maji nadéje stejné malé,
Jjako jsou nadéje prosadit vedle angli¢tiny dalsi svétovy jazyk). Vzhledem k para-
doxnim dusledkim nebyl axiém vybéru ptijat hned. Teprve kdyz v roce 1940 Godel
dokazal, ze pokud je ZF bezesporna teorie, potom je i ZFC bezesporna, se ukazalo,
Ze je to vlastné neSkodny axiém. Ve stejné praci Godel uéinil podstatny krok vpied
v feseni dal§iho, z hlediska zakladi matematiky velice dulezitého problému — tzv.
hypotézy kontinua (CH). CH je tvrzeni, Ze kazda nekoneénd mnozina redlnych &isel
je bud spoéetnd, nebo ma stejnou mohutnost jako mnoZina viech redlnych é&isel;
jinak fe¢eno, mohutnost realnych &isel je prvni nespoéetna mohutnost. Gédel doka-
zal, Ze bezespornost ZF implikuje bezespornost ZFC i s CH.!) To znamena, e CH

') Piesnéji feceno, Godel pouzil jiny systém, Godelovou-Bernaysovou teorii mnozin, ktery
je vsak ekvivalentni s ZFC.
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nelze vyvratit na zakladé ZFC, ale Godel nevylouéil, Ze CH lze dokazat z ZFC. Nej-
dilezit&jsiho vysledku po dikazu Gédelovych vét dosahl Paul Cohen v roce 1966.
Dokazal, kromé jiného, totéz co Godel, ale pro negaci CH. Tudiz ani CH ani negace
CH neni dokazatelna ZFC, jinak fe¢eno CH je nezavisla na axiémech ZFC. Cohenova
metoda (,forcing“) ma Siroké aplikace a umoznila dokazat mnoho dalsich nezavis-
losti. Podivejme se v8ak na Cohenuv vysledek z hlediska zakladu. To, Ze existuje
tvrzeni nezavislé na ZFC plynulo uZ z prvni Godelovy véty. Godelova konstrukce
dava ovdem tvrzeni velice umélé a proto bylo mozno doufat, e v matematické praxi
se s timto jevem nesetkame. To se nepotvrdilo, protoZze CH se tyka jednoho z cent-
ralnich objektu — kontinua redlnych &isel. Druha duleZita skuteénost je, Ze se dosud
nepodafilo rozsifit ZFC o axiém zaloZeny na néjakém obecném principu tak, aby
roz§ifena teorie rozhodla platnost CH. Zd4 se, Ze se budeme muset smiftit s tim,
%e pojem mnoZiny je nejednoznaény uz na tak nizké drovni, jako jsou podmnoZiny
realnych &isel. .

Abych popsal dalsi dilezity smér v teorii mnozin, musim se chvili zabyvat axio-
matikou ZFC. Tato teorie vychazi z myslenky, Ze antinomie jsou zpusobeny tim,
%e se pfipousti definice , velkych“ mnoZin. Proto ZFC postuluje, 7e existuje n&jaka
(mald) mnoZina a Ze universum mnozin je uzavieno na uréité operace. Tyto operace
ale nemohou vytvofit nekoneénou mnozinu z koneénych, proto je nutno mit v ZFC
tzv. axiém nekoneéna, ktery #ika, 7e existuje nekoneéna mnozina. Potom lze dokazat
existenci mnoZin mnohem vétsich mohutnosti. Ozna¢me wy (o + 1)-ni nekoneéné
kardinalni &islo. Potom muZeme dokazat existenci wg, wq, ..., Wu,, etc. Nelze ale
dokazat existenci kardinalniho &isla a takového, Ze wy, = a. Takové &islo se nazyva
(slabé&) nedosaZitelné. Axiém o existenci nedosazitelného kardinélniho éisla miZeme
chapat jako jakysi silnéj$i axiém nekoneéna. Z hlediska filozofie, na které je ZFC za-
loZeno, je pFirozené zesilit tuto teorii o axiém tohoto typu. Cisla, jejichz existence se
takto postuluje, se nazyvaji velkd kardindini éisla. Bylo prozkouméano mnoho znaéné
vétsich kardinalnich éisel, neZ je prvni nedosazitelné. ZkuSenost ukazala toto:

1. ani v ZFC zesileném o velice velka kardinalni ¢isla nebyl nalezen spor;
2. pies oéekdvani mnohych se nepodafilo rozhodnout platnost CH na zdkladé zad-
ného axiému o velkych kardinélnich &islech.

(i1) Kdyz Cohen dokazal nezavislost CH, naskytla se pfirozend otizka: miZe se ned-
plnost teorii projevit takovymto explicitnim zpisobem na niZsi drovni, konkrétné
v pfirozenych ¢&islech? Z dikazu Godelovy véty plyne, Ze se pro danou teorii da
napsat pravdivé, ale v této teorii nedokazatelné tvrzeni (dokonce — pfi pouZiti
Matijasevi¢ovy véty — muZeme sestrojit nefesitelnou diofantickou rovnici takovou,
Ze v dané teorii neni dokazatelné, Ze tato rovnice je nefesitelnd). Nicméné takové
tvrzeni je umélé a vzdalené zajimavym matematickym problémim. Proto vzbudil
velky ohlas vysledek Parise a Harringtona dosaZeny v roce 1977. Dokazali, Ze jista
modifikace znamé Ramseyovy véty neni dokazatelna v aritmetice prvniho f¥adu. Po-
tom byla nalezena dalsi kombinatoricka tvrzeni nedokazatelnd v aritmetice prvniho
fddu a nékterd nedokazatelnd v siln&jsich systémech (dokonce v ZFC). A& zde po-
uZité metody poskytuji pékné vysledky, nelze je pouzit na dikaz nedokazatelnosti
znamych otevienych problému v teorii éisel, kombinatorice a teorii sloZitosti. Proto .
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(iif)

(iv)

vyzkum v této oblasti pokratuje a soustieduje se na slabsi axiomatické systémy, kde
je vétsi pravdépodobnost, Ze uréité tvrzeni neni dokazatelné.

Dalsi dilezity meznik souvisi spiSe s problémem nez feSenim. Jde o slavny problém
zda P = NP formulovany A. S. Cookem v roce 1971. Je to hlavni a dosud nevyfese-
ny problém dnes uZ samostatné discipliny — teorie sloZitosti. Teorie slozitosti patfi
spise do teoretické informatiky, ale piivodni zdroje pro P = NP7 jsou v teorii rekur-
zivnich funkei a studiu sloZitosti vyrokového poétu. Je to problém fundamentalniho
charakteru: vztah existence a konstruovatelnosti na jedné strané, vztah koneéna
(reprezentovaného polynomialnim poétem kroku) a nekoneéna (reprezentovaného
exponencidlnim poétem krokd) na strané druhé. V posledni dobé& se nachazi vic
a vic souvislosti mezi logickymi teoriemi a teorii slozitosti.

Nakonec se jesté zminim o dvou smérech v matematické logice, o kterych Gentzen
mluvi ve svém ¢&lanku — o intuicionismu a dikazech bezespornosti, i kdyZ v téchto
otazkach nedoslo k tak zasadnim objeviim jako jsou vyse uvedené. Intuicionismus
jako smér v zakladech matematiky ma je$té pofad své pfiznivce, ale jejich pocet
-klesa. Nejvétsiho uplatnéni dosdhla intuicionistickd logika (je to logicky systém,
ktery uréitym zpisobem zobeciiuje klasickou logiku). Metodu, kterou Gentzen pouzil
ke svému dukazu bezespornosti déle rozvijela zejména mnichovskd logickd skola.
Tato metoda je nazyvana ordinalni analyzou teorii. Cilem je pro danou teorii popsat
nejmensi ordindlni ¢éislo takové, Ze pro né nelze dokazat princip dobrého uspotadani.
(Tento pojem bohuzel néni srozumitelny bez podrobnéjsi definice, pro kterou zde
nemam dost mista.) Timto zpusobem se podafilo analyzovat podstatné silnéjsi teorie
nez je aritmetika prvniho fadu, kterou zkoumal Gentzen, ale to, o éem snil Gentzen,
totiz dokdzat bezespornost aritmetiky druhého fédu (to je to, ¢emu se v logické
hantyrce fika ,analyza“), se z dnesniho hlediska jevi jako velice vzdaleny cil.
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