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skuteénosti ji i dosdhne). Bieberbachova domnénka spoéivala v tom, %e-obecné&ji plati
lan| £ n pro kazdé n.

Loewner dokazal v r.1923, 7e domnénka plati pro n = 3; v r. 1955 ji Garabedian
a Schiffer dokdzali pro n = 4; v r.1968 ji Pedersen a Ozawa dokazali pro n = 6;
v r. 1972 ji Garabedian, Pedersen a Schiffer dokazali pro n = 5; a v r. 1973 ji Ozawa
a Kubota dokazali pro n = 8. Pokrok byl pomaly a nikterak slibny.

Prulom, ktery domnénku proménil v matematickou vétu, p¥isel v r.1984, kdy
Louis de Branges pfedloZil dikaz obecného pfipadu. Dikaz na nékolik set stranek

byl zaloZen na jeho teorii mocninnych Fad, pro né% &tverce absolutnich hodnot koe-

ficientd maji koneény souéet. Jeho plivodni diikaz obsahoval mensi chyby, které byly
opravitelné a byly brzo opraveny. Odbornici byli stdle tak trochu nesvi, ale jejich nepo-
koj netrval pfili§ dlouho. Nelibilo se jim, Ze dikaz spo¢ival na metodach funkciondlni
analyzy, kterd zdanlivé nema s véci nic spole¢ného. Koneéné Leningradsky seminaf
geometrické teorie funkci vypracoval diikaz, ktery by se skoro jisté Bieberbachovi libil.
Dikaz je kratsi a priizraénéjsi ne? jeho specidlngjsi piedchidci pro ptipady n = 5
a n = 6. Mocninné fady, pro né% ¢tverce absolutnich hodnot koeficienti maji koneény
soucet, vypadly ze hry, de Brangeovy p}onikavé pohledy do podstaty vSak zustdvaji
tim, co uvedlo udalosti do pohybu. Diky pfedchozi sldvé nebudou vSechny zapomenuty.

Literatura: MI 8/1/40

Epilog: Odpovédi na otazku uvedenou v nazvu élanku je nesporné a rozhodné ne.

Deterministické fyzikalni soustavy
s chaotickym chovanim

Ludék Pekdrek, Pavel Kolaiik, Praha

1. l‘Jvod'

Slovo chaos chdpeme obyéejné jako synonymum pro naprosty zmatek a spojujeme ho
vétsinou s nepfedvidatelnym chovanim nebo s ndhodnym pohybem. Oznatujeme jim
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napiiklad nekoordinované navzdjem si ptekaZejici jednani mnoha lidi & neuspoiddany
pohyb velkého poétu néjakych individui, at uz Zivych organismu nebo téles. Ve fyzice
se s takovym chaosem nejlastéji setkdme u modelu plynu, ve kterém jsou atomy nebo -
molekuly nahrazeny pohybujicimi se koulemi.

Také nahodnou chuzi izolovaného individua, u kterého je smér kazdého kroku na-
hodny, nezavisly na sméru kroku' pfedchoziho, oznaéime patrné za chaoticky pohyb.
Je zndmo, Ze tato piedstava slouZi i jako model pro Brownuv pohyb, pozorovatelny
pod mikroskopem u malych éastic tuse nebo pylu vznasejicich se v kapaliné.

V obou uvedenych piikladech je pohyb naprosto' nepravidelny. Kdybychom si mezi
srazejicimi se koulemi vybrali jednu uréitou a sledovali ji, neligila by se jeji draha od
_drédhy, kterou se pohybuje individum s nahodnou chizi. Pfesto je mezi obéma po-
hyby podstatny rozdil: srazejici se koule se sice pohybuji neuspotadané, avsak jejich
pohyb neni ndhodny. Pohyb kazdé koule je pfesné uréen zdkony klasické fyziky —
Newtonovymi pohybovymi rovnicemi. Jestlize v né&jakém &ase jsou pfesné zndmy po-
lohy a hybnosti vSech kouli v daném souboru, pak jsou polohy a hybnosti téchto kouli
v libovolném pozdé&jsim &ase jednoznaéné uréeny silami piisobicimi pfi srazkach. (Ze
to pro vétsi polet kouli v souboru nedovedeme vypoéitat, je jind otdzka.) Podstat-
né je, 7Ze v pfirodé je podle této klasické predstavy pohyb kaidé koule uréen presné
a jednoznaéné, pouze nepfesnost méfeni a neschopnost potitat s pfesnymi ¢isly nam
znemoziiuje vyvoj takové soustavy piesné uréit.

U nahodilé chize je tomu jinak. Pro jeji popis musime po kazdém kroku vidy znovu
udat smér dalsiho kroku pomoci néjaké nadhodné veli¢iny. Nic pro dalsi krok takového
individua nelze ze znalosti pfedchazejiciho kroku piedpovédét.

Klasicka (ptedkvantova) fyzika neznala jevy, které by se fidily nahodnymi, nedeter-
ministickymi zdkonitostmi. Pfestava, Ze zakony klasické fyziky popisuji spravné i jevy
v atomech a v Zivych objektech, dala i argument pro viru v pieduréenost osudu ¢élovéka
a soulasné pro zavér, ze predpovédét tento osud je pro sloZitost soustavy nemozné.

Prvek principidlni nejistoty zavedla do popisu pfirodnich dé&ji teprve kvantova fyzi-
ka: pro individudlni dé&je je s to uréit jen pravdépodobnost jejich pribéhu — naptiklad
jadro radia se s pravdépodobnosti rovnou jedné poloviné rozpadne béhem nejblizsich
1590 let, vzbuzeny atom sodiku vyzaii foton zlutého svétla se stejnou pravdépodob-

~ nosti béhem jedné nanosekundy.

Pravdépodobnostni popis dé&ju v mikrofyzikalnich objektech byl z poéatku pokladan
za pfechodny nedostatek teorie. Mnozi soudili, Ze kvantovou mechaniku bude mozné
nahradit dokonalejsi teorii, kterd popise i mikrofyzikalni déje deterministicky. Dnes,
po Sedesati letech od objeveni vinovych vlastnosti ¢astic a formulovani kvantové me-
chaniky pfevlada nazor, Ze nemoznost piesné piedpovédét prubéh déju v mikrosvété
odpovida objektivni vlastnosti pfirody: nejen ¢lovék neni s to uréit piesné vyvoj sou-
stavy, ale ani pfiroda sama ,nevi“, jak v ni bude vyvoj v ¢ase pfesné probihat.

Deterministické rovnice klasické fyziky plati nicméné s vysokou presnosti v téch
ptipadech, kdy se ve fyzikalni nebo jiné soustavé vystieduji fluktuace, zpusobené ne-
Jistotou prubéhu jednotlivych mikroskopickych déju. Zndmym ptikladem tspésného
pouziti deterministickych rovnic klasické fyziky je popis pohybu nebeskych téles.
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Dalo by se tedy ptedpokladat, Ze pro soustavy, u kterych se fluktuace zptusobené
kvantovymi jevy neprojevuji a které jsou sou¢asné popsany jen malym poétem rovnic
(tj. pro klasické soustavy s malym poétem stupiiii volnosti), je vidy mo#né ziskat
vypoétem spolehlivé predpovédi i pro vzdalenou budoucnost.

Ukdzalo se v8ak, #e tento pfedpoklad neni spriavny. V poslednich dvaceti letech
se totiZ postupné nachazely velmi jednoduché soustavy popisované deterministickymi
rovnicemi, u kterych se nepfesnost uréeni poéateénich podminek i omezena pfesnost
vypoétu projevovaly tak silng, %e na delsi dobu dopfedu ztracelo feseni jakykoli sku-

teény vztah k potateénimu stavu [1].
" Velmi zfetelny piiklad takové jednoduché soustavy se slozitou dynamikou uvefejnil
v roce 1963 E. N. Lorenz [2], ktery ukazal, Ze soustava t¥i oby&ejnych nelinedrnich
diferencidlnich rovnic prvniho ¥4du (nazyvana nyni Lorenziv systém)

z=—-0o(z—y),
(1) y=-zzt+rz—y,
t=zy—bz

muzZe mit pro uréité intervaly hodnot parametri o, r a b fedeni, které neni periodické,
pfi¢emZ hodnoty proménnych z, y a z se v &ase t méni a souéasné zustavaji uvnitf
koneéného intervalu.’

Na rozdil od oscilyjicich feseni periodickych, dobfe znamych z teorie nelinearnich
oscilaci [3, 4], u kterych asymptotické (t]. ustalené) chovani nezéle#i na stavu, ze které-
ho pohyb zaéal, neperiodicka feseni Lorenzova systému byla k poéateénim podminkam
velmi citliva. Ustaleny stav, ktery se po prob&hnuti pfechodového procesu (obdobné-
ho nabihani na limitni cyklus u periodickych oscilaci) v Lorenzové soustavé ustavi, je
charakterizovan nepravidelnymi (chaotickymi) zménami hodnot proménnych z,y, a z,
které lze stejné jako soubor veli¢in s ndhodnymi hodnotami popsat statistickymi uka-
zateli, jako jsou priimérna amplituda, rozptyl, spojité Fourierovo frekvenéni spektrum,
korelaéni funkee. _

Sama Lorenzova soustava neobsahuje #adnou zdrojovou funkci s ndhodnou promén-
nou nebo fluktuujici parametr. Jde tedy o deterministické rovnice.

Na rozdil od soustav s velkym poétem stupiii volnosti byla u soustavy s tak ma-
lym poétem stupiiti volnosti (1,5), jako m3 Lorenziv systém, existence chaotickych
trajektorii neéekand. Zatimco podobné systémy rovnic s vloZenou nahodné promén-
nou zdrejovou funkci ptedstavovaly dobie pochopitelné zesilovaie sumu, v p¥ipadé
Lorenzova systému jde o oscilator, ktery neni zesilovatem, ale generatorem Sumu.

Tato zjisténi vyvolala velky zdjem matematiki, teoretickych fyziku i experimen-
tatorl, a to i v oborech, jako je chemie [5, 6] a kvantitativni sociologie [7]. V teorii
oscilaci vedla k novému pojmu tzv. chaotického neboli podivného atraktoru [8]. Ten,
na rozdil od atraktoru odpovidajiciho limitnimu cyklu nelinearniho oscilitoru, je tvo-
fen celou oblasti fazového prostoru, do které z uréitého okoli vstupuji véechny fazové
trajektorie, avSak uvnitf této oblasti se od sebe rychle (exponencialng) vzdaluji, aniz
Ji oviem opoustéji. Rozvinula se také teorie dynamickych soustav s diskrétnim ¢asem,
ve kterém byla dokdzina existence neperiodickych Feseni.
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Nalezeni neperiodickych reseni u jednoduchych dynamickych soustav vedlo i k na-
vrhim na novou interpretaci fady experimentalné zjisténych chaotickych (Sumovych)
priibéhii riiznych méfenych veli¢in. Naptiklad Y. Taur a P. L. Richards popisuji [9] vy-
sledky méfeni zesileni slabého signalu a velikosti Sumu na Josephsonovych kontaktech.
Zjistuji mimo jiné, Ze velké rozdily méfenych hodnot zisku na kontaktech s podobnymi
voltampérovymi charakteristikami jsou tézko pochopitelné. Uvadéji, Zze nékteré kon-
takty, které jsou ,saturovany zesilenym vnit¥nim (nebo vn&jsim) sumem, zesiluji slaby
vnéjsi signal malo nebo jej viibec nezesiluji a vykazuji vysokou sumovou teplotu. Jiné
se chovaji jako téméf ideadlni parametrické zesilovaée®.

B. A. Huberman et al. [10] vysvétluji naméFené zavislosti jinak: soustavu povazuji
za generator Sumu a Sum interpretuji jako neperiodické samobuzené oscilace pat¥ici
" podivnému atraktoru. Své vysvétleni podporuji rozborem vlastnosti matematického
modelu Josephsonova zesilovaée jako nelinedrniho buzeného oscilatoru.

Piikladem chaosu z biologie je reprodukce populaci s jednou generaci roéné: nepra-
videlné stfidani &etnosti populace miiZe nastat i pii konstantnich vnéjsich podminkach,
maé-li populace ur¢ité vnitini vlastnosti, které ovlivituji éetnost dalsi generace [11].

V tomto piehledu se zabyvame nékterymi vlastnostmi deterministickych soustav
s chaosem. Piujde pfitom o ustalené stavy, nikoli o ptechodové jevy. Existence ustale-
ného stavu neni samoziejmost. Ustdleny stav nemusi v nékterych redlnych dynamic-
kych soustavich nebo v jejich modelech vibec existovat. Piechodovy proces (vyvoj)
soustavy muze pfitom byt velmi pomaly ve srovnani s jinymi dé&ji, které v ni probihaji,
~ takie soustava miZe byt omylem poklddana za soustavu ve stavu ¢asové utileném.
Znamym ptikladem je nami pozorovany vesmir. I Einstein se samoziejmosti piedpo-
kladal, Ze vesmir je v ustleném stavu, a pokazil své puvodni rovnice piidanim zcela
neodivodnéného zdrojového élenu jen proto, aby mély ustdlené reseni. Teprve pozdéji
napadlo jiné fyziky, Ze vesmir je a zustane ve stavu neustaleném, a Ze tedy nemozZnost
dostat z Einsteinovych rovnic stacionarni feseni je ve shodé se skute¢nosti.

»Filozoficky “ vzato, nestaciondrnost vesmiru ukazuje, Ze pro velmi dlouhé ¢asové
intervaly nelze zddnou realnou soustavu pokladat za ¢asové ustalenou. Pro prakticky
pouZivané modely je vsak ustaleny stav dostateéné pfesnou aproximaci skuteénosti.
Nejen pohybujici se nepokoj klasického hodinového strojku nebo kmitajici kiemenny
oscilator pokldddme za éasové ustileny systém, ale napftiklad i oscilace lidského srdce
bereme jako &asové ustdlené piesto, Ze se z ruznych duvodu frekvence tepu méni,
a nékdy dokonce ptejde do ,ustaleného“ stavu nezdravych i smrtelnych chaotickych
oscilaci.

2. Dynamické soustavy s diskrétnim &asem

Nejjednodussim modelem dynamické soustavy, ktery miize vykazovat chaoticka cho-
vani, je rovnice s diskrétnim ¢asem s jedinou nezavisle proménnou. Pouziva se na-
pfiklad pfi kvantitativnim vyjadfeni ¢etnosti populace individui uréitého biologického
druhu, ktery ma pravé jednu generaci v roce (viz napf. [11]). Cetnost populace X, 41
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F(x)

Obr. 1. Prenosova funkce (3)
pro a = 0,48 se stabilnim
T pevnym bodem X* = 0,479.

’%r----.---—--—-—--

v (n + 1)-nim roce je vyjadiena &etnosti X, populace piedeslé vztahem
(2) Xny1 = F(X,).

Funkce F(X) se nazyva zpravidla prenosova funkce. Ve slozitych ekologickych si-
tuacich, kde na sebe vzajemné pusobi mnoho druhii a méni se vnéjsi prostiedi, neni
samoziejmé vztah F(X) dobrym popisem skuteénosti. Lze jej vSak pokladat za pFija-
telny model situace, kdy reprodukce biologického druhu zéleZi v mnohem vétsi mire
na jeho vnitfnich vlastnostech — naptiklad na vlivu pfemnoieni — neZ na vnéjsich
vlivech.

Omezime-li se na pfenosovou funkci F/(X) s jednim maximem, je vyhodné vzit ji ve
tvaru paraboly druhého stupné s jednim parametrem:

(3) Xn+1 = 4aX,.(1 - Xﬂ)

Piia < % nema takovd dynamicka soustava jiny ustaleny stav nez X = 0. Tento
stav je stabilni: populace vyhyne. Pri % < a < 1 je ustdleny stav X = 0 nestabilni.

: 1 ot s .
Druhy ustaleny stav X* =1— 1a je dan pruseéikem bisektrisy, pilici dhel mezi klad-
a

nymi osami, s kfivkou F(X). (X* se nazyva pevny bod.) Je-li % <a< %, populace
v potateénim stavu 0 < X < X* se v dalsich letech postupné ptiblizuje k pevnému
bodu X*. Postupné hodnoty X,, je moiné s vyhodou uréit graficky s pouzitim tzv.
Lamereyova schodisté, jehoz konstrukce je patrna z obr. 1. Pevny bod X* je v tom-
to ptipadé atraktorem, ustileny stav populace je periodické opakovani &etnosti X*
v kazdém roce.
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Pri i 3<a< 4 - je maximum paraboly vlevo od pevného bodu X* a derivace funkce
F(X) v bodé X* je zéporna, aviak vétsi nez —1. Bod X* ziistava atraktorem, aviak
populace se k nému bliZi nikoli monoténné, ale stfidavé z obou stran (Lamereyovo
schodisté pfejde v pravoihly meandr kolem pevného bodu, obr.2).

dF
Pii a > % dochdzi ke kvalitativni zméné: (a) < -1, pevny bod je nestabil-

ni, zménil se z atraktoru (pfitahovaée) na repelor (odpuzovag). Populace s hodnotou
blizkou X* se od ustileného stavu X* vzdaluje (obr.3). Podobné jako v predeslém
piipadé populace stfida v postupnych generacich hodnoty vétsi a mensi, nez je X*.
Je-li % < a < 0,86, populace se po dostateéné dlouhé dobé asymptoticky ustali tak, ze
_stfidd hodnoty X7 a X3, tj. opakuje se se dvéma riznymi &etnostmi a ma periedu 2
roky misto puvodni periody 1 rok.

Pii dalsim zvétsovani parametru a ztraci stabilitu i dvojice pevnych boda X} a X3
a nahrazuji ji nejdrive éty¥i pevné body, pro vétsi a pak 8, 16, 32, obecné 2" pevnych
bodu. Populace se tedy opakuje aZ po 4, 8, 16, ..., 2" letech. Pro a > 0,892 se i tato
2"-ndsobna periodicita ztrici: éetnosti populaci nabyvaji postupné riznych hodnot,.
které se neopakuji. Pritom tyto hodnoty pfit — oo vypliuji husté édst (¢4sti) intervalu
(0, 1).

Oznaéime-li a, hodnoty parametru a, pfi nichZ perioda 27! ztraci stabilitu a obje-
vuje se stabilni perioda 2", ma posloupnost ay, az, ... hromadny bod a,, = 0,892....
Pro velka n je

A
6_"’

an = Qoo —

kde 6 = 4,66920. .. je univerzalni konstanta nezavisla na konkrétnim tvaru pfenosové
funkce (2), pokud v jejim Taylorové rozvoji kolem jediného maxima po absolutnim
¢lenu nasleduje kvadraticky a A znaéi konstantu specifickou pro danou pfenosovou
funkci; a je pak koeficient u tohoto kvadratického ¢lenu.

Je tedy

§= lim —ntl =9

n—=00 Any2 — an+1

Tuto konstantu objevil Feigenbaum [12].

Pro hodnotu a = a, je stfidani populaci neperiodické, blizké poéateéni hodnoty
zustavaji véak blizkymi po libovolném poétu kroku. Tomuto chovéni se ¥ika ergodické.
Chaos nastupuje pro hodnoty @ > a@o. Na intervalu (a, 1) vSak existuje nekoneéné
mnoho ,periodickych oken“ na pozadi aperiodického rezimu. Pfi pozorném sledovani
rozdéleni populaci pro aperiodicky rezim zjistime, Ze populace skd¢ou mezi 2" podin-
tervaly (ostrovy) intervalu (0, 1). Pfitom exponent n klesa od nekoneéna k nule, kdyz
a roste od ay k 1. Zminéné podintervaly se pfi ristu parametru a zuzuji a pii dosaZeni
»periodického okna“ degeneruji v periodu o velikosti 2”. Pfi dal$im ristu parametru
a opusténi periodického okna vznikne opé&t chaos, pticemz populace skd¢ou mezi 2" !
podintervaly.
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F(X)

Obr. 2. Pfenosova funkce (3)
pro a = 0,7 se stabilnim pev-
nym bodem X* = 0,643.

]
x

P S

F(X)

Obr. 3. Ptenosova funkce (3)
pro a = 0,8 se stabilni pe-
riodou X = 0,513, X5 =
= 0,800.

P e

Trajektorii dynamické soustavy s diskrétnim &asem je posloupnost hodnot {Xp, X,
X2,..., Xn, ...}. Je moZné ji charakterizovat Fourierovym spektrem, korelaéni funkei,
hustotou stavii, stiedni hodnotou stavi (viz napiiklad [13]).
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Velmi bohaté, dobte ptehledné a sou¢asné pou¢né vlastnosti maji trajektorie krajné
jednoduché pienosové funkce tvaru stiechy (obr.4):

(4) Xn41 =2aX, pro X, <05,
Xn+1 =2a(1-X,) pro X, 20,5.

1
1+ 4+
nestabilni, a pro skoro vSechna poéateéni X € (0,1) je trajektorie (tj. posloupnost
hodnot X, ) neperiodicki.To ,,skoro“ se tyka periodickych trajektorii, kterych je sice
. nekone¢né mnoho, ale po¢ateéni podminky, které k nim vedou, maji Lebesgueovu miru
nula, a jsou tedy fyzikdlné nerealizovatelné.

Nestabilitu (chaoti¢nost) charakterizuje skuteénost, Ze dvé trajektorie s velmi bliz-
kou podateéni hodnotou se exponencialné vzdaluji: naptiklad pro ¢ = 1 a pocateéni
hodnoty Xo = 0,234 a X = 0,238, lisici se 0 2%, je uz po sedmi iteracich X7 = 0,048
a X% = 0,464. Dvé trajektorie, jejichz pocateéni podminky se lisi na dvanactém dese-
tinném misté, se zcela rozejdou po méné nez 50 iteracich.

Chovani trajektorie ptenosové funkce (4) s a = 1 je typické pro deterministicky
chaos: z potateéniho stavu X je dobfe mozné piedpovédét hodnoty X, pro malé n,
avSak pro vétsi hodnoty n se nepiesnost zaddni poéateéniho stavu, kterd je pii po-
pisu reality vidy nenulova, projevuje stale silnéji (odchylka roste exponencialné s n).
Piitom se vSak chaos takové trajektorie li§i od zcela nahodné posloupnosti hodnot
X z intervalu (0, 1) velmi vyrazng: z hodnot zcela ndhodné posloupnosti neni mozné
sestrojit pfenosovou funkci. Body se soufadnicemi Xj, Xi4+1 dvojic po sobé nasleduji-
cich hodnot vyplni u zcela ndhodné posloupnosti v primeéru stejné husté celou plochu
¢tverce. Zatimco tedy statistické charakteristiky deterministické chaotické posloupnos-
ti podle (4) s a = 1 se od ndhodné posloupnosti nelisi, existenci pfenosové funkce lze
pokladat za diikaz, Ze jde o deterministicky chaos.

Avsak ani toto kritérium neni tak jednoznaéné, jak se na prvni pohled zda. Je
totiz mozné predstavit si pfenosovou funkci z intervalu (0, 1), rychle oscilujici v celém
intervalu mezi hodnotami 0, 1 (obr. 5). Cim vétsi bude pocet maxim m, tim vice vyplni
posloupnost {Xi} uréena z obecné potateéni podminky X (tj. pro skoro vsechny

Je-li a > -12-, je jediny nenulovy pevny bod této pfenosové funkce X* =

pocateéni podminky) celou plochu &tverce, a tim hife bude mozné sestrojit z koneéné
posloupnosti pfenosovou funkci a rozlisit takovou deterministickou posloupnost od
nadhodné. ‘

Chaotiénost trajektorii deterministické dynamické soustavy s diskrétnim ¢asem, po-
psané napiiklad pfenosovou funkei (4), souvisi s touto vlastnosti zobrazeni F/(X):

Oznaéme symbolem L, je-li X; < 0,5 a symbolem R, je-li X; > 0,5. Zvolme da-
le libovolnou posloupnost S, symboli L, R — napfiklad tak, ze lici néjaké mince
pfifadime symbol L a rubu R — a n-krat minci hodime. Podle strany, ktera padla,
zaznamenavame postupné R nebo L. Pak plati, ze existuje takové Xy, pro které ma
trajektorie (posloupnost hodnot {Xi, X3, ..., X,}) vytvorena postupnymi iteracemi
z rovnice (4) tu vlastnost, ze posloupnost symbolt L a R pfifazenych podle uvedené
umluvy hodnotam X bude totozna s posloupnosti symboli L a R ziskanou hazenim
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Obr. 4. Pfenosova funkce (4) pro a = 1 s nestabilnim pevnym pevnym bodem X* = 3

Fox) [

Obr. 5. Prenosova funkce F(X) = [mX],
kde m = 8 ([ ] zna¥{ celou &4st). Cim vétsi
je m, tim obtiZné&jii je danou posloupnost
hodnot rozeznat od ndhodné posloupnosti.

3

X

minci. To znamen3, Ze vidycky existuje trajektorie {X}}, ktera st¥ida pravou a levou
polovinu intervalu (0,1) podle libovolného pfedem zvoleného poradi.

Zavainym problémem analyzy deterministickych soustav s chaosem je omezena pres-
nost numerickych vypoéti. Pro pfenosové funkce s chaosem, naptiklad (3) nebo (4)
pfi @ = 1 jsou trajektorie {X)} soustavy neperiodické pro témér vSechny podateéni
podminky z oboru redlnych (tj. obecné iracionalnich) éisel. Jakékoli ¢islo uloZené v pa-
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méti potitale a kazdé dalsi &islo, které poéita¢ podle jakéhokoli algoritmu vypoéte, je
vSak racionalni. Posloupnost hodnot X, které vypoéte poéitaé, bude tedy vidy perio-
dicka, protoze v koneéném intervalu m4 poéita¢ k dispozici jen koneény poéet riiznych
¢iselnych hodnot. Tento fakt je dobie znam pfi generovani pseudondhodnych ¢isel,
ktera predstavuji deterministickou periodickou posloupnost &isel ziskanych vhodnym
algoritmem, tj. pfenosovou funkci.

Tvrzeni, Ze u soustav s deterministickym chaosem je mo#né pfedpovédét jen nejblizsi
stavy systému, je tedy relativni a souvisi s tim, Ze neni mozné jakykoli redlny jev popsat
v Case t = 0 zcela pfesné, a to nejen pro nepiesnost méfeni: sdélit jakékoli soustavé
zpracujici informace (potitaéi) pfesnou hodnotu obecného redlného, tj. iraciondlniho
¢isla, neni v koneéném &ase mozné. ,

Zdalo by se tedy, Ze nema viibec smysl zkoumat chaotickou trajektorii vypoéitanou
na potitaéi, nebot jiz po nékolika desitkdch iteraci se zcela rozejdou dvé trajektorie,
jejichZ podateéni podminky byly bliZsi, ne# je pfesnost poéitae. Statistické paramet-
ry takto vypoétenych trajektorii jsou vsak citlivosti k poéateéni podmince zpravidla
ovlivnény malo. Vyjimku tvoii piipad, kdy poéateéni hodnota je, byt i nechténé, zvo-
lena tak, Ze perioda vypoétené trajektorie je kratkd. U pfenosové funkce ve tvaru sy-
metrické stiechy se to stane snadno.T¥eba pfi volbé Xy = 0,4 je trajektorie periodicka
s periodou 2 a stfidd hodnoty 0,4 a 0,8. P¥i volbé Xy = 0,256 je periodi¢nost trajek-
torie méné nipadni (Xs0 = Xo), avsak prozradi ji statistika. Volba X = 0,123456789
naproti tomu dava (prakticky) chaotickou trajektorii.

Dynamické soustavy s chaosem se zacaly soustavné zkoumat az poté, co byly k dis-
pozici potitate. Skutecnost, e na poéitaéi lze zadat jen pocateéni podminky, majici
v mnoziné véech moznych poééteéﬁich podminek miru nulovou a vedouci vidy k perio-
dické trajektorii, ukazuje na nutnost sou¢asného analytického rozboru vlastnosti rese-
ni, i kdyZ pfi zadani vétsiny racionalnich &isel je perioda trajektorie chaotické soustavy
velka a rozdil proti skuteéné neperiodické trajektorii se prakticky neprojevi.

3. Dynamické soustavy s chaosem popsané oby&ejnymi diferencidlnimi rov-
nicemi.

Typickym piedstavitelem nekonzervativni soustavy, kterd nema chaotické trajek-
torie, je nelinedrni oscildtor s jednim stupném volnosti (Rayleighiiv oscilator):

(5) =y,
v=-wiz+ey—9°).

Reseni takové soustavy pro dané potateéni podminky zo, yo je vyhodné vyjadiit
Jako trajektorii ve dvourozmérném fazovém prostoru se soufadnicemi z(t), y(t), ve
které explicitné nevystupuje ¢as. Na obr.6 jsou dvé fazové trajektorie soustavy (5)
pro hodnoty parametrii wg = 1, € = 0,2 s ruznymi poéate¢nimi podminkami. Obé se
asymptoticky priblizuji uzaviené kfivce — limitnimu cyklu — zobrazujicimu trvalé
periodické oscilace. Tento limitni cyklus je jedinym atraktorem soustavy. K nému
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sméfuji vSechny trajektorie s libovoln)"ini pocateénimi podminkami, avsak s vyjimkou
poéateéni podminky £ = 0, y = 0, pro kterou soustava zustava v klidu. Tento bod
odpovida nestabilnimu ustalenému stavu, je repelorem: fazovy bod v jeho blizkosti se

s rostoucim &asem vzdaluje od bodu (0,.0).

Obr. 6. Dvé& trajektorie bodi Fidicich se sou-
stavou (5) pro wo = 1, € = 0,2, nabihaji-
ci zevnit¥, resp. zvné&jsku na limitni cyklus;
sipky vyznaluji stejné tasové intervaly.

Skute¢nost, Ze soustava (5) nemiize mit chaotické feseni, lze nejsnaze ukazat takto:
ve fazovém portrétu (obr. 6) zvolime &aru, zaéinajici v bodé (0, 0), ktera se nikde nedo-
tyka zadné trajektorie, ale jinak je libovolna. MiZe to byt napfiklad vodorovna kladna
poloosa. Z pruseéiku této &ary s trajektoriemi sestrojime body pfenosové funkce tak,
Ze potinaje nékterym priisetikem a; odméiime délku ¢ary od tohoto bodu k poéatku,
a body aj, a1, kde Il =k, k+1, k+ 2, ... vyneseme postupné do grafu s osami &,
&141. Totéz udéldme s body bg, bgy1, - - . trajektorie lezici vné cyklu. Protoze se fazové
trajektorie nikdy neprotinaji, coz vyplyva z jednoznaénosti feseni soustavy (5), musi
byt pfenosova funkce sestrojend z bodu a;, b monoténni. Vysledek konstrukce pfeno-
sové funkce je na obr. 7. Limitnimu cyklu fizového portrétu na obr. 6 odpovida pevny

dF
bod &* pfenosové funkce. Na obr. 7 je tento pevny bod stabilni, nebof Fﬁ_ €M)l <1,
zatimeo druhy pevny bod £* = 0 je nestabilni. ~

Monoténni prubéh pienosové funkce pak vylutuje nejen chaotické trajektorie, ale
i vznik oscilaci s dvojnasobnou, pfipadné s 2"-ndsobnou periodou. Tento zavér plati
pro libovolny systém s jednim stupném volnosti.

Situace se kvalitativné zméni, jestlize soustava ma diferencidlni rovnice tfi. Fazovy
portrét je v tomto pfipadé trojrozmérny. I kdyz stale plati, Ze fdzové trajektorie se
nemohou protinat, pruméty téchto trajektorii do roviny (naptiklad do roviny zy) se
protinat mohou. Na obr.8 je primét do roviny zy fazovych trajektorii soustavy tii
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diferencidlnich rovnic

"b=_(y+z)’
(6) y=z+ay,
z=b+zz—-cC2

pro hodnoty parametri a = 0,375, b = 2, ¢ = 4.

Obr. 7. Ptenosova funkce pro prisetiky tra-
jektorii soustavy (5) s kladnou vodorovnou
poloosou. Pfenosova funkce je monotdnni,
pevny bod £* je stabilni.
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Soustava (6) je patrné nejjednodussi soustavou diferencialnich rovnic s chaosem.
Sestavil ji Rossler [14] postupnym zjednoduSovanim slozit&j$i soustavy popisujici os-
cilujici chemické reakce.
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Prvni dvé rovnice soustavy (6) jsou linearni a pfi z = 0 popisuji rostouci sinusové
oscilace. T¥eti rovnice se uplatiiuje jen po malou &ist periody pfi z — 0 a napf. pfi
a = 0,375; b = 2; ¢ = 4 zplsobuje, Ze rovnice (6) maji podivny atraktor s chaotickymi
trajektoriemi.

Obr. 9. Chaoticka trajektorie bodu podle
(6) pro a = 0,375, b = 2, ¢ = 4. Znat-
ky oznatuji stejné Casové intervaly; kazda
pata znalka je vétsi.

Z prumétu fazového portrétu (obr.8) je zfejmé, Ze praméty trajektorii zustavaji
v ohranitené oblasti roviny zy, aniz vak nabihaji na uzavienou (jedinou) k¥ivku, jak
tomu bylo u soustavy (5) s limitnim cyklem. Trojrozmérnou trajektorii (chaoticky
atraktor) této soustavy piedstavuje obr.9. Je vidét, jak si atraktor ,pfitahl“ systém
z potatetniho stavu blizkému po&atku soutadné soustavy. Obr. 10 ukazuje trajektorii
soustavy (6) pro hodnoty parametri a = 0,411, b = 3,43, ¢ = 4. V tomto pfipadé
nedochazi k chaosu, atraktorem je limitni cyklus (uzaviena kiivka), ustalenym stavem
soustavy jsou periodické nelinearni oscilace. Nabihani na ustileny stav je v8ak velmi
pomalé (pferusovana &ara).

Naproti tomu pro soustavu s parametry a = 0,182, b = 3,43, ¢ = 9,75 (obr.11) se
systém v kratkém ¢ase octne prakticky na limitnim cyklu (tuéna &ara).

Lorenzova soustava (1) je nejstarsi a dnes patrné nejdikladnéji prozkoumanou sou-
stavou diferencidlnich rovnic s podivnym atraktorem [2, 15]. Lorenz ji sestavil zjed-
nodusenim Navierovych-Stokesovych parcidlnich diferencialnich rovnic pro proudéni
viskézni tekutiny s teplotnim gradientem, které aplikoval na popis vyvoje poéasi. Na
pavodni posldni rovnic se uz téméf zapomnélo, a na Lorenziv systém (1) se postupné
podafilo pfevést i jiné dynamické soustavy, naptiklad laserovy oscilator [15, 16].

Typickou vlastnosti chaotického atraktoru je jeho tzv. fraktalni struktura [18, 19).
Piedstavme si obld¢ek v tfirozmérném prostoru, jehoz jednotlivé body se pohybuji
napiiklad podle Lorenzovych rovnic. Obla¢ek svym pohybem vytvaii tenkou vrstvu,
ktera se neustale smrsfuje. O tom se mizeme presvédéit vypoétem divergence vektoru
rychlosti. Pro Lorenzuv systém je divr = —(o + b + 1), co# je pro kladné hodnoty
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Obr. 10. Trajektorie bodu podle soustavy (6) pro
a = 0,411, b = 3,43, ¢ = 4. Pferusovana &ara ozna-
tuje neustileny stav.

'Obr.11. Trajektorie bodu podle soustavy (6) pro a =
= 0,182, b = 3,43, c = 9,75.

parametru o, b ziporna veli¢ina. Z toho uZ vyplyva, 7e trojrozmérny objem atraktoru
Jjakozto limitni mnoZiny je nulovy.

Pii ztenéovani vrstvy a souéa,snem exponencialnim vzdalovani dvou zpoéatku velmi
blizkych bodé musi dojit k ohybani a propléténi jednotlivych trajektorii. Dva vel-
mi blizké body se tak po dost;ateé*lé dlouhém ¢&ase opét pfiblizi na libovolné malou
vzdalenost; z divodu jednoznaénosti feSeni vdak nikdy nesplynou. Zaroven se musi
ohybat celd vrstva (svazek trajektorii), protoze cely pohyb se d&e v omezené oblas-
ti. Po kone¢né dobé se tak vrstva musi dostat libovolné blizko své piivodni poloze,
nemuze se véak do své puvodni polohy ponofit, a to opét z diivodu jednoznaénosti
FeSeni. Vzniknou tak dvé vrstvy tésné nad sebou, oddélené prostorovou mezerou ko-
nec¢né velikosti. Nicméné uvaZujeme-li nyni tuto dvojvrstvu jako celek, stejnou ivahou
dojdeme k zavéru, Ze v prubéhu dalsiho vyvoje vznikne dalsi dvojvrstva téméf sply-
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vajici s touto puvodni, av§ak oddélend koneénou prostorovou mezerou. Tuto tvahu
muZeme opakovat neomezené. Dojdeme tak k zavéru o struktufe limitniho atraktoru.
Sklada se z nekoneéného mnoistvi vrstev, oddélenych vidy koneénou mezerou. Kazda
jednotliva vrstva se sama skldd4 z nekoneéného mnozstvi ,,podvrstev“.

Tuto fraktdlni strukturu ma diky proplétani jednotlivych trajektorii i libovolny
dvourozmérny fez atraktorem, ktery neni te¢ny k 24dné trajektorii (Poincaréova mapa
podivného atraktoru). Stejnou strukturu vykazuji i cha.otlcke atraktory dvourozmér-
nych diskrétnich systému [20, 21].

Jednorozmérny fez Poincarého mapou ma strukturu kvalitativné totoznou se struk-
turou tzv. Cantorova diskontinua (viz. napf. [22]). Je to uzaviend, husté rozloZena
mno#ina, ma mohutnost kontinua, pfitom viak ma nulovou délku. Cantorovo diskon-
tinuum je tedy typickym pfikladem mnoziny s fraktalni strukturou. S touto strukturou
souvisi také dalsi zajimava vlastnost, a to velmi dobre definovand dimenze, ktera ne-
nabyva celé hodnoty.

Tuto zobecnénou dimenzi zavedl Hausdorff v roce 1919 [23]. Da se vysvétlit vel-
mi jednoduse. Vezméme oby¢&ejny, ,reguldrni“ geometricky objekt, napfiklad krychli,
a zdvojnasobme vsechny jeji linedrni rozméry. Dostaneme novou krychli, jejiz objem
se zvétsi vzhledem k pivodnimu objemu 8krat, nebof 22 = 8. Obecné, vezmeme-li
utvar v D-rozmérném prostoru a zvétsime jeho rozméry v kazdém sméru l-krat, jeho
mira se zvétsi v poméru k = IP. Odtud dostaneme

_ Ink
" Inl’

Vezmeme-li nyni édst Cantorova diskontinua ,,na pozadi“ intervalu (0, %) a zvét§ime-
li linearni rozmér t¥ikrat, dostaneme celé Cantorovo diskontinuum ,na pozadi“ inter-
valu (0, 1). Je to vSak totéz, jako kdybychom k pavodni mnoziné p¥idali totoznou kopii
»na pozadi“ intervalu ( 1). Mira mnoziny jako D-rozmerneho utvaru se tedy zvétsila -
dvakrat. Je tedy
In2
D=—=0,6309...
In3
Analogicky ma chaoticky atraktor v Poincarého fezu dimenzi D, pro kterou plati
1 < D < 2, a chaoticky atraktor v tfirozmérném prostoru ma dimenzi D € (2, 3).

4. Zavér

Pro tento piehled jsme vybrali jen nékteré z nejjednodussich znamych a dukladné
prozkoumanych soustav s deterministickym chaosem. Je zndmo mnoho sloZit&jsich sy-
stémi, které vykazuji deterministicky chaos. Jsou to napiiklad soustavy popisované
diferencialnimi rovnicemi, které obsahuji ¢len s koneénym &asovym zpozdénim. Vy-
skytuji se zvlasté ¢asto v biologii a ekologii — napt. pfi popisu vyvoje populace velryb
nebo pii popisu dynamiky tvorby krve [24].
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Také nerovnovazné fyzikalni soustavy s nekoneéné mnoha stupni volnosti popisované
diferencidlnimi rovnicemi s parcidlnimi derivacemi jsou ke vzniku chaotického pohy-
bu velmi nachylné. Pfikladem je pfechod lamindrniho proudéni kapaliny k proudéni
turbulentnimu. I pro tento pfipad vedly jednoduché modely vzniku deterministického
chaosu, které jsme popsali, k novému pfistupu: dlouho uznivand Landauova pted-
stava [25], %e turbulence proudici kapaliny vzniki v disledku vzijemného pusobeni
viri s nesoumséfitelnymi vinoéty, se nyni opousti a nahrazuje se pfedstavou o vyvo-
ji turbulentniho pohybu v dusledku nelinedrnich bifurkaci téhoZ typu, jaky je znam
u vyvoje populaci [26]. U vlnové turbulence se spojitym Fourierovym spektrem bylo
mozné postupny vznik subharmonickych frekvenci, typicky pro vyvoj chaosu ilustro-
vaného ,scénafem“ opakujicich se bifurkaci, sledovat experimentiln&. Objevuje se jako
predstupeii viplného rozbiti pivodné periodické nelinearni ionizaéni viny na chaoticky
vlnovy pohyb [27].

Také u mnoha jinych slo#it&jsich soustav s chaotickymi trajektoriemi se podstata
yzniku chaosu ukazala byt stejnd jako u nejjednodussich modeld uvedenych v tomto
¢lanku. Analyza, kterou jsme popsali u oscildtori typu (5), je pouzitelna i na velmi
slozité soustavy, poéitaje v to soustavy s velkym poétem obycejnych nelinedrnich dife-
rencidlnich rovnic, diferencidlni rovnice s koneénymi diferencemi a soustavy parcidlnich
diferencidlnich rovnic.

Zikladem analyzy takovych sloZitych systému je sestrojeni prenosové funkce, tj.
nalezeni posloupnosti bodi, které charakterizuji posloupnost jednotlivych orbitl jedné
nebo nékolika trajektorii.

U soustav oby&ejnych diferencidlnich rovnic se body pro sestrojeni pfenosové funkce
ziskaji jako prusetiky trajektorie (znazorfiujici pohyb fazového bodu v n-rozmérném
prostoru) s (n — 1)-rozmérnou nadplochou, kterda musi byt vybrana tak, aby se tra-
jektorie nikde nedotykala. U sloZit&jsich soustav je pro konstrukci pfenosové funkce
zpravidla nutné vytvofit nejdfive zjednoduseny model, a to podobné jako to udélal
Lorenz pfi studiu nestability proudéni tekutiny s teplotnim gradientem. Na pfenosové
funkci se pak uréi pevné body a vysetii se, zda jsou stabilni ¢ nestabilni. Stanoveni
typu nestability pevného bodu (nebo vice pevnych bodii) zpravidla postaéi k urée-
ni typu feSeni a k rozhodnuti, zda i trajektorie pivodni soustavy jsou chaotické, tj.
zda soustava mé podivny atraktor s fraktalni strukturou. Popsand analyza pomoci
pfenosové funkce je tedy pomérné univerzalni.

Teorie deterministického chaosu je mlada disciplina, kterd se rozvinula a3 poté,
co poéitate umoznily rychle ziskavat velky poéet numerickych feseni nelinearnich di-
ferencidlnich rovnic. Mnohé jevy, v jejichZ podstaté je pravé deterministicky chaos,
viak byly znamy davno nebo byly znamy jejich (zpravidla nepfijemné) projevy. Jeden
z nich — netspésnost dlouhodobych ptedpovédi poéasi — povzbudil E. N. Lorenze
k vypracovini matematické teorie, kterou dokazal, ze neuspéchy nejsou zpisobeny
neschopnosti prognostického tymu, jehoz byl &lenem, ale neodstranitelnou vlastnosti
nékterych pfirodnich procesi. Zaloil tim novou oblast matematiky a fyziky, ktera za-
sahla i do filozofickych dvah o tom, je-li nase budoucnost pfedem uréena a mizeme-li
ji pfesné pfedpovidat.
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