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Je novy algoritmus linearniho programovani
lepSi nebo horsi neZ simplexovad metoda? *)

L. Lovdsz

Sovétsky matematik L. G. Chacijan uvefejnil v anoru 1979 v Dokladech Akademie véd
SSSR novy algoritmus pro feSeni problému linearniho programovani. Vysledek vyvolal
senzaci a zpravu o ném pfinesly mimo jiné Science magazine, The New York Times
a The Manchester Guardian. Takova publicita nemd u matematického vysledku témeér
obdoby. Pro feSeni linedrnich programit vak zndme pomérné efektivni metodu, tzv.
simplexovou metodu. Jeji vylepSeni nebo nalezeni trochu lepsi alternativni metody by

Ve

pfece nemohly vyvolat takovou senzaci. V ¢em je tedy pfiina tak velkého nadSeni?

Problém

Kdybyste si sestavili statistiku toho, jak je ve svété rozloZen pocitalovy Cas mezi
jednotlivé matematické problémy, pak (nebudete-li uvaZovat problémy manipulace
s databazi jako je tfidéni a vyhleddvéni) by se na prvni misto zfejmé dostalo linedrni
programovani. Problém je skuteéné velmi pfirozeny a jednoduchy: je-li dina mnoZina
nerovnosti (omezent)

)] ax<b (i=1,...m),

(kde vSechna a; jsou realné n-rozmérné vektory, viechna b; jsou redlnd Cisla a x =
(x15 «- s X,)T je nezndma), naleznéte maximum vyrazu

(2 X = Xy + ... + Xy,

ktery spliiuje uvedend omezeni.

V dal§im textu budeme pfedpoklddat, ze koeficienty a;;, b; a c; jsou celd ¢isla. Pro
a;;, by, ¢; racionalni miZeme tento pfedpoklad udinit bez (jmy na obecnosti (a uvaZovat
jiné neZ raciondlni koeficienty nemd ve vypodtech smysl). Vektor x, ktery spliiuje (1),
se nazyva pfFipustny. Jednodussi verze problému poZzaduje pouze nalezeni pfipustného
vektoru. Obé& dv& verze (a nékolik dalSich) jsou ekvivalentni v tom smyslu, Ze je-li znama
metoda pro feSeni jedné z nich, lze jednoduSe nalézt obdobné efektivni metodu pro
FeSeni druhé, kterd pouziva prvni metodu jako podprogram.

*) L. LovAsz: A New Linear Programming Alogorithm — Better or Worse Than the Simplex
Method? The Mathematical Intelligencer, Vol. 2, No. 3, 1980, pp. 141— 146. Ptelozila H. NESETRILOVA.

Copyright © Springer-Verlag Berlin— Heidelberg— New York 1980.

Sirdi souvislosti problematiky tohoto &lanku jsou uvedeny v &lanku J. NESETRILA a S. POLJAKA:
Algebraické a geometrické souvislosti kombinatorické optimalizace. Sbornik SOFSEM ’80, str. 35— 77.
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Nékteré odpovédi a dalsi problémy

Je ptekvapivé, Ze tak pfirozeny a elementdrni problém, jako je tfeba nalezeni feSeni
(1), nebyl formulovan uZ pfed dvéma sty nebo tfemi sty lety. Nutnou a postacujici pod-
minku pro feSitelnost (1) nalezl J. Farkas v roce 1902, viz [7]. S tim souvisejici vysledek
pro optimaliza¢ni problém, zndma véta o dualité, byl dokazdn Kantorovicem (1939)
a von Neumannem (1947), viz [9] a [14]. Jeden zpiisob, jak dokdzat vétu o dualitg,
vede pfes analyzu simplexového algoritmu. Tento algoritmus lze pouZit k feSeni obou
problémi, optimalizace i p¥ipustnosti; nalezl jej Dantzig (1951), viz [4]. Od té doby
bylo navrzeno mnoho riiznych vylepSeni algoritmu, v tomto sméru se vSak zde nebudeme
poustét do podrobnosti.

Abychom vysvétlili pfednosti a nedostatky simplexové metody a véty o dualité, for-
mulujeme a rozebereme nejprve vétu o dualité. Sestavme novy program, dudlni k (1) az
(2): uvazme m neur¢itych yy, ..., y,,, omezeni

6) Vis oo Vm Z 0

yiay + ...+ YmQm = €
a vyraz

(4) by = blyl + ...+ bmym s
ktery spliiuje tato omezeni. Véta o dualité potom tvrdi:

Véta: Minimdlni hodnota vyrazu (4), ktery spliuje (3), je rovna maximalni hodnoté
vyrazu (2), ktery spliuje (1).

Program (3)—(4) vypada trochu jinak neZ na% ptvodni program (1)—(2), to viak
neni podstatné. Oba programy se daji snadno pfepsat do tvaru, ktery je obdobou dru-
hého z nich. Co nového nam vSak v tom piipadé dava véta o dualité? Pro¢ bychom ji
prosté neméli povazovat za preformulovani ptivodniho problému?

Odpovéd se dd oziejmit pomoci tzv. principu $éfa. Predstavte si, Ze za vami pfijde
vas ¥¢f a pozadd vas, abyste nalezli maximum vyrazu (2), ktery splituje (1). Nepospichd
na vas, dokonce i zplscb feSeni si mliZzete zvolit sami; muzZete hadat, pouzivat poéitag,
provadét fyzikalni experimenty atd. Kdyz jste hotovi, oznamite svému $éfovi, Ze hledané
maximum je néjaké ¢islo z. Jeho vSak nezajima, jak jste Cislo z nalezli, chce mit pouze
jistotu, Ze odpovéd, kterou jste mu dali, je spravna. Uvedete-li soutasné také pfipustny
vektor x takovy, Ze cx = z, pak ma alespofi tu jistotu, Ze maximum vyrazu (2) neni
mensi, nez tvrdite vy. NemuZe se vSak bezprostfedné presvédéit o tom, Ze neexistuje
Zadné lepsi feSeni. Véta o dualit€ mu v8ak umozni rychlou kontrolu: uvedete-li zarovei
také feSeni y, které spliiuje (3) a minimalizuje vyraz (4), tj. takové, Ze byy, + ... +
+ b,ym = z, pak se mlZe o spravnosti vaSeho feSeni presvéddit tak, Ze si ovéfi, je-li x
ptipustné pro (1), y p¥ipustné pro (3) a ex = by = z.

Formulujme nyni princip $éfa presné.

Racionélni funkci f(X) definovanou na kone¢nych posloupnostech X nul a jednicek
nazveme dobfe charakterizovanou, mtzeme-li rychle dokdzat f(X) = y (v ptipadg, Ze
tvrzeni plati). ,,Rychle pfitom znamend, Ze délka dikazu musi byt omezena (pevnou)
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mocninou délky posloupnosti X. Zakoédujeme-li parametry problému linearniho pro-
gramovani tak, Ze kazdému konkrétnimu zadani odpovidd uréitd posloupnost X nul
a jednicek (pfesny zplisob, jak to udglat, je vice mén& nepodstatny, ale pfedpoklddame,
7e takova korespondence je vzdjemné jednoznalnd), pak maximalni hodnotu vyrazu
(2) dosaZitelnou pfi podminkach (1) miZeme oznacit f(X), kde X je pfisluind posloup-
nost nul a jedni¢ek. Na zdkladé vyse uvedené testovaci metody (uZité $éfem) se snadno
ukaze, e funkce f(X) je dobie charakterizovdna.

Princip $¢fa fikd, Ze je ucelné hledat dobrou charakterizaci (ma-li 3¢f pochybnost
o spravnosti feSeni a navic malo Casu).

Tento aspekt, ktery byl ilustrovdn na principu $éfa, je tfeba vzit v tvahu. Zistava
vSak jasné, Ze dobra charakterizace nenahradi algoritmus. Znimda simplexova metoda
dokaZe nalézt feSeni (1), pro které vyraz (2) nabyvd svého maxima a soudasné i feSeni
(3), pro které vyraz (4) nabyvé minima. Empirickd data ukazuji, Ze &as potfebny k vy-
poétu pomoci simplexové metody je imérny mn>, a je tedy mozné efektivng pouZivat
tuto metodu i na pomérné velké linearni programy. Navic je to metoda velmi pruznd,
na nékolika mistech mdme moZnost volit rizna pokracovani a zavedeme-li dalsi spe-
cialni pravidla, dostaneme rtizné verze simplexové metody. Vzhledem k témto dobrym
vlastnostem se mélo zato, Ze ¢as potfebny k vypoctu pomoci simplexové metody (nebo
alespoii n&které jeji verze) by mohl byt ve vSech pFipadech kratsi nez n&jakd mocnina
na m. V. Klee a G. Minty viak v roce 1972 zkonstruovali piiklad (viz [11]), na ktery
simplexovda metoda potfebuje vice nez 2" krokili pfi m = 2n nerovnostech a n promén-
nych. Zda se, ze vSechny verze simplexové metody, které byly od té doby navrZeny,
spotfebuji v n&kterém nepfiznivém pfipadé exponencidlng rostouci &as. (Je viak také
mozné, Ze existuje néjaka verze, o které se zatim neuvazovalo a ktera vyZzaduje pouze
polynomialni &as.)

Priklad, ktery zkonstruovali Klee a Minty tedy ukazuje, Ze i kdyZ je simplexova
metoda efektivni v pfevazné vétsing piipadi, v nékterych umélych pfipadech efektivni
byt nemusi. Mdme se vS8ak viibec pokouset zrychlit algoritmus i pro tyto vyjimecné
pfipady? Jsou pro to jiné divody nez Cisté teoretické?

Na uvedené otazky lze odpovédét hned dvéma zpusoby:

1. Skuteénost, Ze simplexova metoda je efektivni ,,téméf ve vSech pfipadech, se
vztahuje na tu distribuci linedrnich programi, ktera vyplynula ze soucasné praxe. Je
vsak mozné, Ze brzy budeme chtit fesit linedrni programy jinych matematickych mo-
delt a tim distribuci linedrnich programt zménime. ,,Spatné** p¥ipady, které jsou dnes
fidké, se moZnd zac¢nou vyskytovat fastéji. Je napfiklad znamo, Ze simplexovd metoda
neni pfFili§ vhodnd pro linedrni programy tykajici se uloh o ,,rozkladech mnoZin‘
(koeficienty v (1) jsou v tom piipadé nuly a jedni¢ky). Problémy tohoto typu jsou
strukturovany a zdd se, Ze jejich struktura neni pro simplexovou metodu vhodna.
Clovék, ktery &asto FeSi lineirni programy pro tlohy tykajici se rozkladti mnoZin,
urcité oceni rozdil mezi algoritmem, ktery je ,,téméf vzdycky rychly” a ,,vzdycky
rychly*.

2. Druhd odpovéd na vySe uvedené otazky souvisi s védou o poditadich. Existuje
fada ,,dobfe charakterizovanych funkci, které vznikly na zdklad& riiznych zajimavych
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kombinatorickych problémi. Jako priklad mlizeme uvést parovaci éislo grafu. V daném
grafu je definovano jako maximalni podet hran, které nemaji spoleény vichol. Vysledek,
ktery ziskali Tutte (1947) a Berge (1958), tvrdi, Ze (vyjadfeno pomoci nasi terminologie)
toto &islo je dobfe charakterizovano (viz [16] a [1]). V dobg o vice neZ deset let pozd&ji
nalezl J.Edmonds [5] algoritmus, ktery uréi parovaci &islo n-bodového grafu v nejvyse
O(n®) krocich. Nalezeni Edmondsova algoritmu bylo podstatn& obtizn&j3i nez dikaz
Bergeova vzorce, ale hlavni myslenka, o kterou se opira, tzv. stéidavé cesty, byla po-
uzita uz pfi dikazu Bergeova vzorce a dokonce jesté dfiv.

Velmi podobnou historii mély i dalSi dobfe charakterizované funkce. Nejdfive byla
dokazana charakterizaéni véta. Jeji dikaz byl zpravidla obtizny, ale velmi uZziteCny
pro studium dané funkce. Potom se hledaly algoritmy pro vypocet takové funkce
a ve vSech znamych piipadech tyto algoritmy vyZadovaly exponencidlni ¢as. Klademe
si tedy pfirozenou otazku: je moZné spocitat kaZdou dobre charakterizovanou funkci
v polynomidlnim case?

Kladné odpovéd na tuto otazku by méla obrovsky vyznam. Znamenala by totiz, Ze
pfi hledani efektivniho zplisobu vypoctu dané funkce sta¢i nalézt dobrou charakteri-
zaci. Ze zkuSenosti vime, Ze tento kol je mnohem jednodu$Si. Tak obecny a silny
pozitivni vysledek by v teorii algoritmi nemél téméf obdoby.

Nic vsak obvykle nejde tak p€kné a jednoduSe, jak bychom si pfali. VSeobecné se
ma proto spiSe zato, Ze odpovéd je negativni. AvSak uZ jenom vybér vhodné funkce,
ktera by méla nadé&ji poslouzit jako protipfiklad, je obtizny. Zda se, Ze dneSni metody
k ditkazu polynomidlni nefesitelnosti néjakého problému nestaci, mohou vSak alespon
naznadit, Ze je to pravdépodobné. Jesté nedavno byly znamy dvé dobfe charakterizované
funkce, pro které nebyl zndm polynomialni algoritmus: optimum linearniho programu
a charakteristickd funkce prvocisel.

V druhém pfipadé jde o nalezeni algoritmu, ktery by pro dané Cislo dokézal rozhod-
nout, je-li prvocislo, v Case, ktery je polynomialni funkci poltu mist v zapise Cisla.
Tento problém se vSak jako protipfiklad vySe uvedeného obecného problému nehodi,
byly pro ngj totiz vypracovany algoritmy (G. Miller [13]), které jsou pravdépodobné
polynomiélni, jenomZe my to o nich nevime (pfesnéji fe€eno, algoritmus je polynomialni,
plati-li zobecnénd Riemannova hypotéza).

Nedavny Chadijantiv vysledek tvrdi, Ze kazdy linearni program je feSitelny pomoci
algoritmu, jehoZ ¢as je polynomidlni vzhledem k velikosti vstupu. I tento zamysleny
protipfiklad na vySe uvedenou hypotézu je tedy polynomidlné fesitelny.

To vysvétluje, pro¢ je Chadijantiv vysledek z teoretického hlediska tak dualezity: zd4
se, e dobfe charakterizovné problémy jsou (pfipadn& za n&jakych rozumnych piedpo-
kladt) polynomidlné ¥eSitelné. V soucasné dobé alespoii nezname Zadny problém, ktery
by mohl byt protipfikladem.

Metoda

Nova metoda, které budeme fikat elipsoidova metoda, je adaptaci dfivéjsich praci
Sora [15] a Judina a Nemirovského [8] na linedrni programovani.
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Ozna¢me P mnoZinu feSeni nerovnosti (1). Cheeme nalézt maximum linearni Gcelové
funkce cx na P. Pfedpoklidejme, Ze P je kompaktni mnoZina dimenze n a pfedpokla-
dejme dale, Ze zndme horni odhad K norem prvkl mnoziny P (tyto pfedpoklady roze-
bereme pozdgji). Necht x, = (0, ..., 0) € R”, oznaéme E, kouli o poloméru K se stfe-
dem x,, tedy E, o P. Algoritmus je zaloZen na konstrukci posloupnosti bodl x,,
X, ... vV R" a posloupnosti elipsoidi Ey, Ey, ..., které ziskdme nasledujicim rekursivnim
postupem: pfedpoklddejme, Ze x; a E, jsou jiz zkonstruovany. Ovéfime, je-li x, pfipustné.
V pfipadé Ze neni, vezmeme tu podminku a,x < b;, kterd byla poruSena, a uvdZime
polovinu elipsoidu, ktery je prinikem E, a poloprostoru a;x < a;x,. Tuto polovinu
elipsoidu vnofime do nového elipsoidu s nejmensim moznym objemem. Novy elipsoid
oznaéime E, ., a jeho stfed x; .

Pro x, pripustné postupujeme stejn€ jen s tim rozdilem, Ze uvaZzime prunik E, s polo-
prostorem ¢x = cx, (viz obr. 1).

Obr. 1. Konstrukce nového elipsoidu.

Piipustné body x, aproximuji optimélni feeni. P¥esn&ji: necht ¢, je nejlepsi hodnota
nalezend uvedenym zplsobem v prvnich p krocich, tj.

t, = max {cx;; 0 < k < p, x, pFipustné} .

p

Neni téZké nahlédnout, Ze elipsoid E, obsahuje mnohostén {xeP:cx=1,}. ProtoZe
objem A(E,) elipsoidu E, se zmen3uje exponencialng,

AE,) < QK)" exp(— i )

2n + 2

musi se exponencialné zmenSovat i objem tohoto ,,0dfezku*’. Z toho plyne, Ze t, = z =
= max {cx : ¢ € P} exponencialng rychle.

Jak z posloupnosti aproximaci dostaneme optimalni feSeni? Nebudeme zde zabihat
do podrobnosti, které sice nejsou obtizné, ale jsou pon&kud zdlouhavé. Uvedeme jeden
zpiisob. Pozméiime nepatrné elovou funkci tak, aby vyraz (2) nabyval optimélni
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hodnoty v jediném vrcholu v mnohosténu P*). Soufadnice tohoto vrcholu jsou racio-
nalni ¢isla. Neni také tézké nalézt horni odhad Q pro jmenovatele téchto racionalnich
Cisel. To plyne ze skuteCnosti, Ze tito jmenovatelé jsou determinanty vytvofené z vek-
torlt a;. Nalezneme-li tedy pfipustné x,, pro které [v — xkl < 1/2Q?, pak vrchol v do-
staneme zaokrouhlenim jednotlivych sloZek x, na nejblizsi raciondlni &islo, jehoZ jme-
novatel je nejvySe Q.

Vratime se nyni k pfedpokladiim, které jsme museli udélat o P. VSimnéte si, Ze sou-
fadnice vrcholdl P se daji zapsat jako pomér dvou determinantl vytvofenych z koefi-
cientl systému nerovnosti (1). Na zikladg toho lze snadno urcit horni odhad T téchto
soufadnic.

Vytvofime-li nyni pranik mnohosténu P s krychli C = {(x,...,x,): 0 < x; £ T}, do-
staneme omezeny mnohostén P’ takovy, Ze kazdy vrchol P je zdroven také vrcholem P'.
Nechf cx je ucelova funkce, kterou chceme maximalizovat na P. Zase nepatrné pozmé-
nime ¢ tak, abychom mohli pfedpokladat, Ze nabyva-li vibec tiéelova funkce maxima,
pak ho nabyva v jediném vrcholu P. VySetfujeme-li nyni stejnou ucelovou funkci na P’,
zjistime bud, Ze nabyvd maxima ve vrcholu mnohosténu P’, ktery leZi uvnitf krychle C
(v tom pfipadé je to také vrchol mnohosténu P a pfislu§né maximum je zdrovefi maxi-
mem tcelové fuhkce na P), nebo Ze vrchol mnohosténu P’ leZi na povrchu C (v tom
pfipadé neni ulelova funkce na P omezend). Je-li tedy moZné vyfesit problém linedr-
niho programovani pro omezené mnohostény, je mozné jej vyfesit i pro libovolny
mnohostén.

Pozadavek, aby P mélo dimenzi n, lze splnit podobnym trikem; podrobnosti piene-
chame Ctenafi.

Miize mit metoda prakticky vyznam?

Na prvni pohled se zdd, Ze elipsoidovd metoda md mnoho nepraktickych rysda.
Zkusme tedy prozkoumat nékteré otazky, které se bezprostfedné nabizeji:

Neni vypodetni stranka pouzitych geometrickych konstrukci pfili§ komplikovana?

Jak provadét zaokrouhlovaci postupy, které vedou k nalezeni optimalniho feSeni?

Algoritmus vyZaduje, aby vypolty byly provad&ny s vysokou pfesnosti (i pro nepfilis

velké problémy je tfeba poéitat s pfesnosti nékolika set mist). Neni to pfili§ tézko-

padné?

P¥i kazdé iteraci musime do paméti ulozit idaje o elipsoidu, to vsak pokazdé predsta-

vuje n? &isel, z nichZ kazdé m4 mnoho mist. Neni to mnoho?

Doba, kterou algoritmus potiebuje k vypoctu, je O(nsm), zatimco pro simplexovou
metodu je v praxi tato doba O(n*m). V &em je tedy vyhoda?

I kdyz na nékteré z téchto otazek bude mozné odpovédét az po mnoha experimentech
a dal§im vyzkumu, néco k nim pfece jenom lze fici uZ nyni.

1. Potfebné geometrické konstrukce jsou po aritmetické strance velmi jednoduché.
Elipsoid E, popiseme tak, Ze udame jeho stfed x, a pozitivnd definitni symetrickou

*) Ucelov4 funkce nabyva na P optimilni hodnoty vidy alespoii v jednom vrcholu (pozn. piekl.).
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&tvercovou matici 4, fddu n takovou, Ze
E = {x:(x = x)T 4 (x — x) £ 1} .%)
Matice 4, lze vypocitat pomoci téchto rekurentnich vztahi
1 Aa
n+1 J(a"4a)’

Apyq = " (Ak - “‘—2“— —_(Aka) (aTAk)> s

n* — 1 n+1 a4

(5) X1 = Xp —

(kde @ = —¢ pro x, piipustné a a = a;, kdyZ je pro x, poruSena podminka a,x < b,).
Viimnéte si, Ze ve vzorcich (5) se neobjevuji ani inverzni matice ani maticové ndsobeni.
K tomu, abychom z x, a A, dostali x,; a 44, potiebujeme O(n?) aritmetickych ope-
raci. Vzorce jsou tak jednoduché, Ze i na kapesni kalkuladce Ize fe$it problémy aZ s 6 pro-
ménnymi. (Zkuste si totéZ pro simplexovou metodu!)

2. Pfesné optimum budete v praxi potfebovat jen zfidka. VétSinou postacéi nalézt
feSeni, jehoZ chyba je mensi nez feknéme 107 1°, Staci tedy vypoditat vektor x, a cely
trik se zaokrouhlovanim bude zajimavy hlavn€ z teoretického hlediska. Pokud vSak
skuteén€ potfebujete znat presné optimdlni feSeni, muzete zaokrouhlovani provést
pomoci metody Fetézovych zlomku.

3. V soucasnosti jsou pouze malé zkuSenosti s chovanim elipsoidové metody na poci-
taCich, je proto obtizné odhadnout, jaka pfesnost se pfi vypoctech skutecné potiebuje.
Vsimnéte si, Ze vzhledem k druhé odmocning ve vzorcich (5) je tFeba zaokrouhlovat.
Za soudasného stavu metoda funguje pouze tehdy, po&itime-li s pfesnosti n* mist, po-
drobnéjsi analyza vSak toto &islo urcité snizi. Osobné si myslim, Ze i kdyZ vysledek
potfebujeme znat tfeba jen na 10 mist, prvky matice A4, a dalsi ¢aste¢né vysledky je
tfeba spoditat a ulozit do paméti s mnohem vétsi pfesnosti, kterd se pro rostouci n
pravdépodobné blizi nekoneénu. Tohle vypada jako seriézni nedostatek. Jestlize se
vSak metoda jinak osvédéi, vyplatilo by se moZnd zménit pocitacovy hardware tak,
aby vypolty s dlouhymi &isly byly snazsi. (Také dalii problémy, napfiklad riznd ne-
davno navrzena kryptograficka schémata — viz ¢ldnek G. H. Simmonse v tomto ¢isle
Intelligenceru**) — vyZaduji, aby vypocty byly provadény s ¢isly, kterd maji mnoho set
mist.)

4. Mozna, Ze nebude tfeba ukladat do paméti udaje o pfisluSném elipsoidu v kazdém
kroku. Mohli bychom to zkusit s jinymi ekvivalentnimi udaji, tak napfiklad elipsoid
E, je jednozna¢ng uréen posloupnosti (K; Xg, ..., x;). V tomto sméru je viak jestg tfeba
dal§iho studia.

5. Jak jiz bylo feceno, mame zatim k dispozici jen velmi malo tdaji o tom, jak se
nova metoda chovd v praxi. Odhad O(n’m) je odhad pro nejhordi moZny piipad.
Simplexova metoda pracuje v nejhorSim pfipadé mnohem pomaleji (s exponencidlnim

*) Zde a ve vzorcich (5) jsou vektory pokladany za sloupce, tj. matice typu (n, 1). (Pozn. piekl.)
**) G. H. SiMMoNs: Cryptology: The Mathematics of Secure Communication. M. 1. vol. 1, No. 4,
1979, p. 233 —246. (Pozn. piekl.)
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gasem). Nesmime zapomenout ani na to, Ze simplexovd metoda ma za sebou tficetilety
vyvoj, méli bychom tedy dat stejnou prileZitost i elipsoidové metod&. Mohlo by se
dokonce ukdazat, Ze ,,tim pravym‘‘ bude vhodnd kombinace obou metod.

Tuto &ast ukon&ime jednou negativni poznamkou. Zajimavou (ale negativni) vlast-
nosti elipsoidové metody je to, ze pocet potfebnych aritmetickych operaci zdvisi na tom,
kolik mist maji koeficienty. Simplexova metoda se v tomto sméru chova jinak, u ni
je poget iteraci omezen funkci n a m (maji-li koeficienty mnoho mist, ovlivni to samo-
zfejmé i simplexovou metodu, protozZe se zvétsi ¢as potfebny k provedeni jedné aritme-
tické operace). Chceme-li tento rozdil formulovat pfesn&ji, mzeme ici, Ze simplexova
metoda pracuje nad libovolné uspofddanym télesem v tom smyslu, Ze mame-li k dispo-
zici zplsoby, jak ukladat, s¢itat, od&itat, ndsobit, délit a porovndvat prvky tohoto téle-
sa, pak nad timto télesem miZeme maximalizovat linearni u¢elovou funkci, ktera spl-
fiuje linedrni omezeni. Elipsoidovd metoda vSak pracuje jen tehdy, je-li pfislusné uspo-
fadané t€leso archimedovské (protoZe se vzristajicim k se objem E, musi bliZit k 0).
Neznam sice Zadny dobry pfiklad nearchimedovského uspofadaného télesa, nad kterym
bychom pripadné€ mohli chtit fesit linedrni programy, kdyby se vSak takovy problém
objevil, toto teoretické omezeni se elipsoidové metodé€ stane osudnym.

Neni to tak tplné linedrni programovani

Neni tézké si vS§imnout, Ze elipsoidovd metoda téméf nikde nevyuziva tu skute¢nost,
Ze pripustnd oblast P je mnohostén. DileZité je pouze to,Ze P je konvexnia omezena
a 7e pro kazdy bod, ktery neni pfipustny, lze najit nadrovinu, ktera jej oddéluje od P.
Efektivni podprogram, ktery to dokaZe, miZe existovat dokonce i v pripadé, ze P
neni mnohostén. Jako pfiklad miiZeme uvést mnoZinu vSech pozitivné semidefinitnich
symetrickych matic ¥4du n s jednotkovou stopou v n? dimenziondlnim eukleidovském
prostoru viech matic fadu n. (Rozpoznat pozitivné semidefinitni matice a ,,oddélit*
od nich matici, kterd pozitivné semidefinitni neni, je jednoduché cviCeni z klasické
linerni algebry.) Toto jednoduché pozorovini umoZiiuje pouzit elipsoidovou metodu
k feSeni zndmého a (dfive) nefefeného problému kombinatorické optimalizace, totiz
k urfeni maximalniho poc¢tu nezavislych bodl v perfektnim grafu v polynomidlnim
dase. (O perfektnich grafech viz Berge [2], funkci 9, kterou je tfeba spocitat, zavedl
Lovész [12].)

Elipsoidova metoda, jak se zd4, pfinese né€které revolu¢ni zmény v celé teorii kombi-
natorické optimalizace. VétSinu problémi kombinatorické optimalizace 1ze formulovat
takto: je-li dina koneéna mnozina S vektor v R” a linedrni tielova funkce cx, najdéte
maximum cx pro x € S. MnoZina S je vétSinou bohaté strukturovana, protoZe predsta-
vuje néjaky kombinatoricky objekt. Podle povahy tohoto kombinatorického objektu
dostdvame rtzné znadmé problémy operaéniho vyzkumu. UvaZme napfiklad pro dany
graf G s hranami ey, ..., ¢, mnoZinu S viech n-tic (x,,..., x,) € {0, 1}" takovych, Ze
kdykoliv x; = x; = 1, i # j, pak hrany e;, e; nemaji spoleény vrchol. Je-li navic ¢ =
= (1,..., 1), pak max {cx: x € S} je parovaci &islo daného grafu (viz vyse). Timto zpii-
sobem Ize formulovat i nékteré dalsi znimé problémy, nap¥. problém obchodniho cestu-

200



jiciho, pfifazovaci problém, problém pakovani atd. Stanoveni algoritmu, ktery by
dokazal ur€it maximum cx je samozfejmé trividlni: vypocitdime cx pro kaidé xe S
(S je kone¢na). S vSak miZe byt ve srovnani s n exponencidlné velkd a my bychom
chtéli, aby algoritmus byl v n polynomidlni.

Obecny pfistup, zkoumany pfedevs§im Fordem, Fulkersonem, Hoffmanem a Edmond-
sem, je tento (podrobngji viz Chvétal [3]): oznacime-li P konvexni obal mnoZiny S,
muzeme uelovou funkci cx maximalizovat také na P, protoZe cx nabyva optima
v néjakém vrcholu a tento vrchol lezi samoziejmé v S. Tim vSak dostivame problém
linedarniho programovani. Umime-li néjak uréit mnoZinu nerovnosti, které definuji S,
pak ndm zbyva jen problém linedrniho programovani, ktery umime efektivné vyfesit.

Takovy pfistup ma viak jeden zdvainy nedostatek: podet stén mnohosténu P (tj.
minimélni polet nerovnosti, které definuji P) je aZ na nékolik vyjimek exponencidlng
velky vzhledem k dimenzi n. To tedy znamena, Ze i kdyZ problém linedrniho programo-
vani umime fesit efektivné, velikost linearniho programu je exponencialni. Elipsoidova
metoda vSak naStésti nevyZaduje explicitni vycet celého systému nerovnosti. Staci,
mame-li k dispozici podprogram, ktery pro dany vektor, jenZ neni pfipustny, dokdze
ur€it tu z predpokladanych nerovnosti, kterou tento vektor poruSuje. Pfi spravném
zapisu takto dostaneme novy problém kombinatorické optimalizace, jehoZ feSeni mulze
byt jednodussi nez feSeni pivodniho problému. Tento druhy problém nazveme ,,po-
larn¢ sdruzenym® k prvému problému (pfi formalizaci postupu skutené dostaneme
druhy problém z prvého pomoci polarity ve smyslu projektivni geometrie). Neni bez
zajimavosti, Ze dvojim uZitim polarity dostaneme opét piivodni problém.

Polarita pfedstavuje velmi silnou metodu pro redukci problémil kombinatorické
optimalizace. Zda se, Ze skoro vSechny problémy kombinatorické optimalizace, které
jsou fesitelné pomoci efektivniho algoritmu, lze feSit kombinaci elipsoidové metody
a jednoho dalsiho pomérné jednoduchého algoritmu (tzv. hladového algoritmu). Uvé-
domime-li si, jak jsou nékteré algoritmy kombinatorické optimalizace dimysIné a kom-
plikované, je tento fakt vice neZ pfekvapivy.

Pfipomina to trochu detektivku; nejvétsi bankovni podvod na svété byl objeven jenom
proto, ze se svédomity ufednik anglické banky snazil zjistit, pro¢ se mu o t¥i pence roz-
chdazeji ucty. Pokus opravit Spatné chovani simplexové metody pro nékolik uméle
zkonstruovanych ptipadi povede moznd k prevratnym zméndm kombinatorické opti-
malizace.
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vyucovani

Pred vice neZ 12 lety byla na sovétskych
strednich skoldch zahdjena vyuka matema-
tiky podle novych osnov a ucebnic. To zna-
mend, Ze podle téchto osnov jiZ dva rocniky
absolvovaly celou strednt skolu. V soucasné
dobé probihd mezi sovétskymi matematiky
diskuse o tispéSnosti, resp. nevispésnosti této
reformy. Tato diskuse se odrazila i v tisku.
Pronim  kritickym rozborem byl Cclinek
akademikii L. S. Pontrjagina, A. N. Ticho-
nova a V. S. Viadimirova v éasopise ,,Ma-
tématika v Skole** (ro¢. 1979, ¢. 3, str.
12—14). V ndsledujicim Cisle tohoto ¢aso-
pisu byl otistén clinek akademikii L. V.
Kantorovice a S. L. Soboleva, kteri obha-
Juji reformu jako celek, i kdyz s konkrétni-
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mi kritickymi pFipominkami souhlasi. Na
podzim roku 1980 pak vySel v Casopise
UV KSSS ,,Kommunist (¢ 14) obsdhly
clanek L. S. Pontrjagina ,,Matematika
a kvalita jeji vyuky*, ktery uvedenou pro-
blematiku rozebird v Sirsich souvislostech.
Redakcni komentdr k tomuto Slanku a také
redakcni CElanek v & 18 (prosinec 1980)
téhoz casopisu (shrnujici doslé ohlasy na
Pontrjaginiiv clanek) ukazuji, Ze kritické
stanovisko v diskusi prevlada.

V tomto cisle Pokrokii otiskujeme dva
ze zminénych clanku, z nichz proni vyjadiu-
je ndzor kritikit a druliy ndzor stoupencil
soucasné reformy. UmozZni ctendri ziskat
Jjistou pFedstavu jednak o reformé vyuky
matematiky na sovétskych strednich Sko-
lach, zahdjené v 60. letech, jednak o cha-
rakteru soucasné diskuse k této reformé.
Ob¢ strany se v podstaté shoduji v kritice
vSech konkrétnich uvddénych nedostatkii;
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