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s védomim vyznamu matematiky a s citem pro techniku. Svymi teoretickymi pracemi,
jeZ maji uzky vztah k technickému pouZiti, pronikal do nas$i technické vefejnosti a tim
propagoval i aplikace matematiky. Zabyval se teorii kmiti, hlavné€ nelinedrnich a kvasi-
harmonickych kmiti, kterd md vyznam pro stavbu stroji a jejich spolehlivost. Rozvinul
teorii podobnosti a ukdzal, jak duleZitd je metoda dimensiondlni analyzy pro feSeni
technickych problémil. To je obsaZeno v jeho prdci Fyzikdini podobnost a teorie mode-
Ii. Dalsi jeho knihy jsou Dynamika strojii, jeZ byla pfeloZzena do né€kolika jazyku,
a Mechanika elektrickych strojii tocivych.

Odborné zaméfeni akademika J. KoZe$nika souvisi s novym prudce se vyvijejicim
oborem kybernetikou. Jeho zdsluhou byl zfizen Ustav teorie informace a automatizace
CSAYV, jehoz feditelem je dosud. Stdl u zrodu Ceskoslovenské kybernetické spole&nosti
a je redaktorem Clenského Casopisu Kybernetika.

Akademik J. KoZe$nik se zaslouZil o rozvoj Ceskoslovenské akademie véd. Od roku
1969 zastdivd zodpovédnou funkci predsedy CSAV. Je ¢&lenem akademie v&d SSSR,
akademie véd NDR, ddle polské, bulharské a mongolské akademie véd. Je dlouholetym
zplnomocnénym zdstupcem vlddy CSSR ve Spojeném ustavu jadernych vyzkumi
v Dubné. Je nositelem cestného titulu ,,Hrdina socialistické prace. Je dvojndsobnym
lauredtem stdtni ceny Klementa Gottwalda. Byla mu udélena fada vyznamendni esko-
slovenského i dalSich socialistickych stdtii. U prileZitosti jeho sedmdesdtych narozenin
bylo mu udéleno vysoké stdtni vyznamendni ,,R4d republiky*.

Akademik J. KozZe$nik je dlouholetym ¢lenem Jednoty Eeskoslovenskych matematiki
a fyziki. Pfejeme mu, aby dosdhl dalSich vynikajicich vysledkl ve své odborné praci,
v organizadni a politicko-spole€enské Einnosti.

Thomova véta
o sedmi elementarnich katastrofach

Oldfich Kowalski, Praha

Utelem tohoto &ldnku je navézat na populdrni informaci [4], podat pfesnou formulaci
Thomovy véty a souCasné€ uvést étendfe do problematiky teorie singularit a sezndmit ho
pfistupnou formou s n&kterymi zdkladnimi pojmy jako jsou stabilita, univerzalita,
transverzalita aj. Vyklad je pokud moZno ndzorny a vétSinou pfesny; autor doufd, Ze
urditd volnost vyjadfovdni, kterou si na nékterych mistech dovolil, nevzbudi pochyb-
nosti u étendfd zvyklych na striktn€ formdlni vyklad. Zdkladnim pramenem je pro nds
kniha [5].
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1. Hladké4 zobrazeni, podvariety

Necht U = R"[u', ..., u™] je oteviend mnoZina v kartézském prostoru. Funkce
f:U - R se nazyvad tfidy C* nebo hladkd, jestlize md v U spojité parcidlni deriva-
ce viech fddt podle proménnych u’, ..., u™. Necht R[v', ..., v"] je dalii kartézsky
prostor. Zobrazeni ¢ : U — R? se nazyvd hladké, jestlize jeho slozky ¢!, ...,¢? jsou
vesmé&s hladké funkce. Koneéné prosté zobrazeni ¢ oteviené mnoZiny U < R™ na dalsi
otevienou mnoZinu ¥V = R™ se nazyvd difeomorfismus, jestliZze ¢ je hladké zobrazeni
a inverzni zobrazeni ¢ ~! je rovn&Z hladké.

Necht U = R™, potom symbolem C®(U, R) budeme oznadovat mnoZinu viech hlad-
kych funkci definovanych na U. Zavedeme do mnoZiny C°°(U, R) tzv. slabou C>-topo-
logii takto: necht r je nezdporné &islo a K < U kompaktni mnoZina. Potom budeme
oznadovat pro kaZdou funkci f € C*(U, R)

I/ lrk = sup {|Daps -.r anf(2)| | z€K, 4 + ... + @, S 1}

Zde D,,, ..., a,, oznaduje operdtor parcidlniho derivovdni d/(ou')* ... (ou™)*.

Nyni bdze slabé C®-topologie v bodé f € C*(U, R) je tvofena viemi mnoZinami tvaru
U(f;r,K,€) = {he C*(U, R) | |h = f||,.x < &}, kde r probihd viechna nezdpornd celd
disla, K vSechny kompaktni podmnoZiny v U a € > 0 viechna kladnd redInd &isla.

V terminech konvergence lze pfedchozi vyjddrit takto: posloupnost funkci fy, ..., fus - ..
konverguje v C*(U, R) k funkci f prdavé kdyZ se kazdému ¢ > 0, kaZzdému celému
r = 0akazdé kompaktni mnoZin€ K < U existuje index N takovy, Ze pro viechnan > N
je If = fullox <

Pfedchozi konstrukci lze nyni zobecnit na pfipad d-tice funkci, tj. definovat prostor
zobrazeni C*(U, R%) se slabou C*®-topologii. Ctendf snadno vidi, jak bychom definovali
ptislusnou normu |¢|, ., kde @ : U » R? je zobrazeni dané d hladkymi funkcemi
@', ...,0° : U - R. Lze ukdzat, Z2¢ C*(U, R%) je Bairiv prostor, tj. Ze v nm prinik
spoetn€ mnoha otevienych hustych podmnoZin je vZdy hustd podmnoZina.

Necht ¢ € C*(U, R%) a zvolme pevny bod p e U. UvaZujme ddle hladké zobrazeni
tvaru y : (=1, I) » U takové, 7e y(0) = p. Takovéto zobrazeni budeme nazyvat hladkou
kFivkou v bodé¢ p prostoru R™. Nyni sloZené zobrazeni § = ¢ o y : (—1, I) > R? je hlad-
kou kfivkou v bod& ¢(p) prostoru R[v?, ..., v*]; tuto kfivku miiZeme vyjdd¥it pomoci
soustavy parametrickych rovnic v/ = §(t), te (=1, 1), j = 1, ..., d. UvaZujme kone&n&
vdzany vektor v bod& ¢(p), jehoZ slozky v dané soutadnicové soustavé prostoru R? jsou
derivace (dij/dt), o- Tento vektor se nazyvd tecnym vektorem hladké krivky § v cisle 0
(a mazZe byt pfipadné i nulovy).

V diferencidlni geometrii se ukazuje, Ze mnoZina vdzanych vektori prostoru R¢
s potdtednim bodem ¢(p), které vzniknou timto postupem (ke viem moZnym hladkym
kfivkdm y v bodg€ p) tvoii vektorovy podprostor uréité dimenze r < m. Tento podprostor
pak nazveme tecnym prostorem zobrazeni ¢ v bodé p.

Poznamenejme, Ze obecné nelze mluvit o te€ném prostoru zobrazeni ¢ v bodé @(p), protoZe pro dva
rizné body p, g € U miZe platit ¢(p) = ¢(q), pfitemz p¥islu§né te&né prostory zobrazeni ¢ v bodech
P a g mohou byt navzajem razné.
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Necht ddle m < d a ztotoZn&me kartézsky prostor R™ s podprostorem R™ x {0}4™™
prostoru R%. PodmnoZina M kartézského prostoru R? se nazyvd hladkd (vlastni) pod-
varieta dimenze m, jestlize ke ka?dému bodu x € M existuje v R? oteviend mnoZina
U 5 x, dalsi oteviend mnozina V a difeomorfismus h:U — V, pfi kterém se prinik
U n M zobrazi na otevienou podmnoZinu ¥ n R™ prostoru R™. (Viz obr. 1.) Pfitom
bod x piejde do nékterého bodu p € R™. m-rozmérnd hladkd podvarieta md nyni tu
vlastnost, Ze v kazdém jejim bod€ x existuje jednoznaéné definovany tecny prostor
T(M), ktery md dimenzi m (,,m-rozmé&rnd tetnd rovina*). Definici te¢ného prostoru
7;(M) lze obdrzet z definice teného prostoru zobrazeni takto: uvaZujme inverzni
zobrazeni h™! : ¥ — U k difeomorfismu h na obr. 1 a jeho restrikci h™!|, ,gm. Potom
te¢ny prostor T,(M) definujeme jako te&ny prostor zobrazeni h~'|y ,gm v bod& p. Snadno
se ukdZe, Ze tato konstrukce nezdvisi na specidlnim vybéru zobrazeni h (a v malych di-
menzich méd ndzorny geometricky vyznam). T(M) je tedy m-rozm&rnym podprostorem
prostoru viech vdzanych vektorti v bod& x € R%

d-m Obr. 1.
- U R
’ \
/ \
X
M
h
/’\\
/ \\V Rm
\\\.p///

Uvedme nakonec jest€ pozndmku o tzv. hladkych podvarietdch danych implicitné.
Plati tato v&ta: Necht f'(v,...,v%),..., fP(v', ..., v?) jsou hladké funkce definované
na oteviené mnoZiné U < R, p < d a nechi M < U je mnoZina viech Feleni soustavy
rovnic f'(v) = 0, ..., f?(v) = 0. JestliZe pro kaZzdé m € M md Jacobiho matice ||of/av/|,,
hodnost p, potom je M hladkd podvarieta dimenze d — p prostoru R?.

2. Ekvivalence funkci na kartézském soucinu

Necht k a n jsou nezdpornd celd Cisla; budeme uvaZovat kartézské prostory R¥[u’, ...
..,u¥] a R"[x', ..., x"] a také jejich kartézsky sougin R**" = Rk x R". Zde prostor R"
budeme ztotoZfiovat s podprostorem {0}* x R" prostoru R¥*" Pro ndzornost budeme
podmnoziny tvaru {u} x R" nazyvat vertikdlnimi podprostory v R**".

Interpretace: R* je Fidici prostor a R" prostor staviy; vertikalni podprostor {u} x R" vyjadiuje
mnozinu v§ech myslitelnych stav odpovidajicich bodu « fidiciho prostoru. (Viz ¢lanek [4].)

ikdlni transformaci v prostoru R**+n nazveme difeomorfismus oteviené mnozin
ert
U < R¥*" na otevienou mnozinu V < Rk+n ktery kazdy vertikdlni podprostor pfevddi
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opét ve vertikdlni podprostor. (Pfesn&ji fedeno, pro ka?dé u € R* existuje jednozna&né
definované u’eR* takové, ze &(({u} x R") nU) = ({u'} x R") A ¥).) Nechf nyni
h:U—>R, g:V- R jsou dv& funkce definované na otevienych mnoZzindch v R**"
a nechf 4 € U, B € Vjsou libovolné dva body. Rekneme, Ze funkce h pfi bodu A4 se dd
vytvorit z funkce g pri bodu B vertikdlni transformaci nezdvisle proménnych, jestlize
existuje vertikdlni transformace & nékterého okoli bodu 4 na nékteré okoli bodu B
takovd, e #(4) = Bah =g . ®.

Necht f je dalii funkce, definovand na oteviené mnoZin& Ws 4. Pi¥me 4 = (ay, a,),
kde a, € R, a, € R". Rekneme, %e funkci f Ize pFi bodu A vytvoFit z funkce h vertikdIni
transformaci zdvisle proménné, jestlize k bodu A existuje okoli tvaru W; x W, c
c Wn U (ay eW,, a, € W,) a hladké zobrazeni 4 : W; x R — R takové, Ze pro kazdé
ue W;:

a) parcidlni zobrazeni 4, : R —» R je difeomorfismem n&kterého okoli &isla h(u, a,)
na n&které okoli &isla f(u, a,),

b) pro pfisluiné parcidlni funkce f,, h, definované na W, plati vztah f, = 4,0 h,.

V predeslé situaci ddle fekneme, Ze f 1ze vytvofit z h se zachovdnim orientace, jestlize
zobrazeni A lze volit tak, aby krom& podminek a), a b) byla je3t& spln&na podminka

¢) dA,/dt > 0 pro viechna u € W; a viechna ¢ blizkd k 0. Tedy vSechna zobrazeni A,
jsou v blizkosti nuly rostoucimi funkcemi.

Koneéné, jsou-li diny funce f: U - R, g: V> R, A€ U, Be V, potom fekneme, Ze
funkce f pFi bodu A je ekvivalentni s funkci g pFi bodu B, jestlize f lze vytvofit z g
sloZenim n&které vertikdlni transformace @ nezdvisle promé&nnych (#(4) =B) a n&které
vertikdlni transformace A zdvisle proménné. Hovofime o orientované ekvivalenci,
jestliZe vertikdlni transformaci A lze vybrat se zachovénim orientace.*)

Vyznam pojmu ekvivalence si miZeme nyni ilustrovat na pojmech jiZ zndmych z pfedchoziho
populérniho &ldnku o teorii katastrof. Necht U = R¥*" a f: U— R je hladka funkce. Singuldrni
mnoZinou funkce f nazveme sjednoceni mnoZin vech kritickych bod funkci f,, u € R", definovanych
na jednotlivych vertikdlnich vrstvdch oboru U. (Kriticky bod funkce f, je bod, ve kterém se anuluji
viechny parcidlni derivace 1. ¥f4du). Ctenaf snadno nahlédne, Ze p¥i ekvivalenci funkce f s funkcf g
piejde singuldrni mnoZina funkce f (jako podmnoZina v R"+") v singularni mnoZinu funkce g.
Presnéji, jestliZe fje pfi bodu A4 vytvoiena z g pfi bodu B pomoci vertikalni transformace & nezivisle
proménnych a vertikdlni transformace A zivisle proménné, potom &(Sing f) = Sing g pfi restrikci
na mald okoli bodt 4 a B. Ozna¥me dile symbolem Min fsjednoceni mnozZin vSech lokdlnich minim
funkci f,, u € R*, v oboru U; plati tedy Min f < Sing f. Jestlize f a g jsou ve vztahu orientované
ekvivalence, potom lokéaln€ plati (Min f) = Min g. Pfedpoklddejme kone&né, Z¢ mnozina Sing fje
k-rozmérnd hladk4 podvarieta v U < R**™. Katastrofickym bodem funkce f nazveme kazdy takovy
bod (u, x) € Sing f, v ném? existuje nenulovy vertikilni tedny vektor, tj. takovy, Ze te€né prostory
sestrojené k podvarieté Sing f a k podvarieté {u} X R" ve spole¢ném bod& (#, x) maji spoledny
alespoil 1-dimensiondlni podprostor. Oznag&ime-li mnozinu katastrofickych bod@ funkce fsymbolem
Cat f, potom v pfipadé€ ekvivalence funkce f's funkci g plati (opét lokalng&) &(Cat ) = Cat g.

*) V literatufe se ndmi zaveden4 ekvivalence oznaduje pfesnéji jako pravoleva (nebo oboustrannd)
ekvivalence. Viz [5] a [6].
\
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3. Zarodky zobrazeni

Necht X a Y jsou topologické prostory a x € X. Zdrodek*) zobrazeni z prostoru X
do prostoru Y v bodé x je tfida ekvivalence ¢ spojitych zobrazeni tvaru g : U — Y,
kde U probihd viechna okoli bodu x € X, a g : U — Yje ekvivalentnis h : V — Y prdvé
tehdy, kdyZ pro né€které okoli W < U n V bodu x plati gy = hjy. KaZdy prvek g € ¢
se nazyvd reprezentant zdrodku £. Obrdcené £ se nazyva zdrodkem zobrazeni g v bodé x.

V nasem vykladu se nebudeme vidy drzet této piesné terminologie, ponévadZz mnohé formulace
by se tim staly t&Zkopadnymi. Casto budeme zdrodky ml&ky nahrazovat jejich reprezentanty v tom
nizorném smyslu, Zze zdrodek zobrazeni v bodé€ x je totéz co ,,zobrazeni definované v okoli bodu x,
DPFidem?z toto okoli si mizeme podle potfeby libovolné zmensit ‘. Tuto urditou nepfesnost si viak dovoli-
me jen tam, kde nejde o zavadéni zdkladnich pojmi teorie a kde nemiZe dojit k nedorozuméni.

Symbolem &(n, p) budeme oznafovat mnoZinu viech zdrodkd hladkych zobrazeni
z R"do R? v bod& O € R" **). Pro p = 1 budeme misto &(n, 1) pst &(n). &(n) m4 pfirozenou
strukturu okruhu, jak si étendf snadno dokdZe — ta je odvozena ze struktury okruhu
funkci definovanych na pevné oteviené mnoZin& U 5 0. Ddle budeme symbolem m(n)
oznadovat jediny maximdini idedl okruhu &(n); ten je definovdn jako mnoZina viech
zdrodkt hladkych funkci f: R" - R v bod€ O takovych, Ze f(O) = 0. Poznamenejme.
Ze pro kazdé r = 1, 2, ... Ize dobte charakterizovat r-tou mocninu idedlu m(n): zdrodek
fe&(n) patfi do [m(n)]" prdvé tehdy, kdyZ se anuluji viechny jeho parcidlni derivace
v bod& O € R" aZ do fddu r — 1 v&etn&. Snadno se dd také urdit baze idedlu [m(n)]":
je tvofena viemi funkcemi tvaru (x,)* ... (x,)", kde a; + ... + &, = r, @y, ..., &, jsou
nezdpornd celd Cisla.

4. Rozvinuti a jejich stabilita

k-rozmérnym rozvinutim zdrodku 5 € m(n) budeme rozumét kazdy zdrodek fe
e g(k + n) takovy, Ze fg. = 1. Ptipometime, Ze prostor R" je ztotoZnén opét s pod-
prostorem {0}* x R" prostoru R¥*" jako v kapitole 2.

Zékladnim pojmem bude v daliim pojem stability rozvinuti: v knize [5] je poddno
celkem 7 riznych definic stability; viechny se ukazuji byt navzdjem ekvivalentni. My
zde vyloZime pojem tzv. silné stability; pro stru€nost budeme ddle hovofit vzdy jen
o stabilité.

Definice. Rozvinuti f € e(k + n) zdrodku n € m(n) se nazyvé stabilni (v po&itku),
jestlize pro kazdé oteviené okoli U3 O v R**" a kazdého reprezentanta f': U — R
zdrodku f existuje okoli ¥* 5 f' v C®(U, R) s touto vlastnosti: kazdd funkce g’ € ¥~ je
pfi nékterém bodu A4 € U ekvivalentni k funkci f’ uvaZované pfi bodu O.

Ndzorné vyjddieno: necht f’ je libovolny reprezentant stabilniho rozvinuti f. Potom
pfi malych perturbacich funkce f’ dostdvdme vZdy funkce, které v né€jakém bodé oblasti
perturbace maji stejné vertikdlni chovdni, jako méla funkce f’ v poddtku.

*) Anglicky ,,germ*‘, francouzsky ,,germe*.

**) O je jednodus$i zdpis bodu {0}"; obecné&ji budeme takto oznafovat po&idtek kteréhokoliv
kartézského prostoru dimenze vét§i neZ jedna.
[}
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Piedpokladejme, Ze rozvinuti f popisuje lokdln€ né&jaky pfirodni (nebo spole&ensky) proces ve
smyslu Thomovy teorie. ProtoZze nam jde o charakter procesu v libovoln& malém okoli poitku O €
€ R¥ x R", je vhodn&j¥ hovofit o ,,udélosti* nebo ,,jevu*. Nyni pozadavek stability rozvinuti
odpovida poZadavku, aby jev byl ,,pozorovatelny v pfirodé. Moderni v&da pokldda totiZ jev za
pozorovatelny, jestliZe jej 1ze (alespoii v principu) prokézat, resp. pfimo reprodukovat velkym poétem
experimentl. Protoze vSak pfi opakovaném experimentu nikdy nemiizeme zcela piesné reprodukovat
po&atedni stav jevu ani vn&j$i podminky, p¥i kterych se experiment kond, znamen4 to, ¥e podstatné
strukturdlnf rysy zkoumaného jevu musi byt invariantni vzhledem k malym perturbacim.

Jak bylo nazna¥eno v pfedchozim &lanku [4], Thom dokonce poklada za pozorovatelnou v pfirodé
pouze katastrofickou mnozinu jevu (resp. rozvinutf). Stabilita nyni znamen4, Ze pfi malych perturba-
cich rozvinuti se ,,zarodek* katastrofické mnoziny v podstaté nezméni ale pouze ,,diferencovateln€
deformuje‘‘ a,,pfemisti‘‘ do blizkého bodu prostoru dvojic,,fidici bod — stav*‘‘ (srv. konec kapitoly 2).

Plati toto ,,algebraické* kritérium stability:
Rozvinuti f € e(k + n) zdrodku n € m(n) je stabilni prdvé tehdy, kdy? kazdy zdrodek
3 € &(n) se dd vyjddFit ve tvaru

n

1) 9(x, vy x) = 3 T (1, x) (Y, .y ) +
i=1 Ox*
& . of ~ 1
+ 3 lfa—j ©,...,0;x', ..., x") + &n(x*, ..., x"),
=1 ou

kde 9'(x', ..., x”)le en)proi=1,....,n 1) ee(l) a A, ..., A jsou konstanty.

Ptiklad. UkdZeme pro ilustraci, Ze 2-rozmérné rozvinuti f = x* + ux? + vx zdrodku
n = x* je (v potdtku) stabilni. Zfejm& lze kazdou hladkou funkci 9(x) v okoli poédtku
vyjddtit ve tvaru 8(x) = 9(0) + 9(0).x + (1/2) 9"(0). x* + G(x).x3, kde G je
hladkd funkce. Nyni (9f/ou) (0, x) = x2, (8f0v) (O, x) = x, (dn/dx) = 4x>. Stadi tedy
volit 9'(x) = (1/4) G(x), A' = (1/2) 9”(0), 2* = 9(0), & = 9(0) = konst.

Naproti tomu rozvinuti f = x* + ux zdrodku n = x* je zfejm& nestabilni (funkci
9(x) = x? nelze vyjadfit v poZadovaném tvaru (1)). '

V Thomové teorii se dokazuje, Ze stabilita rozvinuti je ekvivalentni kazdé ze dvou ji-
nych zdkladnich vlastnosti, kterymi jsou univerzalita a transverzalita. Navic nds bude
zajimat, pro jaké zdrodky n € m(n) vlastn& existuje stabilni rozvinuti (tj. jaké mohou byt
okamZité stavy ndmi vySetfovanych procesit). Témto uvahdm v&nujeme ndsledujici
kapitoly.

5. Univerzalita

Necht fee(r + n) a g ee(s + n) jsou po fad€ r-rozmérné a s-rozmérmé rozvinuti
téhoz zdrodku n e fn(n). Homomorfismem rozvinuti f do g nazveme dvojici zdrodkd
(P, 1), kde Pee(r + n,s + n)aAee(r + 1), splitujici tyto podminky (formulované pro
ndzornost v pojmech reprezentanti):

(a) @ je vertikdlni hladké zobrazeni z okoli po&dtku v R"*" do okoli po&dtku v R**",
tj. vertikdlni mnoZiny pfevddi opét ve vertikdlni mnoZiny,
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(b) na vertikdlnim prostoru v poldtku operuje & ,identicky, tj. ®({0}",x) =
= ({0}*, x) pro viechna x € R" blizkd k {0}" € R",

(c) funkci f lze vytvofit z funkce g pomoci vertikdlni substituce @ nezdvisle promé&n-
nych, po které ndsleduje je3t& vertikdlni transformace A zdvisle promé&nné (v témZe smyslu
jako v kapitole 2),

(d) A({0}", t) = t pro viechna t € R.

Poznamenejme, Ze vertikdlni substituce @ je zfejmym zobecnénim vertikdlni transfor-
mace z kapitoly 2. Podminky (b) a (d) vyjadfuji pfirozeny poZadavek, Ze pfi homo-
morfismu se jedno rozvinuti zdrodku #n zobrazuje do jiného rozvinuti, ale sdm zdrodek n
neni substitucemi @ a A ovlivnén, ,,zlstdvd na mist&*‘.

Rekneme nyni, Ze rozvinuti f zdrodku # je indukovdno rozvinutim g tého? zdrodku,
jestliZe existuje homomorfismus (&, A) rozvinuti f do g.

Jako ptiklad uvedme, Ze je-li f r-rozmérné konstantni rozvinuti, tj. takové, Ze f(u, x) =
= f(0, x) = n(x) pro kazdé u € R", x € R", a g je libovolné rozvinuti zérodku #, potom
f je indukovéno g. Zde stadi volit @ a 1 ,,konstantni®, tj. ®(u, x) = ({0}, x), Au, 1) = ¢
pro kazdé u, x a t.

Nyni se univerzdlnim nazyva takové rozvinuti g zdrodku #, kterym muzZe byt induko-
véno jakékoliv jiné jeho rozvinuti f.*)

Dvé rozvinuti f a g zdrodku #n se nazyvaji izomorfni, jestlize existuje homomorfismus
f do g a homomorfismus g do f, jejichZ sloZenim se obdrZi identicky homomorfismus
(9, A) rozvinuti f na f (resp. g na g), tj. takovy, kde & je identické zobrazenia A(u, t) =
= t pro kaZdé u a ¢t. Nutnou podminkou pro izomorfismus dvou rozvinuti je, aby méla
stejnou dimenzi. D4 se dokdzat, Ze dvé univerzdlni rozvinuti téZe dimenze zdrodku
n € m(n) jsou vidy izomorfni.

Zajimaji nds nyni dv€ otdzky:
a) K jakym zdrodki@m # vlastng existuje univerzdlni (a tedy i stabilni) rozvinuti?
b) Jak se d4 sestrojit univerzdlni rozvinuti nejmensi mozné dimenze?

6. Kone¢né uréené zarodky

Necht f a g jsou zdrodky z m(n); f a g lze tedy reprezentovat funkcemi definovanymi
v okoli po&dtku prostoru R", pfi¢emz f(0) = g(0) = 0.

Z4rodky f a g nazveme ekvivalentni (a piSeme f ~ g) jestliZe existuje difeomorfismus ¢
okoli po&itku O € R" na jiné jeho okoli, p(0) = 0, a difeomorfismus ¥ okoli po&dtku
0 € R na jiné jeho okoli, y(0) = 0, takové, Ze f = Y o g 0. Tedy f lze obdrZet z g
provedenim ,,obycejné‘ transformace nezdvisle promé&nnych a transformace zdvisle
proménné.

Rekneme nyni, Ze zdrodek f € m(n) je r-urdeny, jestlize kazdy zdrodek g € m(n), ktery
md v poddtku v8echny parcidlni derivace aZ do fddu r stejné jako zdrodek f, je jiZ ekvi-

*) V né&kterych pramenech (viz [2], [6]) se misto ndzvu ,,univerzilni* pouZivd ndzev ,,verziln{‘
a termin univerzilni je vyhrazen pro univerzalni rozvinuti nejmensf moZné dimenze daného zarodku.
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valentni k zdrodku f. ProtoZe mezi funkcemi g, které zde pfichdzeji v tivahu, vystupuje
i Taylortv polynom stupné r funkce f v poddtku, rozhoduje o tom, zdali f je ¢i neni
r-uréeny, pravé tento Taylortv polynom Tgf.
Dile, zdrodek n € m(n) se nazyvd konecné urceny, jestlize je r-uréeny pro n¥které
r =0,1,....Pro kone€nou uréenost plati nyni toto jednoduché algebraické kritérium:
Zdrodek n e m(n) je koneéné urceny kdy? a jen kdyZ pro nékteré r plati

@ [m(n)]" < <j—” - ﬁ)

ox"

kde na pravé strané vystupuje idedl okruhu &(n) vytvoreny pFislusnymi zdrodky.

Podle pozndmky na konci kapitoly 3 snadno zjistime, Ze kone&nd urenost je ekvi-
valentni s timto poZadavkem: pro n&které r obsahuje idedl {dn/ox', ..., on/dx") viechny
mocniny (x'Y, ..., (x").

Ptiklady. VSechny linedrni (nekonstantni) mnohodleny v promé&nnych x!,..., x"
ddvaji kone&n& urlené zdrodky v m(n), a to i tehdy, kdyZ nezdviseji na viech n promén-
nych. Pro dvé proménné x, y je polynom 2. stupn& n = ax? + 2bxy + cy* kone&n&
uréeny v m(2) prdvé tehdy, kdyZ diskriminant b®> — ac + 0. Mén& trividlni p¥iklad:
polynomy x* + y?, x* + xy? ddvaji kone&n& uréené zdrodky v m(2), zatimco polynom
x¥ + x?y nikoliv.

Plati nyni zdkladni véta:

Zdrodek n € m(n) pFipousti univerzdlini (a tedy stabilni) rozvinuti prdvé tehdy, kdyz
je konecné urceny.

Tim je zodpov&d&na otdzka a) z pfedeslé kapitoly.

7. Minimélni univerzilni rozvinuti

Odpovéd na otdzku b) je trividlni, pokud je zdrodek 7 ,,reguldrni* v po&dtku, tj. n €
em(n) \ [m(n)]>. Potom sém zdrodek 7 tvoti O-rozm&rné univerzdlni rozvinuti zd-
rodku 7. Skutecn& alespoii jedna z derivaci dn/dx’ je v potdtku =0, tedy funkce 1/(dn/ox")
urduje zdrodek z g(n) a odtud jednitka patii do idedlu (dn[ox’,..., dn[ox"). Podle
vzorce (1) je n stabilni rozvinuti, tedy je i univerzdlni. Pozorny &tendf si miiZe totéZ do-
kdzat i pfimo z definice stability.

Nechf nyni 7 je singuldrni, coZ je pfipad, o ktery ndm hlavné jde. Plati tato véta:

Nechtn e [m(n)]2 je konecné urceny zdrodek. Potom nejmensi dimenze univerzdlniho
rozvinuti pro n je ddna dimenzi vektorového prostoru m(n)/({dn/ox’, ..., dn[ox") +
+ n*m(1)) nad télesem R. Zde n*m(1) oznacuje podprostor vech zdrodki slofenych
funkei tvaru &(n), kde & e m(1).

ProtoZe pro n&které r je spln&na inkluze (2), vidime, Ze dimenze uvedeného vektoro-
vého prostoru je nanejvys rovna dimenzi faktor-prostoru m(n)/[m(n)]’, tedy je to vzdy
konecné ¢islo.

Vezm&me nyni dileZity specidlni pfipad: necht e [m(n)]* je polynom stupn& I
takovy, ze [m(n)]' = <onfox', ..., on[ox"y a navic ne(an[ox,..., on[ox"y, tedy i
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n*m(1) = (dn/ox*, ..., n[dx"y. Potom obdrzime snadno explicitni vzorec pro kon-
strukci minimdlniho univerzdlniho rozvinuti zdrodku # ve tvaru

(3) flu, x) = n(x) + u'ay(x) + ... + u’ax)

kde u', ..., u* jsou nové prom&nné a a(x), ..., ayx) jsou polynomy stupn& nanejvys
I — 1, které tvofi bdzi modulo (dn/ox!,..., on/ox") vektorového prostoru nad R
viech polynomit stupng& <I — 1 v proménnych x'....,x" (bez konstantniho &lenu).
Snadno se presvédcime, Ze kritérium stability (1) je pro rozvinuti (3) spln&no.

Ptiklad. Zdrodek n = x + y® md derivace dn/ox = 3x?, dn/dy = 3y?; plati tedy
ne (677/6):, 617/6y> a odtud dostaneme minimdlni univerzdini rozvinuti ve tvaru f =
=x> 4+ y3 + uxy + vx + wy.

8. Transverzalita

Druhou vlastnosti ekvivalentni se stabilitou je specidlni druh transverzality. Pozna-
menejme, Ze obecné vysledky o transverzalité ddvaji dileZity ndstroj pro odvozeni
,;algebraickych‘¢ kritérii stability, takovych jako je napf. vzorec (1). Krom& toho je
pojem transverzality jednim ze zdkladnich pojmi diferencidlni topologie. Proto o tomto
pojmu pojedndme trochu §ifeji, neZ je nezbytné nutné.

Necht S = R? je m-rozmérnd hladkd podvarieta a ¢ : U - R? hladké zobrazeni,
kde U je oteviend podmnozina nékterého prostoru R". Rekneme, Ze ¢ je transverzdlni
k podvarieté S v bodé x € U, jestlize bud 1. ¢(x) ¢ S, nebo 2. ¢(x) € S a teSny prostor
zobrazeni¢ v bod& x spolu s teénym prostorem podvariety S v bod& ¢(x) generuji vekto-
rovy prostor viech vdzanych vektort prostoru R? v bod& ¢(x). Ddle fekneme, Ze ¢ je
transverzdlni k S na U, jestliZe je transverzdlni k S v kazdém bodé x e U.

-

Obr. 2. a) b) ¢) d)

AN

M M M M

a b c d

Poznamenejme, Ze kdyZ ¢ je transverzdlni k Sna U a m + n < d, potom nemiiZe
pro Zddné x e U nastat pfipad 2, a tedy plati(U) n S = 0,
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Jako zvldstni pfipad transverzality zobrazeni miiZeme uvaZovat transverzalitu pod-
variety vzhledem k jiné podvariet& (viz konstrukci z kapitoly 1). Na obr. 2 je zndzorn&na
dvojice podvariet dimenze 1 v rovin& R?; v prvnim a tfetim pfipadé& jsou podvariety dvo-
jice navzdjem transverzdlni ve vSech bodech, v druhém a &tvrtém piipad€ je transver-
zalita v n€kterych bodech porusena.

Z ptedeslych prikladil 1ze intuitivné vytusit toto: jestliZe zobrazeni ¢ je ,,vSude* trans-
verzdlni k podvarieté¢ S v RY, potom kazdé zobrazeni y blizké k ¢ ve smyslu slabé
C>-topologie je opét viude transverzdlni k S. Naopak, jestlie ¢ neni transverzdlni
v nékterém bod¢ k S, potom Ize vhodnou, ale pfitom libovoln€ malou perturbaci zobra-
zeni ¢ zjednat viude transverzalitu. Pfitom slovo ,,v8ude‘‘ lze chdpat v jistém smyslu
globdIng.

Skuteéni, tzv. slabd véta o transverzalité fikd, Ze ta zobrazeni z C*(U, R?), kterd jsou
transverzdlni k dané hladké podvarieté S na kompaktni podmnoZiné K < U, tvofi
otevfenou a viude hustou podmnoZinu prostoru C*(U, R%) vzhledem k slabé C*-topo-
logii. Pokud se nechceme omezovat na kompaktni podmnoZinu, miZeme dokdzat
pouze to, Ze zobrazeni z C®(U, R%), kterd jsou transverzdlni k S vSude na U, tvofi
hustou podmnozinu, kterd je spoletnym prinikem hustych otevienych podmnoZin
v C*(U, R9).

Vyslovime nyni Thomovu vétu, kterd pojedndvd o vlastnostech transverzality vy$§iho
fddu, a to v ponékud specidlnéj§im tvaru, vhodném pro nafe Glely.

Pro ndzornost budeme vlastnosti vy§§iho fddu zobrazeni a jejich zdrodki reprezento-
vat pomoci Taylorovych polynomi*). Ozna¢me symbolem J'(n, p) mnoZinu viech p-tic
(Tl, e Tp), kde T, ..., T, jsou polynomy stupné nanejvys r v proménnych xt, ., X
J'(n, p) m@Zeme pfirozenym zpisobem ztotoZnit s n&kterym kartézskym prostorem RY,
kdeN = p(CJ_; + ... + Ch4,—). Nynipro U = R"a hladké zobrazeni¢ : U — R? necht
J¢ U — J'(n, p) je hladké zobrazeni definované takto: pro kazdé y e U definujeme
zdrodek zobrazeni ¢, € &(n, p) tim, Ze poloZime ¢ (x) = ¢(y + x) pro viechna x blizka
k O v R". Necht ¢}, ..., ¢} € &(n) jsou slozky zérodku ¢,. Potom definujeme (J¢) (y) =
= (Tg@,;, - .., Topk), kde T oznaduje Taylorv polynom stupné& r vypo&itany z piislugné-
ho zdrodku v poédtku O € R Nyni plati:

Thomova véta o transverzalité. Necht U je otevFend podmnoZina v R"; necht
r je nezdporné ¢islo a M hladkd podvarieta v J'(n, p). Necht A oznacuje mno¥inu
vSech hladkych zobrazeni @ : U — RP takovych, e zobrazeni J'¢ je transverzdlni k M
vSude na U. Potom A je spoletnym priinikem otevienych hustych mno¥in v C*(U, RP)
(a podle Bairovy vlastnosti je sama hustou podmnoZinou v C°°(U, RP)).

Thomova véta je jednou z nejdileZit&j8ich pomocnych v&t v teorii singularit a kromé&
odvozeni vzorce (1) pro stabilitu md je§t€ mnoho dal§ich aplikaci.

Uvedeme nyni definici r-transverzdlniho rozvinuti. Necht J5(n, 1) = J'(n, 1) ozna&uje
mnoZinu vech polynomii stupn& nanejvys r v proménnych x', ..., x" a bez absolutniho
élenu. Tedy dim Jg(n, 1) = dim J'(n, 1) — 1. Nechtddle U = R*¥*" je otevfend mnoZina

*) V odborné literatufe se v takovychto uvahach zpravidla pouZivd pojmu jetu, ktery do dife-
rencidlni geometrie zavedl Ch. EHRESMANN.
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a g:U - R hladkd funkce. Potom definujeme hladké zobrazeni j'g : U — Ji(n, 1)
takto: pro kazdé (u, y) € U definujeme nejprve zdrodek g, ,, € m(n) tak, Ze poloZime

Jun(x) = g(u, y + x) — g(u, ), xe R".

Potom poloZime (j*g) (4, y) = Ttgw,,)- Ndzorné fe€eno, jg se tvofi vypottem parcidlni-
ho Taylorova polynomu vzhledem k vertikdlnim proménnym se zanedbdnim absolutniho
¢lenu.

Necht # e m(n) a [] je mnoZina viech zdrodki ekvivalentnich v po&itku s n (viz
kapitolu 6). Tedy [#] = m(n). D4 se ukdzat, e mnoZina viech Taylorovych polynomii
T3¢, & € [n], je hladkou podvarietou v J§(n, 1); ozna&me ji Tg[n].

Definice. Rozvinuti f € ¢(k + n) zérodku n € m(n) se nazyvd r-transverzdlni, jestlize
zdrodek zobrazeni j’f je transverzdlni v po&dtku vzhledem k podvariet& Tg[n] = Jo(n, 1).

Plati pak tato véta:

Rozvinuti f € e(k + n) zdrodku n € m(n) je univerzdlni prdvé tehdy, kdy# je r-trans-
verzdlni pro kaZdér =0, 1, ...

Z Thomovy véty o transverzalit€ pak neni t€zké dokdzat, Ze mnoZina reprezentanti
vSech univerzdlnich (a tedy stabilnich) rozvinuti na oteviené mnoziné U < R**" je
spoletnym priinikem hustych otevFenych mnoZin v C*(U, R), a je tedy hustou mnoZinou
v C*(U, R). (Hustd mnoZina uvedeného typu se nazyvé rezidudlni, viz [6].)

Specidln& generické funce o kterych se hovofilo v pfedchozim &ldnku [4], miZeme
nyni definovat pfesné jako reprezentanty stabilnich rozvinuti na dané oteviené mnoZin€
Us0.

9. Redukce rozvinuti .

Necht uem(n), a gee(r + n) je rozvinuti zdrodku p. Déle necht nem(n + q)
afee(r+s+n+ q) je rozvinuti zérodku 7. Rekneme, Ze f se dd orientované redu-
kovat na g s indexem A, jestliZe f je orientovan& ekvivalentni (jako (r + s)-rozmé&rné
rozvinuti zdrodku #) k (r + s)-rozmérnému rozvinuti g’ ee(r + s + n + ) danému
vztahem

4 g'(u,v,%,9) = glu,x) = (»*)> — ... — (yf)2 + (M2 + .+ ()P
(xeR, yeRL,ueR,veR’).

Ekvivalence dvou rozvinuti je pfitom chdpdna jako ekvivalence vhodnych dvou jejich
reprezentantii, a to ve smyslu kapitoly 2, tj. jako ekvivalence funkci v okoli podtku
na kartézském soudinu R"** x R"*4, Jak je vid&t z formule (4), g’ neni jiZ obecn& rozvi-
nutim zdrodku #, ale jiného zdrodku n’ € m(n + q).

Rekneme ddle, e f se dd redukovat na g s indexem A, jestliZe se dd orientované redu-
kovat s indexem A na g nebo na —g. Pokud nelze redukci sniZit dimenzi rozvinuti ani
dimenzi vertikdlnich podprostoridl, potom nazveme rozvinuti f ireducibilni.

Je zfejmé, Ze ekvivalence rozvinuti zachovdvd jejich stabilitu. Pomoci vzorci (1)
a (4) si nyni &tendf snadno dokdZe, Ze redukci stabilniho rozvinuti (pti libovolném in-
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dexu 1) se obdrZi zase stabilni rozvinuti. Z kaZdého stabilniho rozvinuti Ize tak ziskat
ireducibilni stabilni rozvinuti.

Z kapitoly 2 vime, Ze mnoZiny Sing (f) a Sing (g°) jsou lokdIn& ve vzdjemn& jednoznag-
né korespondenci. MnoZinu Sing (¢’) viak miZeme jednoduse popsat pomoci mnoZiny
Sing (g): podle (4) zfejm& plati Sing (¢9") = Sing(g) x R* x {0}%. MiuZeme tedy fici,
Ze singuldrni mnoZina funkce f se lokdln€ redukuje na singuldrni mnoZinu funkce g.
Podobnym zptlisobem se katastrofickd mnoZina funkce f redukuje na katastrofickou
mnozinu funkce g. Rozhodujici vyznam pro kvalitativni analyzu maji proto pouze ire-
ducibilni rozvinuti — pro ty jiZ singuldrni a katastrofické mnoZiny nelze takovymto
trividlnim zpisobem zjednodusovat.

JestliZe se nyni f orientovan& redukuje na g s indexem 0, tj. kdyZz g'(u, v, x, y) =
= g(u, x) + (»')* + ... + (»%)?, vidime navic, ¢ Min g’ = Ming x R® x {0}7(v bliz-
kosti pogdtku). Lze tedy Fici, Ze Min f se lokdIn& redukuje na Min g.

10. Thomova véta

Necht opét f e e(k + n) je rozvinutim zdrodku # € m(n). Rekneme, Ze f md v bodé& O
jednoduché minimum, jestliZe n je orientovan& ekvivalentni se zdrodkem Q(x, ..., x") =
= (x')? + ... + (x")% V tom pFipadg lze ihned ukdzat, Ze # je O-rozm&rné univerzdlni
rozvinuti sebe samého (vzorec (1)), a protoZe f je indukovdno pomoci #, je izomorfni
s konstatnim rozvinutim zdrodku 7. Odtud ihned vidime, %e f Ize redukovat s indexem 0
na trividlni rozvinuti O € m(0). (Tento p¥ipad odpovidd ,,reguldrnimu‘’, nekatastro-
fickému procesu.)

Budeme dédle definovat pojem podobnosti: podobnost je nejmensi relace ekvivalence g
na mnoZziné& v8ech rozvinuti s tou vlastnosti, Ze kdyZ se f dd redukovat na g s n€kterym
indexem A, potom fog.

Rekneme kone¢né, Ze rozvinuti f e e(k + n) md lokdlni minima blizko O, jestlize
pro kaZdé okoli U> O a kaZdého reprezentanta f' : U — R existuje bod (u, x) e U,
v némZ m4d parcidlni funkce f 'l((u) x Ry v 10kdIni minimum. Zde je postacujici, ale nikoliv
nutnou podminkou, aby zdrodek n mél lokdlni minimum v po€dtku. PoloZime-li napf.
n(x) = x*, f(u, x) = x* + ux, pak f md lokdlni minima blizko O, ale nikoliv v bod¢& O.
,,Lokdlni minima‘“ chdpeme pfitom obecné jako neostrd lokdlni minima.

Vyslovime nyni pfesné znéni Thomovy klasifika¢ni véty.

Véta. (Thomiv seznam sedmi elementdrnich katastrof.) Necht f € e(k + n) je roz-
vinuti zdrodku n € [m(n)]?. PFedpoklddejme, %e f je stabilni a md lokdlni minima blizko
O, a ddle pfedpoklddejme k < 4. Potom md f bud jednoduché minimum v bodé O,
nebo se f redukuje s indexem 0 na jedno ze sedmi ireducibilnich rozvinuti g, zdrod-
ki p; uvedenych v tabulce. (Viz tabulku katastrof na ndsledujici strdnce.) Zddnd dvé
z téchto rozvinuti nejsou navzdjem podobnd a Zddné z nich neni podobné trividlnimu
rozvinuti O € m(0).

Poznamka 1. P¥ipad n € m(n) \ [m(n)]?, ktery jsme vyloudili z naSich tvah (viz kapitolu 7)
znamena, Ze pro jakékoliv rozvinuti fje mnoZina Sing f v okoli po&atku prazdnd. Takové rozvinuti

tedy nezobrazuje redlny proces v na$em pojeti, protoZe pfi redlném procesu se stavy, jak vime,
ustaluji v bodech mnoZiny Sing f.
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Poznidmka 2. Pfedpoklad, Ze¢ f md lokdlni minima blizko O je opét motivovan snahou, aby
rozvinutf f popisovalo né&jaky redlny proces (kdy stavy se ustaluji v bodech mnoZiny Min f < Sing f).
Pro Thomovu klasifikaci viak tento pfedpoklad nenf podstatny; v&tu by bylo tfeba jen vyslovit
v pon&kud pozmé&n&ném tvaru (pfipustili bychom redukce s libovolnym indexem 4).

Tabulka katastrof
Nézev*) “ P Dim.enze
rozvinuti
fold py(x) = x° gi(x,u) = x> + ux 1
cusp #a(x) = x*- ga(x, u,v) = x* + ux® + vx 2
swallowtail Ha(x) = x° gs(x, u,0,w) = x° + ux® + vx? + wx 3
butterfly pa(x) = x° ga(x, u, 0, w, 1) = 4
= x5 4+ ux* + ox® + wx? + tx
hyperbolic us(x) = x* + y* | gs(x, y, u, v, w) = 3
umbilic =x3 + y¥ + uxy + vx + wy
(wave crest)
elliptic pe(x,y) = ge(x, y, u, v, W) = 3
umbilic (hair) | = x* — xy? = x> —xy* + u(x®> + y?*) +
+ vx + wy
parabolic pa(x, y) = gq(x, y, u, 0, w, 1) = * 4
umbilic =x%y + y* = x2y + y* + ux® + vy® + wx +
(mushroom) +ty

*) Moiné eské preklady: zihyb, hrot, vlaStovéi ocas, motyl, hfeben viny, srst, houba.

Poznémka 3. Ctendf jist& postiehl, e rozdily mezi tabulkou katastrof v pfedchozim populdrnim
¢lanku a na¥f tabulkou jsou zcela nepodstatné. Nejlépe si to ozfejmi, kdyZ si vyfesi nasledujici cviteni.

Cvi&eni. Metodou uvedenou v kapitole 7 odvodte k zdrodkim uy, ..., u7 Thomovy
tabulky pfislu$nd minimdlni univerzdlni rozvinuti g, ..., g;. Ddle pro kaZdé rozvinuti
g, napiste implicitni vyjddfeni mnoziny Sing g; pomoci soustavy rovnic — ukaZte pak,
e tato mnoZina je hladkou podvarietou dimenze k; v pfisluném prostoru R** x R™
(srv. kapitolu 1).

Z Thomovy véty, jejiho zobecn&ni uvedeného v Pozndmce 2 a ze vzorce (4) pak dostidvdme tento
disledek: je-li k < 4 a f € &(k + n) je stabilni rozvinuti, potom je v okoli potdtku mnoZina Sing f
hladkou podvarietou dimenze k v R*** Diikaz op&t pfenechdme &tenifi jako uZitedné cvideni.

11. Komentsf na zdvér

Thomova véta ddvd lokdlni popis tzv. elementdrnich katastrof v pfipadg, Ze k < 4.
Dosud jsme zde neobjasnili slovo ,,elementdrni‘‘, coZ je moZné ulinit pouze v SirSich
souvislostech. Také bychom rddi néco fekli o globdlnim popisu procesi, a to i procesit
obecnéjsich, neZ jsme dosud studovali.
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Pfedpoklddejme, Ze jsou ddny dvé& hladké variety B a M. (Ctenéi‘, ktery neni obeznd-
men s abstraktni definici hladké variety, si miZe predstavovat dv€ hladké podvariety
né&jakych kartézskych prostorti — tim podle tzv. Whitneyovy véty o vloZeni nevznikne
Zadnd Gjma na obecnosti.) Varieta M se nazyvad prostor stavi a varieta B Fidici prostor.
UvaZujeme kartézsky soudin B x M a projekci n : B x M — B. Procesem nazveme
libovolnou podmnoZinu variety B x M. JestliZe s je proces a u € B, definujme s, jako
pranik s n ({u} x M), ktery povaZujeme za podmnoZinu v M. Rekneme, e u € B je
reguldrni bod procesu s, jestlize existuje okoli Usu v B a homeomorfismus h : U x
X M > U x M takovy, ¢ nch=nnaU x M a h(sn (U x M)) = U x s,. Tedy
v okoli reguldrniho bodu je proces ,,ekvivalentni‘ s konstantnim procesem. Katastro-
fickou mnoZinou procesu s pak nazveme mnoZinu jeho nereguldrnich bodt v B.

Tato definice je pro praktické vyuZiti ptili§ obecnd. Pfedpoklddejme proto ddle, Ze na
B x M je ddno hladké vektorové pole X, které se vSude dotykd vertikdlnich pod-
prostorit {u} x M, u € B. Pro u € B pak restrikci X |, x ) miZeme uvaZovat jako vekto-
rové pole X, na M. Necht nyni proces spliluje pfedpoklad, Ze s, je vidy atraktorem
vektorového pole X, (tj. kaZdd trajektorie vektorového pole X, se v limit& blizi k n&-
kterému bodu a €s,). Tato situace jiz byla matematicky zkoumdna, zistdvd viak zde
ptili§- mnoho otevienych problémi (viz napt. [1]).

Budeme nyni pfedpoklddat existenci hladké funkce V: B x M — R takové, Ze pro
kazdé u € B je vektorové pole X, gradientnim polem funkce — V¥, (zde V, je restrikce
funkce V k vertikdlnimu podprostoru {u} x M uvaZovand jako hladkd funkce na M).
Potom s, je prdv€ mnoZinou lokdlnich minim funkce V, pro kazdé u € B, tedy v nasem
obvyklém oznaceni plati s = Min V. Matematické modely v Thomoveé teorii, které
vzniknou z ptedchozi specidlni situace se nazyvaji gradientni modely. Elementdrni
katastrof’y jsou pak prdvé ty katastrofy, které se objevuji v pfipad€ gradientnich modeld.

I v pfipadé€ gradientnich modelt jsou &inény nékteré dalsi konvence o priibéhu procesu a to hlavné&
z hlediska aplikace matematického modelu. Konvence uplného prodleni znamend, Ze stav procesu
musi zistat v tomtéZ lokdlnim minimu co mozZno nejdéle, tj. dokud se pfi dal$i zmé&né& Fidicich para-
metril lokdlni minimum nezméni v inflexnf bod (pfesné&ji feteno v sedlovy bod) a nezmizi. Pravé tato
konvence byla dusledné uplatfiovdna v ¢ldnku I. VLEKA a J. ZELENIECE a také v nékterych dvahéich
v tomto &ldnku (definice mnoZiny Cat v kapitole 2). Jind konvence je konvence Maxvellova: ta iika,
Ze stav procesu vzdy ,,vyhleddvd bod absolutnfho minima potencidlni funkce V,, 4 € B. Definice
katastrofické mnoziny v B X M ziejmé& zdleZi v tom, jakou konvenci si zvolime.

Popis globdlniho gradientniho procesu v Thomové€ teorii je pak ddn ,,slepenim‘
velkého poctu lokdlnich popist, tedy v podstaté elementdrnich katastrof, jejichZ redu-
kované typy jsou ddny v tabulce.
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Nestandardné Ciselné systémy a odévodnenie
Leibnizovho infinitezimalneho poctu

W. A. J. Luxemburg, Pasadena*)

Matematikov a filozofov vzdy zaujimal problém nekonecna. Pri §tudiu réznych otdzok
tykajucich sa fyzického sveta v§imali si Gréci infinitezimdlne Cisla, teda také, ktoré su
nekoneéne malé, ale predsa kladné. Tento pojem je na prvy pohlad celkom jasne sporny.
Vela Grékov, medzi nimi Eupoxos, EUKLIDES a ARCHIMEDES, malo hlboku a trvala
nedoveru vodi pojmu nekoneéna. Tdto nevdla sa najvyraznejie prejavila v ZENONOVYCH
paradoxoch. ARISTOTELES neuzndval aktudlne nekoneéno, akceptoval viak pojem poten-
cidlneho, stdle rastuceho nekoneéna. U Euklida md bod v priestore polohu, ale Ziadnu
rozlohu a dékazom s infinitezimdlnom sa Euklides vyhyba.

Tak ako Aristoteles a Euklides aj Archimedes odmietal infinitezimdlno. Ukdzal, ako
sa dd vyhnut infinitezimdlnu Eudoxovou metédou exhaustdcie. Archimedes ako prvy
explicitne vyslovil, Ze kaZzd4 aj td najmensSia kladnd veli¢ina, ktorti dostatoéne mnohokrat
samu so sebou s¢itame, ddva Tubovolne velky vysledok. Tdto archimedovskd vlastnost
je jednou zo zdkladnych vlastnosti redlnych &isel. Zrejme by viak infinitezimdlne Cislo
nebolo potom archimedovské.

Infinitezimdlny polet sa spoCiatku zaoberd hlavne s (1) problémami kvadratury,
ako ur&enie obsahu priestorov a ploch, dizok atd., (2) otdzkami zmeny prirastku. VeImi
zaujimavym historickym faktom je, Ze vlastne vSetci, ktori spociatku pracovali na tychto
problémoch (aj Archimedes), pouZivali infinitezimdlne &isla ndzorne a heuristicky.
Tento spésob myslenia dosiahol svoj vrchol v prdcach HUYGENSA, LEIBNIZA, NEWTONA,
BERNOULLIOVCOV, EULERA a CAUCHYHO. Newton a Leibniz nasli fundamentdlne vety
infinitezimdlneho podtu a Newton pouZiva infinitezimdlne Cisla na urcenie svojich
fluxiénov. Povazoval infinitezimdlne &isla za veli€iny, ktoré sa popisuju spojitymi pohyb-

*) Pieklad ¢lanku Nichtstandard-Zahlsysteme und die Begriindung des Leibnizschen Infinitesimalkal-
kiils oti§t&ného v ,,Jahrbuch Uberblicke Mathematik 1975 pofidila EvA GEDEONOVA. Pozn. red.
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