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Nestandardné Ciselné systémy a odévodnenie
Leibnizovho infinitezimalneho poctu

W. A. J. Luxemburg, Pasadena*)

Matematikov a filozofov vZdy zaujimal problém nekone¢na. Pri §tudiu r6znych otdzok
tykajucich sa fyzického sveta vSimali si Gréci infinitezimalne Cisla, teda také, ktoré su
nekoneéne malé, ale predsa kladné. Tento pojem je na prvy pohlad celkom jasne sporny.
Vela Grékov, medzi nimi Eupoxos, EUKLIDES a ARCHIMEDES, malo hlboka a trvalu
nedoveru vodi pojmu nekoneéna. Tdto nevdla sa najvyraznejsie prejavila v ZENONOVYCH
paradoxoch. ARISTOTELES neuzndval aktudlne nekone¢no, akceptoval viak pojem poten-
cidlneho, stdle rastuceho nekoneéna. U Euklida md bod v priestore polohu, ale Ziadnu
rozlohu a dékazom s infinitezimdlnom sa Euklides vyhyba.

Tak ako Aristoteles a Euklides aj Archimedes odmietal infinitezimdlno. Ukazal, ako
sa d4 vyhnut infinitezimdlnu Eudoxovou metédou exhaustdcie. Archimedes ako prvy
explicitne vyslovil, Ze kazd4 aj td najmenSia kladnd veliCina, ktori dostatoéne mnohokrat
samu so sebou s¢itame, ddva Tubovolne velky vysledok. Tato archimedovskd vlastnost
je jednou zo zdkladnych vlastnosti redlnych Cisel. Zrejme by viak infinitezimdlne Cislo
nebolo potom archimedovské.

Infinitezimdlny polet sa spotiatku zaoberd hlavne s (1) problémami kvadratiry,
ako ur&enie obsahu priestorov a ploch, dizok atd., (2) otdzkami zmeny prirastku. Velmi
zaujimavym historickym faktom je, Ze vlastne vSetci, ktori spociatku pracovali na tychto
problémoch (aj Archimedes), pouZivali infinitezimdlne &isla ndzorne a heuristicky.
Tento spésob myslenia dosiahol svoj vrchol v prdcach HUYGENSA, LEIBNIZA, NEWTONA,
BERNOULLIOVCOV, EULERA a CAUCHYHO. Newton a Leibniz nasli fundamentdlne vety
infinitezimdlneho podtu a Newton pouZiva infinitezimdlne Cisla na urcenie svojich
fluxiénov. Povazoval infinitezimdlne &isla za veli€iny, ktoré sa popisuju spojitymi pohyb-

*) Pieklad ¢lanku Nichtstandard-Zahlsysteme und die Begriindung des Leibnizschen Infinitesimalkal-
kiils oti§t&ného v ,,Jahrbuch Uberblicke Mathematik 1975 pofidila EvA GEDEONOVA. Pozn. red.
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mi a nepovazoval ich za veli€iny, ktoré existuji v nekoneéne malych &astiach. Neskor
sa im pokusil celkom vyhnit a svoje Principia Mathematica napisal v &isto finitnom
euklidovskom $tyle. Leibnizov postoj k infinitezimdlnym ¢&islam bol v istom zmysle
celkom iny. Z filozofickych dévodov aktudlne nekoneéno sice neodmietal, ale vo svojich
neskorSich rokoch sa domnieval, Ze nemd v analyze miesto. PretoZe sa myslelo, Ze neko-
neéne malé a nekone¢né velké ¢isla m6Zu mat nie€o spolo¢ného s aktudlnym nekonec-
nom, pokladal ich Leibniz za idedlne prvky podobne ako imagindrne &isla. Naozaj si
Leibniz predstavoval, Ze systém kone€nych &isel sa dd rozsirit pridanim nekone&ne
malych a nekonedéne velkych &isel tak, aby novy systém mal tie isté vlastnosti ako systém
koneénych &isel. V Leibnizovom kalkule st diferencidly nekoneéne malé. Pre tieto
diferencidly vynasiel svoj uZito¢ny d-kalkul so symbolickym zdpisom ich odvodzovania
dy = f(x + dx) — f(x) = f'(x) dx. Technické prednosti Leibnizovho kalkulu voc&i
spOsobu zapisovania fluxiénov bodkami, ktoré zaviedol Newton, umoZnili rychly vyvoj
analyzy na eurdpskom kontinente, kde sa Leibnizove idey pohotovo prijali.

Napriek sile a elegancii nového kalkulu, nebolo inosné jeho odévodnenie vychddza-
juce z pojmu infinitezimdlnych &isel. Infinitezimdlny pocet bol veImi kritizovany, hlavne
biskupom BERKELEYM. Zaobchddzanie s infinitezimdlnymi &islami, ktoré sa v tej istej
formuli raz povazuji za nuly, kym na inom mieste sa tie isté diferencidly zasa ponechaju,
dalo Berkeleymu podnet oznalit v The Analyst infinitezimdlne ¢isla za ,,duchov zosnu-
lych veli¢in‘‘.

Leibniz sa v8ak svojich idei o infinitezimdlne nevzdal. Nane§tastie nevedel on a ani
jeho nasledovnici nikdy dostatoéne presne povedat, ktoré pravidld by mali platit pre
novy Ciselny systém. Leibniz v8ak vyslovil princip, Ze vSetko to Co plati pre staré Cisla,
by malo platit aj pre nové. Z jeho spisov viak dostatoCne jasne nevyplyva, na ktoré
zdkony o ¢islach sa md pouZit tento princip. Toto vietko viedlo k ipadku Leibnizovych
idei o infinitezimdlne. V devétndstom storoCi, predovSetkym pod vedenim K. WEIER-
STRASSA, vrdtili sa matematici k euklidovskej prisnosti. D’ALEMBERTOM a CAUCHYM sa
dosiahla presnd vystavba analyzy na zdklade pojmu limity. Weierstrassova e-d-definicia
tohto pojmu dala analyze pevny zdklad pomocou aritmetickych vlastnosti a vlastnosti
usporiadania redlnych isel.

Predsa sa v§ak odvtedy vyskytlo viac pokusov znovu oZivit metddu infinitezimdlnych
éisel. Po objaveni nearchimedovskych telies vybudoval H. HAHN bezospornu tedriu
infinitezimdlnych Cisel. VdZne pokusy pouZit toto teleso v analyze sa vSak nevyskytli.
Dalej sa udrzalo pevné presved&enie, Ze takéto pouZitie nie je moZné. V novSom &ase
navrhli C. SCHMIEDEN a D. LAUGWITZ tedriu infinitezimdlnych ¢isel pre analyzu. Na-
priklad Diracovu deltafunkciu popisali pomocou bodovych funkcii, ktorych hodnoty
mimo nekone¢ne malého okolia nejakého bodu st infinitezimdlne, ale v tomto bode su
nekoneéne velké a ktorych integrdl md hodnotu 1. Hoci nepochybne tdto tedria md
zasluhy, nerie§i Leibnizov problém. To znamend, Ze nebuduje analyzu nad &iselnym
systémom, ktory obsahuje nekone&ne malé a nekone¢ne velké Cisla.

Uplné vyrieSenie tohto Leibnizovho problému podal ABRAHAM ROBINSON v roku
1960. Ukdzal, Ze idey a metddy tedrie modelov su vhodné na objasnenie pojmov ,,neko-
neéne maly*‘ a ,,nekoneéne velky*‘. Teéria modelov je moderné odvetvie matematickej
logiky. Jej ciele mohli by sme popisat asi takto: Je zndme, Ze matematickd tedria sa dd
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formalizovat prostriedkami formédlneho jazyka. Tedria modelov sa na jednej strane
zaoberd vlastnosfami vyrokov, v§eobecnych viet alebo mnozin viet nejakého formdlneho
jazyka, vlastnostami bezospornosti, Giplnosti a podobne, a na druhej strane sa zaoberd
suvislostami medzi mnoZinami viet nejakého formdlneho jazyka a matematickymi
tedriami, v ktorych platia tieto vety.

Korene infinitezimdlneho poctu st v pojme redlneho &isla. Systém redlnych &isel R
sa dd charakterizovat ako dedekindovsky uplné, usporiadané teleso. Z tohto plynie
archimedovskd vlastnost. MdZeme hovorit o systéme redlnych &isel, pretoZe kazdé dva
systémy s touto axiomatikou st navzdjom izomorfné. Zd4d sa, Ze tdto veta o jednoznad-
nosti zabratiuje rozsirit systém redlnych Cisel tak, aby obsahoval nekoneéne malé a neko-
necne velké Cisla a aby predsa platili vietky vlastnosti systému R. Presne na tomto mieste
vstupuju do hry pojmy a idey teérie modelov. Otdzku si skutoéne treba postavit takto:
V akom zmysle md mat rozSireny systém tie isté vlastnosti ako R? Bola to Robinsonova
hlbokd myslienka, Ze formdlny jazyk ndm umozZni upresnif Leibnizove tvrdenie. Teda,
Ze sa dd bezosporne dokazovat, ako keby infinitezimdlno existovalo. Robinson vytvoril
prvé rozsirenia systému R, do ktorych patria nekoneéne malé prvky a ktoré vistom zmys-
le maju tie isté vlastnosti ako R. Pri vhodnej interpretdcii sa moze pokladat rozsireny
systém za novy model pre nejaku mnoZinu pravdivych viet v R. Takéto modely sa nazy-
vaji ne$tandardné modely a z tohto pochddza ndzov ,,ne§tandardné ¢isla‘“.

Existenciu ne$tandardnych &iselnych systémov ukédzal Robinson pomocou zndmeho
principu lokalizdcie terie modelov: Ak nejaky systém viet nejakého formdlneho jazyka
L*) md td vlastnost, Ze kaZdy konecny podsystém viet je pravdivy v nejakom (Standard-
nom) univerze, tak existuje nestandardné univerzum, v ktorom s pravdivé vietky vety
daného systému. Tento princip vyplyva zo sldvnej GODELOVES vety o Uplnosti. Tato veta
hovori: MnoZina viet nejakého formdlneho jazyka L"‘) je prdve vtedy logicky konzistent-
nd (t. zn. nemdZe sa z nich vyvodit spor), ak existuje takd interpretdcia symbolov v jazy-
kovom univerze, Ze vietky tieto vety si pravdivé.

Teraz krdtko ukdZeme, ako vyuZil Robinson princip lokalizdcie, aby odstrdnil vietky
protiklady, ktoré po storocia boli zdanlivo zviazané s infinitezimdlnymi &islami.

Symbolom R oznaé&ime systém redlnych &sel. Nech K je mnoZina vietkych viet, ktoré
su pravdivé v R a daju sa formulovat v predikdtovom pocte prvého rddu. Nech slovnik
L tohto predikdtového poétu obsahuje dostatoény zoznam symbolov tak, aby sa dalo
popisat R a vietky n-drne reldcie (n = 1,2, 3, ...) v R. Teda zoznam obsahuje napriklad
bindrnu reldciu E(x, y) pre rovnost x= y, bindrnu reldciu usporiadania O(x, y) tj.
x < y,terndrnu reldciu S(x, y, z) pre si€et x + y = z, terndrnu reldciu P(x, y, z) st&inu
xy = z, undrnu reldciu N(x) ,,x je prirodzené &islo*, atd. Reldcie si podmnoZiny
kartézskych si¢inov R x R x ... x R = R" Funkcie na R su $pecidlne bindrne reldcie
F(x, y) s vlastnostou (Vx) (Vy) (Vz) [F(x, y) a F(x, z) = E(y, z)], pri¢om symbol V zna-
mend ,,pre vietky*‘.

Nech teraz I je nekonednd mnoZina vyrokov O(r, b), kde r prebicha vietky redlne
&sla a b je novd konstanta z L, ktord nie je menom Ziadneho prvku z R. Dalej nech
J =K uUl, teda veta patri do J, ak patri do K alebo do I. Teraz ukdZeme podla

*) Autor md na mysli jazyky prvého radu. Pozn. pr.
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Robinsona pouzitim principu lokalizdcie, Ze mnoZina K U I = J md model. K tomu
ndm staéi ukdzat, e kazd4 koneénd podmnoZina H mnoZiny K U I md model. Teda
H pozostdva z viet mnoZiny K a nanajvy$ koneéného po&tu viet tvarur; < b,r, < b, ...,
r, < b. Musime teraz ndjst vhodnu interpretdciu. Interpretujme v3etky konStanty
z H rozne od b prdve tak ako v K a b ako redlne ¢&islo, ktoré je vicSie ako ry, ..., 7,
Pri tejto interpretdcii symbolov z viet mnoZiny H je systém viet H pravdivy v R. Teda
mnoZina J = K uI md podla principu lokalizdcie model, ozna€ime ho *R. Z existencie
*R méZeme usudit, Ze existuje interpretdcia symbolovz J = K U I vmodeli *R, oznaéme
ju @. VSimnime si, Ze tdto interpretdcia priraduje kazdému prvku r € R jednozna&ne
ureny prvok ¢(r) z *R. Ind€ povedané, ¢ : R — *R je injektivne, ¢ je jedno-jednozna¥né
zobrazenie z mnoZiny R na podmnoZinu mnoZiny *R. M6Zeme odteraz predpokladat,
Ze R sa stotoZni s touto podmnoZinou. Teda méZeme pokladat *R za roz§irenie mnoZiny
R. KedZe axiémy, vyjadrujice to, Ze R je usporiadané teleso, patria do K, je aj *R (pri
interpretdcii @) usporiadané teleso! PretoZe pre vietky redlne &isla r plati r < b v *R
oznaduje b také &islo, ktoré je vacsie ako vietky redlne Cisla. Teda &islo b m6Zeme nazvat
nekoneéne velkym &slom. Pri zobrazeni ¢ md ka?d4 n-drna reldcia v R kdnonické roz-
$irenie v *R, ktoré m4d tie isté vlastnosti ako md dand reldcia v R. Jednd sa viak len
o tie vlastnosti, ktoré sa daji vyjadrit vetami z K. Toto kdnonické rozSirenie ndm
dovoluje jednozna&ne preniest do *R vietky elementdrne funkcie analyzy ako x", exp x,
log x, sin x, cos x, cosh x atd., pri€om vlastnosti, ktoré sa daja vyjadrit v K, sa zachovaju.
Napriklad nasledujtica veta patri do K:

Pre vietky x a pre vietky y [cos (x + y) = cos x cos y — sin x sin y]. Teda rozsirenia
funkcii cos a sin v *R maju tito istd vlastnost. Tak isto kaZzdd podmnoZina S mnoZiny R
md kdnonické roziirenie na podmnoZinu *S mnoZiny *R. PodmnoZina *S m4d tie isté
vlastnosti ako S, pokial sa tieto vlastnosti daju vyjadrif v K. Teda aj podmnoZina N
prirodzenych ¢isel md jednozna&né rozsirenie *N, ktoré nazveme mnoZinou prirodzenyeh
¢isel v *R. PretoZe *R obsahuje nekoneéne velké a nekoneéne malé &isla, je *R nearchi-
medovské. Do K viak patri veta, ktord vyjadruje archimedovsku vlastnost R:

(Va)(Vb)[a >0ab > 0= (3n){neNana > b}].

Tdto veta plati aj v *R pri interpretdcii ¢. Teda v *R mdme ,,archimedovsku‘¢ vlastnost
v tomto zmysle:

(Va)(vb)[a >0a b > 0= (3n){ne*Nana > b}].

Vzhladom na obvykld terminoldgiu nazveme prvky mnoZiny *R redlnymi &islami a na
rozliSenie prvky mnoZiny R < *R S$tandardnymi redlnymi ¢&islami. Redlne &islo
a € *R sa nazyva konecné, ak |a| < r, kde r je Standardné redlne &islo. Redlne &islo h
sa nazyva infinitezimdlne,ak |h| < r pre vietky kladné Standardné redlne &isla. MnoZinu
vSetkych koneénych &isel z *R oznadime ako R,, mnoZinu vietkych infinitezimdlnych
Cisel ako R;.

PretoZze R < R,, je mnoZina R, neprdzdna. Existencia nenulovych nekoneéne malych
(infinitezimdlnych) &isel v *R vyplyva z toho, Ze prevrdtené hodnoty nekone&ne velkych
¢isel st nekone€ne malé.
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Vieme, Ze *R je usporiadané teleso. Potom z tedrie telies vyplyva, Ze ku kaZzdému
konednému ¢&islu a € R, existuje jednoznaéne uréené §tandardné redlne &islo, oznaéme ho
st (a)*), ktoré sa nekone&ne mdlo 1idi od a, teda a — st (a) € Ry. Vo vieobecnosti budeme
hovorit, Ze a, a a, sii nekoneéne blizke, (oznadenie: a; = ;a,) ak a; — a, € R,. Teda
ku kazdému kone¢nému a € R, existuje prdve jedno Standardné redlne &islo st (a),pre
ktoré a = ;st(a). Této funkcia ,3tandardnej &asti‘“ md nasledujiice vlastnosti: Pre
vietky a,be R, je st(a + b) = st(a) + st (b), st(ab) = st (a)st(b), ak a < b, tak
st (a) < st (b), st (|a|) = st (a)|, st (max (a, b)) = max (st (a), st (b)), takisto st (min (a,
b)) = min (st (a), st (b)), ak st (a) = 0, tak a = ,0.

Z existencie Standardnej Casti vyplyva, Ze kaZzdé kone&né redlne &islo sa dd jednoznaéne
napisat ako sucet jedného §tandardného &isla a jedného nekone&ne malého &isla. KedZe
existuji nenulové nekone€ne malé &isla, existujii aj kone&né redlne &isla, ktore nie st
Standardné. Monddou $tandardného redlneho ¢&isla r € R nazyvame mnoZinu vietkych
a € *R takych, Ze a = ;r. Monddu redlneho &isla r € R ozna¢ime ako p(r). Teda pu(0) =
= R, . Ak ry, r, st dve rozne $tandardné redlne &isla, tak u(ry) N p(r,) je prdzdna.
Cize dve §tandardné redlne &isla sa rovnaji prdve vtedy, ked ich rozdiel je infinitezimdlny.
Tento vyrok moZno pokladat za upresnené znenie jedného z axiémov, ktoré uviedol
L’HOSPITAL v prvej uéebnici infinitezimdlneho poétu, ktord vysla v roku 1696.

V rdmci *R sa dd vybudovat infinitezimdlny pocet tak, ako si to asi Leibniz pred tristo
rokmi predstavoval. Tu méZeme uviest len niekolko typickych prikladov. Za¢neme
limitami postupnosti. K tomu vSak potrebujeme niekolko pripravnych uvah o §tandard-
nych postupnostiach v *R a o mnoZine *N prirodzenych &isel v *R.

Nech {s,} je postupnost Standardnych redlnych &isel. Teda s, je funkctou na N, ktorii
najprv definujeme pre vietky §tandardné prirodzené &isla a ktorej hodnoty si §tandardné
redlne &isla. Je jasné, Ze pri prechode z R na model *R sa definicia {s,,} rozsiri na vietky
n € *N, t. zn. na vietky prirodzene &isla v *R. Citatel sa e3te pamitd, Ze *R je pravé roz-
Sirenie mnoZiny R, t. j. *R obsahuje prvky, ktoré nie su $tandardné. Najprv ukdZeme,
Ze existuju aj nové prirodzené Cisla. K tomu poznamenajme, Ze v R plati nasledujici
vyrok: Ku kazdému r € R existuje n € N tak, Ze r < n. Prislu§nd formula je

(Vr)[reR]=(3n)[neNar <n].

Tdto veta patri do K, a preto plati aj v *R, to znamend
(Vr)[re*R] = (3n)[ne*Nar <n].

Teda ak r je nekonecne velké, tak existuje aj nekonecne velké prirodzené ¢islo. Aby sme
lepsie spoznali §truktiru prirodzenych &isel *N, ukdZeme, Ze kazdé neStandardné pri-
rodzené &islo je nekoneéne velké. Cize kazdé kone&né &islo z *N je $tandardné ¢islo.
K tomu poznamenajme, Ze pre koneéné w € *N existuje Standardné prirodzené cislo
neNtak,Ze 1 £ w = n. Do K patri tento pravdivy vyrok o N:

(Vk)[keNa1 <k <n]=[k=1alebo k = 2alebo... alebo k = n],
*) Za st (a) polozime inf {r e R: a < r}. Pozn. pr.
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pri¢om 1, 2, ..., n su tie konstanty formdlneho jazyka, ktoré oznaduju prvych n prirodze-
nych &isel. Pri prechode z R do *R dostaneme vyrok, ktory plati v *R:

(Vk)[ke*Nal <k < n]=[k=1alebo...alebo k = n].

Dostdvame w = 1 alebo w = 2 alebo ... alebo w = n, t. zn. @ je §tandardné prirodzené
¢islo. Teda *N pozostdva z prirodzenych &isel a z nekonecne velkych ne$tandardnych
prirodzenych ¢isel. MnoZinu ne§tandardnych prirodzenych &isel oznatme *N \ R.

Pre dalsi vyklad je dolezité, aby ¢&itatel nahliadol, Ze mnoZina vietkych nekoneCne
velkych &isel nepatri do modelu *R.*) Spogiva to v tom, Ze podmnoZiny *R-modelu
maji s podmnoZinami R spolo¢né prdve tie vlastnosti, ktoré sa daji vyjadrif vetami
jazyka L. K bola mnoZina pravdivych viet v R, ktoré sa daji formulovat v L. K obsahuje
jednu vetu, ktord vyjadruje pravdivy vyrok, Ze kazdd neprdzdna podmnoZina prirodze-
nych ¢isel md prvy prvok. Ale *N \ N nemd prvy prvok. Ak totiZ w > n pre vietky
$tandardné prirodzené &isla, tak je tieZ w > n + 1 pre vietky Standardné &isla n. Dalej
by sme mali @ — 1 > n, ¢o znamend, Ze aj w — 1 by bolo nekoneéne velké. Vidime,
Ze *N \ N nemd najmensi prvok a teda nemdéZe byt mnoZinou modelu *R. Podobne
dostaneme, Ze ani N nie je mnoZina modelu *R. KedZe tito mnoZina je zhora ohraniéend,
napriklad nekoneéne velkym &islom, musela by mat aj ako mnoZina prirodzenych Cisel
najvacsi prvok.

Teraz uz méZeme odvodit jeden zdkladny princip, a to princip permanencie: Pod-
mnoZina mnoZiny *R, ktord patri do modelu a obsahuje vSetky nekonecné prirodzené
¢isla, obsahuje aZ na konecny pocet vietky konecné prirodzené éisla. (Predpokladajme,
Ze A je podmnoZina prirodzenych &isel, patri do modelu, obsahuje *N \ N, a jej komple-
ment B = *N \ A4 v *N obsahuje nekoneéne vela $tandardnych prirodzenych d&isel.
PodIa toho, ¢o sme ukdzali pre *N, mnoZina B obsahuje nekoneéne velké prirodzené
gisla. Toto je viak v spore s *N \ N < 4.)

Teraz sa budeme venovat limitdm §tandardnych postupnosti $tandardnych &isel {s,}.
Pri prechode z R do *R definicia {s,} sa automaticky roz3iri na celé *N. TakZe ku kaZdej
Standardnej postupnosti {s,} Standardnych &isel jednozna¥ne odpovedd postupnost
{*s,} na *N, pri€om *s, = s, pre vietky §tandardné prirodzené &isla n. UkdZeme, ako su
uréené vlastnosti postupnosti {s,} prvkami postupnosti {*s,} pre nekonene velké
hodnoty n. Najprv uvedieme tento jednoduchy vysledok:

Standardnd postupnost {s,} je ohranicend prdve vtedy, ked *s,, je konecné pre vsetky
nekonecne velké hodnoty indexu . (Ako obvykle, §tandardnu postupnost nazyvame
ohrani&enou, ked existuje konednd konstanta M tak, Ze |s,| < M pre vietky Standardné
prirodzené &isla n.) Teda ak {s,} je ohraniend, K obsahuje vetu

(3r) (¥n) [[n e NT = [|ss| = 711 -

Této veta plati tiez v *R. Z tohto vyplyva, Ze |*s,| < r pre vietky w e *N. Naopak,
predpokladajme teraz Ze *s,, je kone¢né pre vietky indexy w € *N \ N. PretoZe *s, = s,

*) O podmnoZine P univerza modelu M hovorime, Ze patri do M, ak je definovateIna v prislusnom
jazyku prvého radu. MnoZina Q patrf zrejme do modelu *R préve vtedy, ked existuje mnozina S S R
tak, ze *S = Q. Pozn. pr.
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pre koneéné n, je zrejmé, Ze *s, je koneéné pre vietky n € *N. Teda pre Iubovolné neko-
ne¢ne velké kladné Cislo u z *R plati:

(vn) [[n € *N] = [[s,| < ]]
(3a) (Vn) [[n € *N] = [[*s,| < a]].

Této veta sa viak dd formulovat v K a preto musi platif v R. (Ind¢ by negdcia tejto
vety platila v R a dala by sa vyjadrit ako veta v K. Teda platila by v *R, &o je spor.)
Cize existuje Standardné redlne &islo a, tak, Ze v R plati (Vn) [[n e N] = [s, < ao]].
To viak znamend, Ze {s,} je ohranidend.
Pokradujeme v teérii limit:

Standardné cislo s je limitou Standardnej postupnosti {s,} pri n idicom do nekonecna
prdve vtedy, ked *s, = (s (= st(s,)) pre vSetky nekonecne velké indexy n. Podmienka
je nutnd. Z lim s, = s vyplyva, Ze ku kaZzdému & > 0 existuje &islo n, € N tak, Ze v R
plati vyrok

a v *R plati taktiez:

() [[neNan 2 o] = [|s - 5, < e]].

Tento vyrok sa viak dd formulovat ako veta v La patri do K a preto plati v *R. Ked Ze
kaZzdy nekoneéne velky index n je va&8i ako no, plati |s - "‘s,,| < ¢. Toto viak plati
pre vietky & > 0, teda &islo |s — *s,| musi byt infinitezimdlne, a *s, = ;s pre vietky neko-
ne¢ne velké indexy n. Nech teraz naopak $tandardnd postupnost {s,} md vlastnost, Ze
pre vietky nekoneéne velké n je *s, = s, kde s je $tandardné &islo. Nech ¢ je Tubovolné
kladné Standardné Cislo a nech I je mnoZina vietkych indexov n € *N pre ktoré |*s,, -
- s| < & Potom I je podmnoZina mnoZiny *N, I patri do modelu a obsahuje *N \ N.
Potom vSak z principu permanencie vyplyva existencia §tandardného indexu n, tak,
Ze I obsahuje vietky n = n,. Teda je [s,, — s| < epre vietky n = n,. Ddkaz je skon&eny.

Z tohto bezprostredne vyplyva, Ze kaZzdd konvergentnd $tandardnd postupnost je
ohrani€end. Ak postupnost {s,} konverguje k s, tak *s, = ;s pre vietky nekone&ne
velké n. CiZe *s, musi byt kone&né pre vietky nekone&né n.

Z horeuvedenych vysledkov Iahko vyplyvaji zndme formuly o limitdch, ako napriklad
lim (s, + t,) = (lim s,) + (lim ¢,) a lim (s,t,) = (lim s,) (lim ¢,). Ak lim s, = salim¢t, =
= t, tak pre vietky nekonené n je *s, = s a *1, = t. Z tohto dostdvame *(s, + t,) =
= *5, + *t, = ;s + t pre vietky nekone¢né n. PretoZe suin nekoneéne malého a ko-
neéného &isla je nekonene malé, je *(s,t,) = "s,*t, = st + s(*t, — t) + (*s, — s) *t,
= ySt.

Ked chceme dokdzat, Ze lim {/ n = 1, potrebujeme vy§etrit hodnoty V n pre neko-
ne¢ne velké n. Nech je @ € *N \ N nekonecne velké a poloZme "\’/a) =1 + h. Je zrej-

(=]
mé, Ze h > 0. PouZitim binomického rozvoja dostaneme w = (1 + h)® =Y. (;l:) K-,
PretoZe h > 0, je sti&et radu va&i ako kaZdy jej &len a teda k=0

o > o(w — 1) k%2

Dostali sme 0 < h < /(2/o — 1) = ,0. Vidime, Ze 2/w =1 pre vietky nekonene
velké w, ¢o znamend lim '{/n = 1.
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Pripominame, Ze sa §tandardné &islo s nazyva hraniénym bodom $tandardnej postup-
nosti {s,}, ak ku kaZdému kladnému §tandardnému &islu ¢ a kaZdému $tandardnému
indexu k € N existuje §tandardny index n € N, n > k, tak,7¢0 < [s, — s| < &. UkdZeme:
Standardné &islo s je hrani¢nym bodom Standardnej postupnosti {s,} prdve vtedy, ked
existuje nekonecne velky index w € *N \ N tak, Ze

*Sw = 15a ¥s, £ 5.

Nech s je hraniénym bodom {s,}. Potom podIa horeuvedene;j definicie nasledujici vyrok
je pravdivy v R:

(V) (Vk)[[e > 0]a[keN]=(In)[neNan> ka0 <|s, — s| <e]].

Tento vyrok sa dd formulovat v L, patri do K a teda plati aj v *R. Nech ¢ = h > 0 je
kladné nekone€ne malé ¢islo a nech k = w je nekonecne velké prirodzené &islo. Potom
v *R plati nasledujici vyrok

(@An)[[ne*Nan>w]a0 < |*s, —s| < h]].

Toto v8ak znamend, Ze existuje nekonecne velky index n tak, Ze *s, = ;s a suCasne
*s, # 5. Teda podmienka je nutnd. Nech naopak existuje nekoneéne velky index n tak,
Ze sicasne plati *s, = ;s a *s, # s. Ked zvolime Tubovolné kladné §tandardné &islo ¢
a prirodzené §tandardné &islo k, potom v *R plati nasledujici vyrok:

(An)[[ne*N]a[n>Kk]a[0 < |*s, — s| <&]].

Ako predtym vidno, Ze tento vyrok plati aj v R. Z tohto vyplyva, Ze s je hrani¢énym bo-
dom {s,}. Dokaz je dokon&eny.

Citatel si lahko preveri, Z¢ Cauchyho konvergencné kritérium nadobudne tento tvar:

Standardnd postupnost'{s,,} konverguje prdve vtedy, ked pre vSetky nekonecne velké
prirodzené éisla w a o' plati *s, = ,*s,..

Povedzme si este nie€o o mnoZindch modelu *R. UZ sme naznadili, Ze pri prechode
z R do *R sa kazdd podmnozina S mnoZiny R roz8iri na mnoZinu *S mnoZiny *R.
MnoZina *S md tie isté vlastnosti ako S, pokial sa daju vyjadrif vetami z K. Ked r
je konstanta z L, ktord oznacuje prvok z S, potom obsahuje K vetu, ktord md tvar
(3x) [x = r a x € S]. Toto jednoducho znamend, Ze r je prvkom S. T4to veta plati tiez
v *R a vyjadruje to, Ze *S je roz§irenim S. Ked S je koneénd podmnoZina mnoZiny R,

= {54, ..., S}, n € N, potom je *S = S. Plati to preto, lebo veta

(vx) [[x e S] <> (3i) [[i = 1 alebo i = 2 alebo...aleboi = n]a[x = s,]

patri do K a teda plati v *R, priom n a prvky z *S chdpeme ako konstanty. Z toho
S = *S.

UkdZeme teraz ddlezitu vlatnost mnoZin modelu *R. Ziadna nekone&nd podmnoZina
S mnoZiny R nie je mnoZinou modelu. Pre mnoZinu prirodzenych &isel N sme to uz ukd-
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zali. Tento poznatok vyuZijeme na to, aby sme tiito vlastnost dokdzali pre vietky neko-
neéné podmnoZiny mnoZiny R. Vieme, Ze kazdd nekoneénd podmnoZina S mnoZiny R
obsahuje nekone€nu prostu postupnost {s,,}, n e N. Nech {*s,}, n € *N, je jej rozsirenie
v *R. Nech T je mnoZina vsetkych *s, € *S, pre ktoré existuje n € *N tak, Ze *s, € S.
Je zrejmé, Ze {s,} je podmnoZina mnoZiny T. UkdZeme, Ze T obsahuje len prvky s,.
Keby existoval prvok re T, r # s, pre vietky ne N, potom by v *R platil vyrok:
r # *s, pre vietky n e *N (vS§imnime si, Ze r je Standardné redlne ¢&islo). To je viak
v spore s definiciou prvku r. PretoZe S je mnoZina modelu, je T'ako prienik dvoch mnozZin
modelu tieZ mnoZinou modelu. Poznamenejme, Ze postupnost {*s,} je prostd, pretoZe
postupnost {s,} bola prostd. Vidime, ¢ mno¥ina vietkych n e *N, pre ktoré *s,e T
jerovnd N. Teda N patri do modelu, pretoZe Taj {*s,} si z modelu. Toto je spor, pretoZe
N nepatri do modelu.

Z tohto mdéZeme okamzite vyvodit: Ak Standardnd postupnost {s,,} Standardnych
C&isel md ti vlastnost, Ze {*s,} je Standardné ¢islo aj pre vSetky nekonecne velké n, potom
méZe postupnost nadobudat nanajvys koneény poclet hodnét. Plati to preto, lebo mno-
zina hodndt postupnosti {*s,} v *R patri do modelu, obsahuje len §tandardné &isla, a ako
sme prave ukdzali, musi byt konecnd.

DokdZzeme teraz zndmu Bolzano-Weierstrassovu vetu: KaZdd ohranicend nekonecnd
postupnost md aspori jeden hrani¢ny bod. Nech je teda {s,} ohraniend nekone&nd
postupnost $tandardnych &isel. Z tohto vyplyva, Ze {*s,} je kone&né pre vietky nekone&né
n. PretoZe §tandardnd postupnost {s,} obsahuje nekone&ne vela rdznych prvkov, existuje
asponi jedno w € *N \ N tak, Ze *s,, je ne§tandardné ¢islo. Z nd8ho kritéria pre hranig-
ny bod vyplyva, Ze st (*s,) je hraniénym bodom postupnosti {s,}.

Krétko vySetrime niektoré vysledky tykajice sa redlnych funkcii. Nech f je redlna
funkcia definovand pre a < x < b. Funkcia f sa pri prechode do *R rozsiri na funkciu
*f, ktord m4 tie isté vlastnosti ako f, pokial sa daju vyjadrit vetami z K.

Podobne ako predtym sa dd ukdzat:

lim f(x) = 1 prdve vtedy, ked f(x, + h) = ,I pre vsetky nekonecne malé h # 0.

XX
Funkocia f je spojitd v bode x = x, prdve vtedy, ked f(xo + h) = (f(xo) pre vetky
nekoneéne malé h. Funkcia f je spojitd na intervale (a, b), ak st (*f(x)) = f(st (x)) pre
vletky a < x < b, pre ktoré a < st(x) < b.

Nasleduje jednoduchy nestandardny dokaz Bolzano-Weierstassovej vety o strednej
hodnote: Ak f je spojitd na a < x < b a f(a) <0, f(b) > 0, potom existuje éislo &,
a < ¢&<btak, Ze f(é) = 0. RozdeIme interval na n rovnakych dielov s koncovymi
bodmi x, = a + (k/n)(b — a), 0 S k < n, xo = a, x, = b a uvdZme, Ze pre kazdé n
existuje najmensie prirodzené &islo p tak, ze f(x,) < 0a f(x,.) = 0. PretoZe tento vyrok
sa dd sformulovat ako veta v K, plati tento vyrok aj v *R .V *R voIme n nekone¢ne velké
a vSimnime si, Ze pre prisluiné p, p + 1€ *N je rozdiel x,,+; — x, nekone¢ne maly. Teda
X, A X, Majl t istd tandardnu ast, oznadme ju &. Zo spojitosti f v bode ¢ vyplyva,
Ze f(&) = st* f(x,) = st* f(x,+1). PretoZe f(x,) < 0, f(x,+1) = 0, je f(¢) =0, o sme
tvrdili.

Na zdver si chceme v§imnut diferencovatelnost v modeli *R. Funkcia f je diferenco-
vatelnd v x = x, prdve vtedy, ked existuje redlne &islo I € R tak, Ze
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AY(x) _ (x + Ax) — *(x) _ |
Ax Ax !

pre vietky nekoneéne malé Ax # 0.

Pre diferencovateIné funkcie f na a < x < b plati *f(x + Ax) — *f(x) = f'(x) Ax +
+ x . &(Ax, f), priom & je nekone&ne malé pre vietky nekoneéne malé Ax. Spojitost
funkcie f vyplyva z toho, ze f'(x) Ax + x . &(Ax, f) je nekone&ne malé. Teda kazdd
diferencovatelnd funkcia je spojitd.

Tymto spdsobom sa dd vybudovat cely infinitezimdlny podet bez fazkosti. Po tomto
struénom popise je viak jasné, Ze Robinson uzavrel viacstoroény spor. Ukdzal, Ze je
moZné vybudovat neprotiredivy infinitezimdlny polet na zdklade nekonene malych
a nekonecne velkych &isel. Roz§ireny systém redlnych ¢isel R ndm nepochybne umozZiiuje
presvedcivo oddvodnif Leibnizov infinitezimdlny podet. Pre menej elementdrne pouZitia
ako tu, musime n4¥ pristup prehibif a uvaZovat o zloZitych &iselnych systémoch. Takéto
systémy a iné zobecnenia ne§tandardnych modelov ndjde &itatel v dole citovanej lite-
rature.
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Logika je hygienou, kterou matematik provddi, aby udrZel své ideje
zdravé a silné.
PotFebujeme pochoderi, kterd ndm zdaleka osvétli konec cesty, intuice
Jje takovou pochodni.

H. Poincaré

Nestavte nikdy logickou kdru pFed heuristické koné.
M. M. Schiffer

Rozumové operace jsou jako utoky jizdy v bitvé — jejich pocet je silné
omezen, vyzaduji Cerstvé koné a musi byt zasazeny v rozhodujicich

momentech.
A. N. Whitehead
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