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Inductio ad absurdum?
D. R. Woodall, Nottingham* )

Piedpokladejme, Ze P, je n&jaké tvrzeni o celém d&isle n, které chceme dokézat pro
viechna n 2 n, (obvykle n, = 0 nebo n, = 1).
Princip matematické indukce se pfi $kolnim vyuovéni nejast&ji uvadi v této formé:

A.Jednoduché indukce. Plati-li P,, a P, = P,,, pro kaZdé n = n,, pak P, plati
pro viechna n 2 n,.

To je skute¢né pro mnohé studenty jedind forma matematické indukce, se kterou se
kdy setkaji. Mnoho popisti indukce véetn€ mnoha knih a filmi se zabyv4 témé&f vyhradn&
timto jednoduchym p¥ipadem. Kromé& n€ho se pfi vyuovani uvadi uZ jen jedina dalii
forma indukce, a to tato:

B. Silné indukce. Plati-li P,  a (P,, & P, +1 & ... & P,) = P,, pro kazdé n = n,,
pak P, plati pro viechna n = n,.

Tuto formu indukce lze snadno pfevést na A substituci 0, = (Pp, & Ppys1 & ... & P,)
pro kazdé n. Dikaz**) tvrzeni 4 a B je v podstaté takovyto:

C. Metoda sestupu. Jestlize P, pro n&jaké n = n, neplati, zvolme nejmensi n = n,,
pro n€Z neplati. MiZeme-li odvodit existenci n&jakého m, ny £ m < n, pro n&z P,
neplati, nebo miiZeme-li dojit ke sporu néjakym jinym zpiisobem, pak tento spor doka-
zuje, Ze P, plati pro viechna n = n,.

Z toho také vyplyvé dalsi forma matematické indukce, které obvykle pouZivaji pro-
fesiondlni matematikové:

D. Praktickéd indukce. MiZeme-li dokézat pravdivost tvrzeni P, (pfi¢emZ pfedpo-
kladame, pokud je to nutné, pravdivost tvrzeni P,,, Py 41, ..., Py—1) Pro kazdé n = ny,

*) Ze stejnojmenného anglického originalu pfijatého do tisku v &asopise ,,Mathematical Gazette*
preloZil BOHDAN ZELINKA

**) Oznatme C’ tvrzeni: Neplati-li P, pro néjaké n = n,, potom existuje nejmensi n, pro které P,
neplati. (Tj. mnoZina pfirozenych ¢&isel je relaci < dobfe uspofdddna.) Potom plati A=> C’. Pfesngji:
Bud P mnozina, 1 € P a s funkce na P takova, Ze s(x) € P pro kazdé x € P. Oznaéme (P, s, 1) soustavu
(Peanovu soustavu) praveé s témito vlastnostmi:

(a) s(x) = 1 pro viechna x € P;

(b) pro viechna x, y € P plati: s(x) = s(y)=> x = y;

(c) jestlize A= P, 1 € A a jestlize x € A= s(x) € A, potom A = P.

Na P definujeme operaci + : Pro viechna x, y € P x + 1 = s(x), x + s(») = s(x + y).
Definujeme-li pro kazdé x,y € P: x < y, pravé kdyZ existuje v € P tak, ¢ y = x + v, je potom
Peanova soustava relaci < dobfe uspofdddna (a to neplati, vynechdme-li (c)).

K diikazu C’=> B. Bud P’ = () a relace <’ na P’, které maji pravé& tyto vlastnosti:

(a”) P’je relaci <’ dobfe uspotddéna;

(b’) ke kazdému x € P’ existuje bezprostfedni ndsledovnik, ktery ozna&ime s’(x);

(¢’) kaidy prvek x € P’s vyjimkou prvniho (ozna¢me jej 1) mé bezprostfedniho ptedchudce.
Potom (P’, s’, 1’) je Peanova soustava (a tady nelze vynechat (c’)). (Pozn. red.)
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pak z toho vyplyva, Ze P, plati pro vSechna n = n,. (Poznamenejme, 7Ze mnoZina pfi-
pustnych pfedpokladd P,, P, .y, ..., P,—1 je pfi n = ny prazdnd.) Jinymi slovy, dikaz
indukci je jako kaZdy jiny druh dikazu, aZ na to, Ze pfi dokazovani P, jsme opravnéni
pfedpokladat, Ze n je nejmen3i celé &islo (vEtsi nebo rovné n,), ¢ n€émz dosud nevime,
zda pro né tvrzeni plati.

Zdalo by se, Ze toto tvrzeni je velmi podobné tvrzeni B a dokonce i tvrzeni 4; zde viak
je diraz na né€em zcela jiném. P¥i A nebo B se student osméli zalit tim, Ze dokaZe
,»zaklad“ neboli ,,pofateéni podminku* P, a pak pokracuje dokazovanim pfislusné
implikace; naproti tomu pfi D je na n€ho naloZzeno téZké biimé zaleZejici v tom, Ze ma
dokazovat P, pro kazdé n, a miZe mu pfi tom pomoci pouze pfipominka v zavorkach
o tom, Ze je opravnén predpoklddat platnost tvrzeni pro vSechny pfede§lé hodnoty n,
pokud to potfebuje.

Podle mého nazoru B a zvla§t€ 4 mohou vaZznym zpisobem studenta mast. Maji
svij vyznam tehdy, pokud ma byt student seznamen s indukci pouze jako s jistym druhem
iterace. Pokud vSak mé zajem o pfesné dokazovani nebo se ma setkat s pouZitim indukce
ve slozitéjSich problémech, potom ¢im dfive se seznami s C nebo s D, tim lépe. (Nechci
zde kritizovat axiom indukce jakoZto jeden z axiomut formalni logiky; ten je vyjadien
v podobném tvaru jako A. Néco jiného je v8ak brat néco jako logicky axiom a néco
jiného je uZivat toho jako metody prace v praktické matematice.) Tento svilj nazor
bych zdivodnil tim, Ze pracuji v oboru kombinatorické matematiky; v ni, podobné jako
v teorii grup, patrné vétSina diikazi indukci pouZiva indukce spiSe ve formé D nezZ ve
formé& A4 nebo B. V jinych oborech matematiky tomu miZe byt jinak. Pfesto vSak doufam,
7e uvedené priklady presv&dé¢i Stendfe o tom, jak mohou formy 4 a B snadno vést
k omylim.

V téchto ptikladech graf G sestava z koneéné€ mnoha uzli a hran, kazda hrana (a, b)
spojuje dva rizné uzly a a b a Z4dné dva uzly nejsou spojeny vice neZ jednou hranou
(viz obr. 1). Budeme jako obvykle pfedpokladat, Ze graf musi obsahovat alespoii jeden
uzel, ale nemusi obsahovat Zadné hrany. Stuperi uzlu je podet hran, které jsou s nim in-
cidentni. Cesty a kruZnice jsou definoviny obvyklym zplsobem, bez opakovani uzli

Obr. 1. [

a hran, jak je ukdzano silnymi Carami na obrazku. (RozliSujeme tedy cestu, v niz se
neopakuji uzly ani hrany, od fahu, ktery miZe prochazet jednotlivymi uzly nebo hranami
vicekrat.) Délka cesty nebo kruZnice je pocet jejich hran. KruZnice délky tfi je trojihelnik.
Dva grafy, dv& hrany nebo dvé kruZnice v grafu jsou disjunkini, jestlize nemaji spole&né
uzly (a tedy ani spoleéné hrany), a hranové disjunktni, jestlize nemaji spolecné hrany
(ale mohou mit spole¢né uzly).

Ptiklad 1. Je-li G graf, v némZ kaZdy uzel ma sudy stupeii, pak existuje mnoZina kruznic
v G, po dvou hranové disjunktnich, s tou vlastnosti, Ze kazda hrana grafu G naleZi
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n&které z nich. (Souvislé grafy s touto vlastnosti jsou nékterym &tend¥im znadmy jako
eulerovské grafy.)

Dikaz indukci podle poétu N hran grafu G. (Py je tvrzeni: ,, Ka¥dy graf s N hranami
splitujici pfedpoklady véty spliiuje také jeji tvrzeni.*) Tvrzeni zfejmé& plati pro N = 0;
pfedpokladejme tedy N > 0.

Necht v, vy, ..., v, jsou (vesm&s rizné) uzly grafu G v pofadi podél nejdelsi cesty
Pv G;zde m > 0, protoZe G obsahuje alespoii jednu hranu. PonévadZ v,, ma sudy stupet,
je spojen s n€jakym uzlem v riznym od v,,—,. Pon&vadZ P je nejdelsi cesta, v musi naleZet
cesté P; budiZ tedy v = v;. Potom v, ¥;4 1, - .., Ups ¥; jsou uzly kruZnice C. Odstranénim
hran kruZnice C ziskdme graf G’, ktery obsahuje méné€ neZ N hran a v némZ rovné&Z
kaZdy uzel ma sudy stupeii; tedy podle induk&niho pfedpokladu v G’ existuje mnoZina
kruZnic, po dvou hranové disjunktnich, s tou vlastnosti, Ze kaZda hrana grafu G’ nalezi
n&které z nich. Pfidame-li k této mnoZiné kruZnici C, dostaneme mnoZinu kruZnic v G,
ktera spliiuje tvrzeni véty. Tim je dikaz hotov.

To je jisté spravna uvaha. Jak v§ak postupuje primérny student? Vezme graf o N hra-
nach, o némzZ pfedpoklada, Ze pro néj véta plati, a pfid4 k nému jednu hranu; potom
viak graf pfestane spliiovat pfedpoklady véty. Chudéak student se na to n€kolik minut
beznad&jné diva a potom prejde k dalsi loze. Pro& postupuje takovym divnym zpdiso-
bem? Prost€ proto, Ze se mu stile vtloukalo do hlavy, Ze je pfi matematické indukci
tfeba dokazovat implikaci Py = Py, i, a z toho usuzuje (mylng&), Ze musi zagit s grafem
o N hranéch a snaZit se né&jak ,,postoupit“ k N + 1. Jak je vidét, ma $t&sti, Ze pfidani

wvr v

dalsi hrany tak odividné€ porusuje pfedpoklady véty. Dalsi pfiklad je mnohem zradné&;si.

Ptiklad 2. Diracova véta o hamiltonovskych kruZnicich (DIRAC [1], 1952). Je-li G graf
on = 3 uzlech, v némz kazdy uzel ma stupeii nejméné 3n, potom G obsahuje hamiltonov-
skou kruZnici (kruZnici, ktera prochazi kazdym uzlem grafu privé jednou — nezaméfio-
vat s uzavienym eulerovskym tahem, ktery prochazi kazdou hranou pravé jednou a miZe
tedy prochazet nékterymi uzly vicekrat).

Chybny ,,dukaz* indukci podle n. Tvrzeni zfejmé& plati pro n = 3, tedy indukce
muZe zapodit. Pfedpoklddejme nyni, Ze tvrzeni plati pro kazdy graf o n uzlech, ktery
spliluje pfedpoklady. Vezméme takovyto graf K, ktery podle pfedpokladu obsahuje
hamiltonovskou kruZnici, a pfidejme k nému novy uzel v. Je-li v spojen alespoiis (n + 1)
jinymi uzly, pak musi byt spojen s né€kterymi dvéma uzly, které jsou spojeny hranou
této hamiltonovské kruZnice (protoZe jinak by nemohl byt spojen s vice neZ in uzly).
MuZeme tedy pfidat v k hamiltonovské kruZnici a dostaneme tak hamiltonovskou kruz-
nici nového grafu, coZ jsme méli dokazat.

Této ivahy pouZil jeden student pfed n&kolika lety a ja ji od té doby pouzZivim jako
cvideni. (,,Kde je chyba v tomto ditkazu?*‘) Primérny student zafi §t€stim, kdyZ pfijde
na to, Ze pfidanim nového uzlu v nemusime vZdy dostat graf, ktery spliiuje pfedpoklady
véty, a mysli, Ze takto naSel chybu v ,,diikazu®. Zpravidla vSak vznese namitku, Ze jsme
vlastné tvrzeni dokazali pro urcité grafy, které nespliiuji predpoklady, a byva uveden
do rozpaki, kdyZ mu feknu, Ze diikaz je chybny ne proto, Ze bychom dokazali néco vice,
neZ jsme méli, ale proto, Ze jsme nedokéazali néco, o éem jsme pfedpokladali, Ze je do-
kazédno. Stadi ukazat graf o ¢tyfech uzlech a &tyfech hranach tvoficich kruZnici a ot4zat
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se studenta na vysvétleni, jak tento ,,dtikaz‘‘ ukazuje, Ze tento graf ma hamiltonovskou
kruZnici; potom primérny student spravn€ uréi chybu: ne kazdy graf o n + 1 uzlech
(pti n lichém) spliiujici pfedpoklady véty lze ziskat z grafu o » uzlech také spliiujiciho
pfedpoklady pfiddnim nového uzlu. ,,Dikaz* tedy dokazuje tvrzeni jen pro né&které
grafy spliiujici pfedpoklady, ne pro vSechny.

Tento problém tu vyvstava opét proto, Ze student je veden implikaci P, = P,.,
k tomu, aby povaZoval indukci za proces postupovani od » k n + 1, a aby tedy za&al
grafem o n uzlech, o némz se pfedpoklada, Ze pro néj byla v&ta dokazana. Co by meél
délat, je zadit grafem, pro néjz vysledek neni znam, a odstrariovat uzly tak dlouho, aZ
dojde ke grafu o mensim poétu uzld, pro n&jZ vysledek znim je. Jinymi slovy, ivahy 4
a B vedou studenta k tomu, aby povaZoval indukci za proces postupovani vzhiru od
zndmého k nezndmému, zatimco zpisob pouZiti indukce v praxi ¢asto spodiva v sestu-
povani dolii od neznamého ke znAmému. V tomto smyslu 4 a B mohou vaZnym zpiiso-
bem mést. Spravny dikaz pfikladu 2 indukci nezndm; velmi jednoduchy dikaz bez
indukce podal NEwMAN ([2]) roku 1958. ’

Ma dalsi podstatna namitka proti 4 a B se tyka toho, Ze tyto formy vyvolavaji ne-
spravny dojem o tloze ,,zdkladu“ neboli ,,pocateni podminky* P,,. VSimnéme si
napftiklad nésledujiciho dikazu.

Pfiklad 3. Budiz G graf o n uzlech, v némZ kazdy uzel ma stupeni alespoti m, kde
m = in. Pak G obsahuje alespoii 4(m — 4n) disjunktnich trojuhelniki.

Dtukaz indukci podle m. Tvrzeni véty zifejmé plati pro vSechna m < in; pro né neni
tieba nic dokazovat. Pfedpokladejme tedy m > in. Ponévadz m > 0, graf G obsahuje
alespoii jednu hranu; budiZ (a, b) hrana grafu G. Uzel a je spojen alespoii s m — 1
uzly z celkového poétu n — 2 uzld riiznych od ai b a totéZ plati i pro b. ProtoZe 2(m —
— 1) > n — 2, existuje uzel ¢ rizny od a i od b, ktery je spojen s a i s b, takZe a, b, ¢
jsou uzly trojthelnika. Odstranénim téchto tfi uzlti a vSech hran s nimi incidentnich
dostaneme graf G’ o n — 3 uzlech, v n&m¥ kaZdy uzel ma stupeil alespoii m — 3. Podle
indukéniho pfedpokladu G’ obsahuje alespoit 4(m — 3 — ¥(n — 3)) = 4(m — in) — 1
disjunktnich trojihelnikd, tedy G obsahuje alespoii £(m — 4n) disjunktnich trojihelnikii,
coz mélo byt dokazano.

Co si s timhle po¢ne na$ mily student, kterému byl vitipen princip indukce ve formach
A a B? Je vaZné nebezpeti, Ze zaéne takto: ,,Tvrzeni je zfejmé pro m = in, pfedpokla-
dejme tedy m > 4n.““ Pfitom se zcela ignoruje ta skute¢nost, Ze za prvé n miZe byt liché
a za druhé se m pfi indukénim kroku vZdy sniZuje o tfi. Spravné ,,po¢ateéni podminky*
pro tuto specidlni induktivni vivahu jsou t¥i pfipady m = [3n] — 2, m = [3n] — 1
a m = [4n], které lze nastésti vSechny pokryt nerovnosti m < in.

Podobna situace nastava i tehdy, kdyZ ,,pocate¢ni podminky‘“ pro induktivni uvahu
nesestavaji z n€kolika prvnich hodnot proménné, ale jsou rozloZeny né€jakym jinym zpu-
sobem. Vybornymi pfiklady této situace jsou Pymovy elegantni ditkazy Mengerovy véty
([3]) a véty o spojovani ([4]), oba z roku 1959. Mnohem jednodussi pfiklad je tento:

Pfiklad 4. Jsou-li @ a b dva rizné uzly grafu G, pak kaZdy tah spojujici a a b (tj. kazda
posloupnost uzli a hran tvaru

xo’ (xOs x1)9 xl; (xla Xz), ey (xn-p Xn), xm
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kde a = x4 a x, = b) obsahuje vybranou posloupnost, ktera je cestou spojujici a a b.

Dikaz indukci podle délky n tahu. Jsou-li uzly xo, x5, ..., X,, které se vyskytuji v tahu,
viechny navzjem rizné, potom tento tah je sim cestou a neni tfeba nic dokazovat.
Jestlize x; = x; pro n€jaka Cislaiaj, 0 < i <j < n, pak

Xo0s (xo» xl)’ sy (xi—b xi)’ xi(= xj)9 (xjs xj+ l)a LR (xn-l’ xn)’ Xn

je kratsi tah spojujici a a b a obsaZeny v plivodnim tahu; tvrzeni tedy plyne z induk&niho
pfedpokladu.

Zde (a také v [3] a [4]) se pro kaZzdou hodnotu # rozliSuji dva pfipady, z nichZ jeden
vyZaduje pouZiti indukce a pro druhy lze tvrzeni dok4zat pfimo (ve vy$e uvedeném pfi-
kladg trivialng). (To je divod, pro¢ je v D uvedeno, Ze je mozZno pfedpokladat pravdivost
P, ..., P,_y, pokud je to nutné; v n&kterych pfipadech v induktivnich ditkazech to nutné
neni.) Pro kaZdou hodnotu n Ize povaZovat neinduktivni pfipad za jednu ,,z po&ate&nich
podminek*. To, Ze kaZdy tah m4 kladnou délku, ukazuje, Ze v pfipadé n = 1 nevzniki
induktivni pfipad, tedy ,,poéateéni podminky‘‘ zahrnuji cely pfipad n = 1; aviak nezmi-
nime-li se 0 tom, nikterak tim dikaz neznehodnotime. Opravdu by se diikaz zlepsil tim,
Ze bychom pfidali (jak to &ini Pym —[3] a [4]) pozndmku ,, Tvrzeni zfejmé& plati pron = 1,
pfedpokladejme tedy n > 1? Takova pozndmka by byla pomé&rn& ne$kodna a pfedpo-
kladam, Ze mnozi &tenéfi (a dokonce i autofi) by se citili jaksi nejisti, kdyby tam nebyla.
Pfitom v8ak na ni viibec nezileZi, protoZe nikde dale v dikaze nepotfebujeme pfedpo-
kladat, Zen > 1. Jak jsem poznamenal, existuje neinduktivni pfipad pro kaZdou hodnotu
n a zpisob, jakym zachdzime s pfipadem n = 1, je zfejm& tentyZ jako zplsob, jakym
zachazime s neinduktivnim p¥ipadem pro jakoukoliv jinou hodnotu n. Je to jistym zpi-
sobem ne$tastné, Ze jsou studenti vedeni k tomu, aby dokazovali po¢atetni podminky
pfed dokazovanim induk&niho kroku; podateéni podminky totiZ zahrnuji pravé ty pfi-
pady, v nichZ induktivni ivaha selhdva, a nemiZeme pfedem v&dét, které pfipady to
budou, dokud neukonéime diikaz induk&niho kroku.

Ctenaf moZn4 pocituje, Ze tento posledni typ tvahy, ktery je jen &4ste¢né induktivni,
zachazi tak daleko od jednoduché indukce, Ze by se vlastn€ ani nemél nazyvat indukci.
PonévadzZ se zde vlastné pouZiva jako pfi vSech induktivnich Gvahach metody sestupu,
mél bych snad tuto v&c vyjasnit tim, Ze bych tento ditkaz popsal jako ,,diikaz sestupem*,
slova ,,indukéni pfedpoklad‘ bych nahradil slovy ,,sestupovy pfedpoklad‘ a pfidal bych
slova ,,coZ je poZadovany spor‘ pokazdé, kdyZ je tvrzeni dokdzano pro uvaZovanou
hodnotu n. Zd4 se to snad pfili§ neobvyklé, ale rozhodné& to neni obtiZné&jsi neZ obvykly
dikaz sporem. V praxi se ivaha D pfijimé4 a pouZiva profesiondlnimi matematiky pod
nazvem ,,dikaz indukci. Zahrnuje skoro viechny bé&Zn& pouZivané formy induktivni
uvahy; hlavnimi vyjimkami jsou transfinitni indukce a takzvani ,,zpétna indukce®,
pfi niZ se napfiklad dokazuje P,, P, = P,,pron=>1a P,= P,., pron = 2.

Shrnuto: Podle mého nazoru posedlost jednoduchou indukci zavadi na scesti. Jedno-
duché indukce neni pravou podstatou indukce, ale pouze jejim specidlnim pfipadem
(i kdyZ se v elementarnich tivah4ch setk4vame nejéast&ji pravé s ni). Uvaha D je vyhod-
néj$i neZ 4 nebo B z t&chto &tyF divodi:
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1. D se vice bliZi metod€ sestupu, kterd je tihelnym kamenem vSech forem indukce,
zatimco A4 a B vedou studenty k tomu, aby nahliZeli na indukci jako na n&jakou nejasnou
iteraci.

2. Jak je vyloZeno v prikladech 1 a 2, dtraz na ,,postup vzhiru*“ v A a B, zvlasté duraz
v A na dokazovéni, ze P, = P,,, miZe vaZné zavést na scesti vSechny studenty kromé
téch nejschopné&jsich, zatimco v D se klade diiraz spiSe na sestup neZ na postup, coZ je
velmi Casto pfi pouZivani indukce vhodngjsi.

3. A a B vzbuzuji zcela klamny dojem o uloze ,,zdkladu* neboli ,,pocateéni podminky*,
kter4, jak je uvedeno v pfikladech 3 a 4, se nemusi sklddat pouze z tvrzeni P,

4. Je mnoho pouziti indukce, jako v piikladech 3 a 4, v nichZ 4 ani B prost¢ nelze pouZit
(nebo jich lze pouzit jen s velkymi komplikacemi), zatimco D zahrnuje téméf vSechny
formy induktivnich ivah pouZivané v praxi.
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Vyzkum vysokoteplotniho plazmatu
a fizené termonuklearni reakce

Ladislav Krlin, Praha

1. Uvod

JiZ fadu let védci z mnoha zemi upozoriiuji na mozné negativni dusledky bouflivého
civilizaCniho rozvoje. V pfedchazejicich epochach se zdalo, Ze zdroje surovin a energie
jsou nevyéerpatelné. Nékolik historickych populacnich skokt svédéi o tom, Ze lidstvo
si vytvafelo vZdy jistou rovnovahu s moZnostmi, které pfiroda davala; limitujicim fak-
torem viak byl spiSe charakter vyroby. Rozvojem techniky ¢lovék neustéle ziskaval vice
potravin i energie a soucasné se zdalo, Ze hranice mozZnosti jsou v nedohlednu. Nelze
nyni pochybovat o tom, Ze se objevily varovné pfiznaky upozoriiujici, Ze lidstvo musi
planovat svou budoucnost. Souc¢asna svétova populacni exploze vyZaduje nutnost pro-
dukovat stale vice potravin. V posledni dobé vsak vyvstal dalsi pfizrak — energeticka
krize. Civilizagni trend ve vyspélych statech klade obrovské niroky na energetické
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