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O KAPILARNI REOMETRII NENEWTONSKYCH KAPALIN

VERA BABUSKOVA, Praha

UvoD

Materialy, které lze zahrnout pod pojem nenewwonskych kapalin, se v poslednich
létech dostavaji do popredi technického zajmu. Jsou to napft. roztoky a taveniny
makromolekuldrnich latek, koloidni roztoky, natérové hmoty, odpadni a pramyslové
kaly apod. Z velmi Sirokého oboru nenewtonskych kapalin je v ¢lanku vymezen
jejich specialni typ, nejéastéji se uplatiiujici v praxi, a je podan obecny matematicky
popis jeho tokovych vlastnosti. Tomu, jak se .iskaji konkrétni tokové charakteristiky
kapalin tohoto typu, je vénovana druha ¢ast tohoto ¢lanku. Pfitom se tento ¢lanek
omezuje na popis pouze jedné metody, a to kapilarni.

NENEWTONSKE KAPALINY

Pohybova rovnice nestladitelné vazké kapaliny — rovnice Navierova-Stokesova
([2], str. 554) — se lisi od rovnice Eulerovy (pohybové rovnice dokonalé kapaliny
[2], str. 401) &lenem obsahujicim koeficient vazkosti — viskozitu, coz je jediny
parametr charakterisujici tokové chovani nestladitelné vazké kapaliny. Pfipomeiime
si jeho fyzikalni vyznam. Ten se nejlépe objasni v ptipad€ tzv. jednoduchého toku,
tj. toku, pfi némz existuje jedind nenulova slozka rychlosti zavisla na jediné pfi¢né
soufadnici. Pfikladem jednoduchého toku je tok mezi dvéma rovnobéZnymi deskami.
Pfi volbé& soufadného systému podle obr. 1 jsou sloZky jeho rychlosti dany vztahy (1).
(1) vy=0,=0, v, =v=1u(y).

y

l/ Obr. 1.

Ve vazké kapalin€ existuje vnitfni tfeni, pfi pohybu v ni vznikaji t¥eci plo$né sily.
Mirou tfecich sil je tFeci napéti, coz je obecné veli€ina tenzorova. Konkrétné jde
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o symetricky tenzor druhého fadu. V pfipadé jednoduchého toku existuji vsak pouze
dvé nenulové slozky tohoto tenzoru, které se vzhledem k jeho symetri¢nosti sobé
rovnaji. Proto se v tomto ptipadé nemusi uvazovat tenzorovy charakter tfeciho napéti;
jeho absolutni hodnota se znaci 7. Newton vyslovil hypotézu, Ze tieci napéti je pfimo
umeérné rychlostnimu gradientu. Konstantou umeérnosti v tomto vztahu je pravé
viskozita u:

dv
T=p—.

dy
V obecném pripadé je Newtonova hypotéza vyjadiena Sesti rovnicemi ([3], str.
160), nebot symetricky tenzor tfeciho napéti ma Sest nezéavislych sloZek:

@) T, = 2uD;;

kde indexy i a j mohou byt x, y nebo z a D;; je symetricka ¢ast rychlostniho gradientu
v;[0x;, tzv. rychlost deformace
Dl'j = 1 <% + _a_vi> .
2\0x;  0x;

Rovnice (2) se nazyva Newtonovym zdkonem a kapaliny, kterym tato rovnice
vyhovuje, se nazyvaji kapaliny newtonské. K popisu tokového chovani newtonskych
kapalin staci tedy znat hodnotu jediné konstanty — viskozity p. (Musime oviem
dodat pfi konstantni teplot&, nebof viskozita se zna¢n& méni s teplotou.) Viechny
materialy, které vykazuji anomalni chovani vi¢i Newtonovu zakonu, byly zahrnuty
pod pojem nenewtonské kapaliny.

Obecné lze Tici, Ze tokova charakteristika nenewtonskych materiald neni konstanta,
ale je to vztah mezi dynamickymi veli¢inami, jako je napf. tfeci napéti 7;; a kinema-
tickymi veli¢&inami, jako je napf. rychlost deformace D;;. Tento vztah se nazyva
konstitucni rovnice a rovnice (2) je jejim specialnim pfipadem.

V tomto ¢lanku si vSimneme jediného typu nenewtonskych kapalin, ktery se
najcastéji aplikuje v praxi. Jde o kapaliny, jejichZ konstituéni rovnice je analogicka
konstituéni rovnici newtonskych kapalin. Lisi se tim, Ze koeficient vazkosti neni
konstantni pfi konstantni teploté, ale zavisi na rychlosti deformace. Tyto materialy

jsou nazyvany zobecnéné newtonské kapaliny. Obecny tenzorovy tvar jejich konsti-
tucni rovnice je tento

(3) ti; = 2n(D) Dy,

kde D je dvojnasobek druhé odmocniny druhého zakladniho invariantu tenzoru
rychlosti deformace ([3], str. 36):

(4) D =2 /(3D;;Dy;)*)

*) Ve vztazich (4) a (6) je pouzito sumaéniho pravidla: opakuje-li se index dvakrat v jednom
¢lenu, znadi to sumaci podle hodnot 1, 2 a 3 tohoto indexu.
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Na tomto mist€ je tfeba zdlraznit, Ze zobecnéné newtonské kapaliny jsou pokladany
za nestlacitelné, a tedy md druhy zékladni invariant tenzoru D;; uvedeny tvar.

Z rovn. (3) pro slozky tenzoru teciho napéti Ize odvodit vztah mezi odpovidajicimi
invariantnimi veliéinami:

(5) t=n(D)D,

kde vyznam D je znamy a vyznam 7 je analogicky: je to druhd odmocnina druhého
zakladniho invariantu tenzoru tfeciho napéti:

(6) v = (rity) -

Néekdy se rovnice (5) uvadi v inverznim tvaru:

(7) D=—1.

Funkéni zavislost n(D), resp. {(t) se v inZenyrské praxi vystihuje analyticky riiznymi
empirickymi modely ([1], str. 118). Kazdy takovy model obsahuje dva, popf. i tfi
parametry, jejichz hodnoty musi byt stanoveny experimentalné. Nejjednodussim
a nejvice uzivanym modelem je dvouparametrovy model Ostwaldiiv-de Waeleiiv,
nazyvany tez ,,mocninovy zakon:

n(D) = KD*1 .

Parametr n se nazyva indexem toku a parametr K koeficientem konzistence. Pro
n =1a K = pu ptechazi tento model v Newtoniiv zakon. Casto se ho uZiva k pfi-
blizné charakteristice odchylky od newtonského chovani. Pro polymery a jejich roz-
toky je n < 1. Opacny ptipad (n > 1) je vzacny. Jinym pfikladem dvouparametro-
vého modelu je model Binghamiiv

k

(8) n(D) = m + .
ktery je nejjednodussi z modeld uzivanych pro popis chovani tzv. vazkoplastickych
materidlii. Pro tyto materidly je charakteristické, Ze tok v nich nastane teprve, kdyz
tfeci napéti prekro&i uréitou hodnotu. Parametr k v rovn. (8) se nazyva mez tekutosti.
Jeho vyznam je tento: v oblasti, kde 7 spliiuje podminku z > k, material teCe; jestliZe
tato podminka neni splnéna, chova se jako pevné téleso. Vyznam parametru m
je analogicky newtonské viskozité. Z tfiparametrovych modeld je nejvice uZivany
model Ellisuv:

() o B

ktery je v podstaté superpozici Newtonova zakona a ,,mocninového zakona‘ v in-
verznich tvarech.

I 1+lwﬂ

>
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To byly tfi pfiklady tzv. reologickych modelt uzivanych k popisu tokového cho-
vani nenewtonskych kapalin. Podobnych modeli bylo navrZzeno mnoho pro vhodna
vystiZeni ruznych odchylek od newtonského chovani.

KAPILARNI REOMETRIE

Reometrii lze interpretovat jako viskozimetrii nenewtonskych kapalin. Neni to
vsak interpretace presna, nebof cilem viskozimetrie je urceni hodnoty jediné kon-
stanty — viskozity a cilem reometrie je uréeni kfivky — tzv. reogramu, coz je graficky
znazornéna konstituéni rovnice proméfované kapaliny.

Z riznych typa klasickych viskozimetri jsou pro ulely reometrie pouZitelné ve
svém principu pouze viskozimetry kapilarni a rota¢ni. V obou téchto typech pfistroja
je realizovan jednoduchy tok. Proto se v reometrii neuvazuje tenzorovy charakter
konstituéni rovnice a hovofime jednoduse o tfecim napéti ¢ a o rychlosti deformace D.
Piesné definice téchto proménnych jsou reprezentovany rovnicemi (4), resp. (6).
V tomto ¢lanku se omezime pouze na reometrii kapilarni a objasnime si jeji princip.

Méfeni viskozity na kapilarnim viskozimetru je zalozeno na Hagenové-Poiseuil-
leové zakoné, ktery je feSenim Navierovy-Stokesovy rovnice pro stacionarni, laminar-
ni tok newtonské kapaliny v trubici kruhového priiezu ([2] str. 578)

n Ap .
9 = — —R*,
) 0 6 L

V této rovnici znaéi: Q objemovy pratok, u viskozitu, Ap tlakovou diferenci, Ldélku
a R polomér kapilary. Zname-li tedy rozméry kapilary a zmétime-li tlakovou diferenci
a objemovy pratok, pak z rovnice (9) mizeme stanovit hodnotu viskozity zkoumané
kapaliny.

JestliZe téhoz pristroje chceme pouzit k uceldim reometrickym, pak musime zajistit
ménitelnost tlakové diference, abychom mohli méfeni opakovat p¥i rGznych pod-
minkach a tak ziskat nékolik dvojic sob€ odpovidajicich hodnot Q a Ap.

Nyni vyvstiva otézka, jak z hodnot téchto pfimo méfitelnych veli¢in odvodime
pfisld§né hodnoty tfeciho napéti t a deformacéni rychlosti D, které vynasime do
reogramu.

Nejprve si musime uvédomit, Ze tfeci napéti i rychlost deformace jsou funkcemi
mista. PTi toku kapilarou se jejich hodnoty — vzhledem ke kruhové symetrii — meéni
pouze se vzdalenosti od osy trubice, pfiCemz ovSem mezi nimi v kaZzdém bod¢ existuje
stejny vztah, totiz konstitu¢ni rovnice proméfované kapaliny. Jestlize reogram ma byt
grafickym znazornénim této rovnice, pak hodnoty obou proménnych se musi vztaho-
vat k téZe vzdalenosti od osy kapilary. Konkrétn€ do reogramu vynasime hodnoty
treciho napéti a deformaéni rychlosti u stény kapilary; znadi se 7, a D,.

Kli¢ovy vyznam pro kapilarni reometrii ma fakt, Ze pfi laminarnim a stacionarnim
toku kruhovou trubici je tfeci napéti v uréitém bod€ pfimo umérné vzdalenosti
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tohoto bodu od osy trubice ([4], str. 21):

Ap
10 T=—"r.
(10) oL

Hodnota 7, se tedy snadno uréi z tlakového rozdilu a rozméra kapilary.

V ptipadé uréeni hodnoty D je situace sloZit&jsi. Pro newtonskou kapalinu zjistime
snadno, Ze plati

(11) b =22

nR3
tim, Ze zavedeme 7, do Hagenova-Poiseuilleova zakona a uvédomime si tvar Newto-
novy konstituéni rovnice. Vyraz D;" hraje dtleZitou ulohu i p¥i stanovovani hodnoty
deformadni rychlosti u stény pro kapaliny nenewtonské. Veli¢iny 7, a D; se v lite-
ratufe nazyvaji konzistencni proménné ([4], str. 22). Hodnota konzistenéni proménné
D se snadno stanovi z pfimo méfené hodnoty objemového priitoku Q a poloméru
kapilary. Nyni si ukaZeme, jak ze znalosti hodnoty veli¢iny DY stanovime skute¢nou
hodnotu deformacni rychlosti u stény D, pro libovolnou zobecnénou newtonskou
kapalinu. Na tomto misté je tfeba uvést rovnici, kterd je velmi vyhodna pro popis
laminarniho, ustaleného toku zobecnéné newtonské kapaliny kruhovou trubici.
Jde o vyraz pro objemovy pritok Q, ktery obsahuje ,,obecny model toku* v inverznim
tvaru:

3 s
(12) 0= %—J ?f(z)dr,
kde
f(T) =D

je zmin&ny obecny model toku. P¥i pouZiti rovnice (12) se za ng&j dosazuje libovolny
empiricky model vhodny pro vySetfovanou kapalinu. Napt. model Ostwaldiv-de Wae-

leQtv v inverznim tvaru
1/n
o\
D=(— .
K

Odvozeni rovnice (12) je zalozeno na predpokladu, Ze u stény trubice je rychlost
nulova, dale se opira o vztah (10) a o definici rychlosti deformace v daném ptipadé,
ve valcovych soufadnicich:

dv

D = .
dr

V reometrii je pak vyznam rovnice (12) v tom, Ze z ni lze odvodit vztah mezi kon-
zistenéni proménnou D7 a skuteCnou rychlosti deformace u stény D,. Tento vztah
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poprvé odvodil RABINOWITSCH, a proto rovnice nese jeho jméno:

na
D, = f(x) = 1D) + 45, 905 .
T

(13)
S
Pfi vyhodnoco.ani dat z méfeni na kapildrnim reometru se hodnoty derivace obsa-
Zzné v druhém Clenu pravé strany rovnice (13) stanovuji graficky.

Cely vyhodnocovaci postup se tedy v principu sklada 2 téchto etap:

1. Z naméfenych hodnot Ap a Q se stanovi hodnoty konzistenénich proménnych
1,a D} podle vztahti (10) resp. (11).

2. Graficky se stanovi hodnoty derivace zavislosti D;" na t, v nékolika zvolenych
bodech.

3. Podle Rabinowitschovy rovnice — rovnice (13) — se pro zvolené hodnoty 7,
vypoétou ptislusné hodnoty D,.

4. Sestroji se reogram promé&fované kapaliny.

Reogram siouzi bud k vystiZzeni analytického tvaru konstitucni rovnice, fikame téz
k navrZzeni vhodného reologického modelu, nebo ke stanoveni &iselnych hodnot
parametri ve zvoleném znamém modelu (napf. parametrit K a n v Ostwaldové-
de Waceleové modelu) anebo jako graficka charakteristika toku zkoumané kapaliny.
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A. Z. KRYGOWSKA:
\

Vyrazny formalismus teorie mnozin preka- kdyz jsme cestné prijali intuitivni zdklad

zel po dlouhou dobu zavedeni mnoZinového
jazyka do elementarni matematiky. Tyto pie-
kazky byly odstranény, kdyz jsme osvobodili
pedagogicky problém od formalnich problémn,

Mnozinové pojeti matematiky je jeden
z nejnapadnéjSich aspektii probihajici moder-
nizace vyucovani matematice a — Feknéte
pro¢ — vyvolava alergii. Pfipadla-li teprve
Cantorovi uloha, aby zdlraznil zakladni
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mnozinového mySleni a kdyZz jsme nalezli
pedagogické prostiedky k jeho uvedeni pfiro-
zenym zpusobem na kazdé urovni vyucovani.

W. SERVAIS.

vyznam mnoZin a vytvofil z nich skvélou
partii matematiky, neznamena to, Ze mnoziny
nejsou matematice vlastni od doby, kdy existuje
jako véda.
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