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HILBERTOVY PROBLEMY.

O PRVNIM HILBERTOVE PROBLEMU

(Hypotéza kontinua a axiom vybéru)

PETR VOPENKA, Praha

Nasim ¢tenaim je dostupna kniha Problemy Gil’berta (Moskva 1969), ktera byla
zpracovana kolektivem sovétskych autort. Pripravovany serial v PMFA neméa viak
byt podle zdmérl redakce pfekladem tohoto sborniku, proto jsem se snazil napsat
na dané téma zcela samostatny ¢lanek.

O prvnim Hilbertové problému piSe v uvedené knize A. S. JESENIN-VOLPIN. Uvadi
formulaci problému a hlavni vysledky, které byly dosazeny pfi jeho feSeni.

Rozhodl jsem se zvolit popularnéjsi formu vykladu, coz se nutné odrazi negativné
v preciznosti formulaci. Naproti tomu se na rozdil od ruského autora pokousim
seznamit Ctenafe podrobnéji s hlavnimi ideami, které byly nalezeny béhem feSeni
problému.

Literatura na konci ¢lanku obsahuje prace, které shrnuji vzdy urcité obdobi
a z nichZ je mozno celou problematiku studovat,

*

Pojem mnozZiny uvedeny do matematiky CANTOREM umoznil matematikiim formo-
vat viechny do té doby znamé matematické discipliny na jednotném zaklad€. Navic
se tento pojem stal impulsem ke vzniku dalSich, velmi rozmanitych matematickych
oborii. Do dne$ni doby si mnozZinové pojeti zachovava v matematice své vysadni
postaveni v tom smyslu, Ze teorie mnozin je vlastné svétem, v némzZ se matematika
odehrava.l) \

Cantor pluvodné definoval mnozZinu jakoZto souhrn néjakych objektii, které se
nazyvaji prvky mnoZziny. Jak je patrno, tato definice neni vlastné zadnou definici,
ale jen intuitivnim popisem toho, co bychom si méli pod pojmem mnoZiny predstavo-
vat. V definicich tohoto typu nejde o to n&aky pojem piesné vymezit, ale pouze
pokud mozno ho co nejvice ozfejmit.

Vice neZ to, co to vlastné mnoZzina je, bude nas zajimat, jaké vlastnosti mnoZiny
maji.

Jednim z nejzakladnéjSich pozadavk® kladenych na mnoZiny je to, aby ke kazdé
vlastnosti ¢, tykajici se objektl, existovala mnoZina Y, jejimiZ prvky jsou pravé ty
objekty X, které maji vlastnost ¢. Takovou mnoZinu budeme znait {X; ¢(X)}.

by viele doporucujeme naSim C¢tendiim znovu si prodist velmi pé€kny cldnek akademika
V. KoRiNKA Teorie mnoZin, jeji vznik a vyvoj (PMFA, ro¢nik 10, 1965, str. 131—160). Pozn. red.
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V intuitivni teorii mnoZin je to v podstaté jediny poZadavek, ktery je na mnozZiny
kladen.

To, Ze objekt X je prvkem mnoZiny Y, zapiSeme X € Y. Jestlize X neni prvkem Y,
pak piseme X ¢ Y.

Ve shodé se shora uvedenym pozadavkem existuje mnozina, jejimiZz prvky jsou
vSechny objekty X, pro které plati souCasné X € X a X ¢ X. Jak je patrno, takova
mnoZina nema zadny prvek. MnoZina, kterd nema Zadny prvek, se nazyva prdzdnd.

Dvé mnoZiny X, Y se sob& rovnaji (jsou totozné), jestlize maji tytéZ prvky. Rovnost
mnoZin X, Y ozna¢ime X = Y. Jestlize ¢ je néjaka vlastnost, jestliZe mnozina X ma
vlastnost ¢ a jestlize X = Y, pak téZ Y ma vlastnost ¢. To je pfirozeny pozadavek,
ktery je na rovnost kladen.

Rekneme, Ze mnoZina X je ¢dsti nebo té% podmnoZinou mnoziny Y, jestlize kazdy
prvek mnoZiny X je téz prvkem mnoZiny Y (ozna&ime tento fakt X < Y). Rekneme,
Zze mnozina X je vlastni &dsti mnoZiny Y, jestliZe X < Yaneni X =Y (znaéime
X <)

Je-li Y néjaka mnoZina, potom potencni mnoZinu mnoziny Y definujeme takto

2(Y)={X;X = Y}.

MnoZinu vSech prirozenych c¢isel budeme znalit N. Poznamenejme, Ze se v tomto
¢lanku nebudeme zabyvat otazkou, co je to mnoZina ptirozenych cisel.

Jsou-li X, Y n&aké objekty, potom {X, Y} znadi mnoZinu, jejimiZ prvky jsou
pravé X a Y. MnoZina {X, Y} je vlastn& neuspofadanou dvojici prvka X, Y. Uspo-
fadanou dvojici je mozno téZ povaZovat za mnoZinu, nebof mizzme ji definovat
napftiklad takto:

XYy = {{x}, {X, Y}}.

MnoZina F se nazyva funkci, jestliZe jejimi prvky jsou uspofadané dvojice a jestliZe
plati: Je-li (YX) e F a soufasné (ZX) e F, pak Y = Z. Jestlize F je funkce, pak
je-li <YX) e F, jsme podle této definice opravnéni znadit toto Y jako F(X). Jestlize
pro néjaké X existuje Y tak, Zze (YX) € F, pak fikdme, Ze prototo X je F(X) definovano.

Rekneme, Ze funkce F je vzajemng jednoznacné zobrazeni mnoZiny X na mnoZinu
Y, jestlize pro kaZdé Z € X je F(Z) definovano, F(Z) e Ya pro kazdé U € Y existuje
pravé jedno Z € X tak, ze U = F(Z).

Rekneme, Ze mnoZiny X, Y jsou ekvivalentni (znadime X ~ Y), jestliZe existuje
vzajemné jednoznacné zobrazeni F mnoZiny X na mnozinu Y.

Snadno kazdy nahlédne, Ze kdyZ mnozina X je konecnd.a X =~ Y, pak téZ Y je
kone¢na mnoZina a ob€ mnozZiny maji stejny pocet prvkl. Obracené jestlize X, Y
jsou kone¢né mnoziny a maji stejny pocet prvkl, pak X =~ Y.

Tato skute€nost nas opraviiuje povazovat dvé ekvivalentni mnoZiny X, Y za
stejné veliké, majici stejny podet prvka, i v pfipadé, Ze jde o nekoneéné mnoZiny.

Poznamenejme, Ze je mnoho vlastnosti koneénych mnoZin, které se pfenaseji i na
mnoZiny nekonecné, jsou vSak téz vlastnosti, které se timto zpisobem nepienesou.
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Naptiklad mame-li né&jakou koneénou mnozinu, pak zZadna jeji vlastni ¢ast nemuze
mit stejné prvki jako cela mnozina; v fe€i ekvivalenci to znamena: je-li X konecna,
Y « X, pak neni X = Y. Tuto vlastnost nekoneéné mnoziny nemaji. Oznacme N,
mnozinu vSech sudych pfirozenych &isel. Bud F zobrazeni, které kazdému pfiroze-
nému Cislu n pfifazuje jeho dvojnasobek 2n. Ziejmé F je vzajemné jednoznacné
Zobrazeni mnoZziny N na mnoZinu N,. Je tedy N = N,, ackoliv N, = N.

Po tomto zji§téni se naskytd pfirozena otazka, zda nadhodou nejsou vsechny ne-
kone¢né mnozZiny spolu ekvivalentni. Odpovéd je negativni. Dokonce Zadnd mnoZina
X neni ekvivalentni se svou potenéni mnoZinou 2(X). Tedy pro Zadné X neplati
X ~ 2(X).

Uvedené piiklady jsou popudem k tomu, abychom podrobné vysetfovali ekvi-
valenci nekoneénych mnozin, pfipadné nalezli vS§echny moZnosti, které v nekone¢nych
mnoZinach mohou nastat.

Zv1astni pozornost budeme vénovat dvéma mnoZindm vyskytujicim se v matema-
tice nejastéji, a to mnoziné N a mnoZiné viech &isel realnych. Je vSeobecn& znamo,
Ze mnoZina viech realnych &isel je ekvivalentni s mnoZinou 2(N). (Naproti tomu
mnoZina vSech &isel celych, resp. racionalnich, je ekvivalentni s mnoZinou N.)

MnoZiny ekvivalentni s mnoZinou N se nazyvaji spocdetné mnoZiny, mnoZiny
ekvivalentni s mnoZinou 2(N) se nazyvaji mnoZiny mohutnosti kontinua.

Jak je patrno, ma mnoZina 2(N) podmnoZiny, které jsou kone¢né, podmnoZiny
spocetné a podmnoZiny mohutnosti kontinua. Naskyta se prirozend otazka, zda
uvedené typy jsou vSechny, které mohou nastat. Hypotéza, zZe kazda nekoneCna
podmnozZina mnoZiny 2(N) ma bud mohutnost kontinua, nebo je spodetn4, se nazyva
hypotéza kontinua. Tuto hypotézu je moZné vselijak zobectriovat, napiiklad, zda
viechny nekonetné podmnoziny 2(2(N)) jsou bud spodetné, nebo mohutnosti
kontinua, nebo ekvivalentni s 2(2(N)) apod. Zobecnénou hypotézou kontinua je
hypotéza, Ze pro kaZdou nekoneénou mnoZinu X je kazda podmnoZina mnoZiny
2(X) bud ekvivalentni s 2(X), nebo s n&akou podmnoZinou mnoZiny X. (Pro
kone¢nou mnozinu X takova hypotéza evidentn& neplati.) .

Jinym zavaZnym problémem teorie mnoZin je problém vybéru. Jde o to, zda
existuje funkce F takova, Ze pro kaZdou neprazdnou X je F(X) definovano a jest
F(X) e X. Hypotéza, Ze takova funkce F existuje, se nazyva axiom vybéru.

Je mozZno vyslovit fadu riznych slabsich nebo silnéjsich forem axiomu vybéru.
Naptiklad je otazka, zda existenci takové vybérové funkce F dokaZeme ze zakladniho
principu teorie mnoZzin, to jest, zda je moZno nalézt né€jakou vlastnost ¢ takovou,
7e F = {X; ¢(X)}. Axiom vybéru v tomto tvaru m&li patrn& na mysli matematikové
v dobé jeho formulace. Samozifejme, Ze je fada moznych zeslabeni axidomu vybéru,
které spodivaji v tom, ze od funkce F poZadujeme, aby byla vybérovou funkci jen
pro mnoZiny, které jsou prvky néjaké konkrétni mnoZiny. ZvIast zajimava je otazka,
zda existuje funkce F takova, Ze pro kaZdou neprazdnou mnoZinu X € 2(2(N)) je
F(X) definovano a plati F(X) € X. Tato slaba foma axiému vyb&ru ma fadu disledkd
pro realna ¢isla a v matematické analyze se asto uZiva.
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