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H I L-ÉĚ RTÓ v f c P A O BŠÉM * 

O PRVNÍM HILBERTOVĚ PROBLÉMU 

(Hypotéza kontinua a axióm výběru) 

PETR VOPĚNKA, Praha 

Našim čtenářům je dostupná kniha Problémy GiVberta (Moskva 1969), která byla 
zpracována kolektivem sovětských autorů. Připravovaný seriál v PMFA nemá však 
být podle záměrů redakce překladem tohoto sborníku, proto jsem se snažil napsat 
na dané téma zcela samostatný článek. 

O prvním Hilbertově problému píše v uvedené knize A. S. JESENIN-VOLPIN. Uvádí 
formulaci problému a hlavní výsledky, které byly dosaženy při jeho řešení. 

Rozhodl jsem se zvolit populárnější formu výkladu, což se nutně odrazí negativně 
v preciznosti formulací. Naproti tomu se na rozdíl od ruského autora pokouším 
seznámit čtenáře podrobněji s hlavními ideami, které byly nalezeny během řešení 
problému. 

Literatura na konci článku obsahuje práce, které shrnují vždy určité obdobi 
a z nichž je možno celou problematiku studovat. 

Pojem množiny uvedený do matematiky CANTOREM umožnil matematikům formo
vat všechny do té doby známé matematické disciplíny na jednotném základě. Navíc 
se tento pojem stal impulsem ke vzniku dalších, velmi rozmanitých matematických 
oborů. Do dnešní doby si množinové pojetí zachovává v matematice své výsadní 
postavení v tom smyslu, že teorie množin je vlastně světem, v němž se matematika 
odehrává.1) N 

Cantor původně definoval množinu jakožto souhrn nějakých objektů, které se 
nazývají prvky množiny. Jak je patrno, tato definice není vlastně žádnou definicí, 
ale jen intuitivním popisem toho, co bychom si měli pod pojmem množiny představo
vat. V definicích tohoto typu nejde o to nějaký pojem přesně vymezit, ale pouze 
pokud možno ho co nejvíce ozřejmit. 

Více než to, co to vlastně množina je, bude nás zajímat, jaké vlastnosti množiny 
mají. 

Jedním z nejzákladnějších požadavků kladených na množiny je to, aby ke každé 
vlastnosti <p, týkající se objektů, existovala množina Y, jejímiž prvky jsou právě ty 
objekty X, které mají vlastnost (p. Takovou množinu budeme značit {X; cp(X)}. 

1 ) Vřele doporučujeme našim čtenářům znovu si pročíst velmi pěkný článek akademika 
V. KOŘÍNKA Teorie množin, Její vznik a vývoj (PMFA, ročník 10, 1965, str. 131 — 160). Pozn. red. 
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V intuitivní teorii množin je to v podstatě jediný požadavek, který je na množiny 
kladen. 

To, že objekt X je prvkem množiny Y, zapíšeme X e Y. Jestliže X není prvkem Y, 
pak píšeme X $ Y. 

Ve shodě se shora uvedeným požadavkem existuje množina, jejímiž prvky jsou 
všechny objekty X, pro které platí současně X e X a í ^ I Jak je patrno, taková 
množina nemá žádný prvek. Množina, která nemá žádný prvek, se nazývá prázdná. 

Dvě množiny X, Y se sobě rovnají (jsou totožné), jestliže mají tytéž prvky. Rovnost 
množin X, Y označíme X = Y. Jestliže cp je nějaká vlastnost, jestliže množina X má 
vlastnost cp a jestliže X = Y, pak též Y má vlastnost cp. To je přirozený požadavek, 
který je na rovnost kladen. 

Řekneme, že množina X je částí nebo též podmnožinou množiny Y, jestliže každý 
prvek množiny X je též prvkem množiny Y (označíme tento fakt X _= Y). Řekneme, 
že množina X je vlastní částí množiny Y, jestliže X c= Y a není X = Y (značíme 
X c Y). 

Je-li Y nějaká množina, potom potenční množinu množiny Y definujeme takto 

SP{Y) = {X;X c Y} . 

Množinu všech přirozených čísel budeme značit N. Poznamenejme., že se v tomto 
článku nebudeme zabývat otázkou, co je to množina přirozených čísel. 

Jsou-li X, Y nějaké objekty, potom {X, Y} značí množinu, jejímiž prvky jsou 
právě X a Y. Množina {X, Y} je vlastně neuspořádanou dvojicí prvků X, Y. Uspo
řádanou dvojici je možno též považovat za množinu, neboť můžeme ji definovat 
například takto: 

<xy> = {{x}, {x, Y}} . 

Množina F se nazývá fun ke/, jestliže jejími prvky jsou uspořádané dvojice a jestliže 
platí: Je-li <YX> e F a současně <ZX> e F, pak Y = Z. Jestliže F je funkce, pak 
je-li <YX> GF, jsme podle této definice oprávněni značit toto Yjako F(X). Jestliže 
pro nějaké X existuje Ytak, že < YX> e F, pak říkáme, že pro totoX je F(X) definováno. 

Řekneme, že funkce F je vzájemně jednoznačné zobrazení množiny X na množinu 
Y, jestliže pro každé Z e X je F(Z) definováno, F(Z) e Y a pro každé U e Y existuje 
právě jedno Z e X tak, že U = F(Z). 

Řekneme, že množiny X, Y jsou ekvivalentní (značíme X « Y), jestliže existuje 
vzájemně jednoznačné zobrazení F množiny X na množinu Y. 

Snadno každý nahlédne, že když množina X je konečná.a X « Y, pak též Y je 
konečná množina a obě množiny mají stejný počet prvků. Obráceně jestliže X, Y 
jsou konečné množiny a mají stejný počet prvků, pak X « Y. 

Tato skutečnost nás opravňuje považovat dvě ekvivalentní množiny X, Y za 
stejně veliké, mající stejný počet prvků, i v případě, že jde o nekonečné množiny. 

Poznamenejme, že je mnoho vlastností konečných množin, které se přenášejí i na 
množiny nekonečné, jsou však též vlastnosti, které se tímto způsobem nepřenesou. 
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Například máme-li nějakou konečnou množinu, pak žádná její vlastní část nemůže 
mít stejně prvků jako celá množina; v řeči ekvivalencí to znamená: je-li X konečná., 
Y c X, pak není X « Y. Tuto vlastnost nekonečné množiny nemají. Označme IV 2 

množinu všech sudých přirozených čísel. Buď F zobrazení, které každému přiroze
nému číslu n přiřazuje jeho dvojnásobek 2n. Zřejmě F je vzájemně jednoznačné 
zobrazení množiny IV na množinu IV2. Je tedy IV « IV2, ačkoliv IV2 cz IV. 

Po tomto zjištění se naskýtá přirozená otázka, zda náhodou nejsou všechny ne
konečné množiny spolu ekvivalentní. Odpověď je negativní. Dokonce žádná množina 
X není ekvivalentní se svou potenční množinou SP(X). Tedy pro žádné X neplatí 
X « &(X). 

Uvedené příklady jsou popudem k tomu, abychom podrobně vyšetřovali ekvi
valenci nekonečných množin, případně nalezli všechny možnosti, které v nekonečných 
množinách mohou nastat. 

Zvláštní pozornost budeme věnovat dvěma množinám vyskytujícím se v matema
tice nejčastěji, a to množině IV a množině všech čísel reálných. Je všeobecně známo, 
že množina všech reálných čísel je ekvivalentní s množinou SP(N). (Naproti tomu 
množina všech čísel celých, resp. racionálních, je ekvivalentní s množinou IV.) 

Množiny ekvivalentní s množinou IV se nazývají spočetné množiny, množiny 
ekvivalentní s množinou 0>(N) se nazývají množiny mohutnosti kontinua. 

Jak je patrno, má množina ^(IV) podmnožiny, které jsou konečné, podmnožiny 
spočetné a podmnožiny mohutnosti kontinua. Naskýtá se přirozená otázka, zda 
uvedené typy jsou všechny, které mohou nastat. Hypotéza, že každá nekonečná 
podmnožina množiny &>(N) má buď mohutnost kontinua, neboje spočetná, se nazývá 
hypotéza kontinua. Tuto hypotézu je možné všelijak zobecňovat, například, zda 
všechny nekonečné podmnožiny ^(^(N)) jsou buď spočetné, nebo mohutnosti 
kontinua, nebo ekvivalentní s 0>(0>(N)) apod. Zobecněnou hypotézou kontinua je 
hypotéza, že pro každou nekonečnou množinu X je každá podmnožina množiny 
0>(X) buď ekvivalentní s &*(X), nebo s nějakou podmnožinou množiny X. (Pro 
konečnou množinu X taková hypotéza evidentně neplatí.) 

Jiným závažným problémem teorie množin je problém výběru. Jde o to, zda 
existuje funkce F taková, že pro každou neprázdnou X je F(X) definováno a jest 
F(X) e X. Hypotéza, že taková funkce F existuje, se nazývá axióm výběru. 

Je možno vyslovit řadu různých slabších nebo silnějších forem axiómu výběru. 
Například je otázka, zda existenci takové výběrové funkce F dokážeme ze základního 
principu teorie množin, to jest, zda je možno nalézt nějakou vlastnost cp takovou, 
že F = {X; cp(X)}. Axióm výběru v tomto tvaru měli patrně na mysli matematikové 
v době jeho formulace. Samozřejmě, že je řada možných zeslabení axiómu výběru, 
které spočívají v tom, že od funkce F požadujeme, aby byla výběrovou funkcí jen 
pro množiny, které jsou prvky nějaké konkrétní množiny. Zvlášť zajímavá je otázka, 
zda existuje funkce F taková, že pro každou neprázdnou množinu X e ^(^(N)) je 
F(X) definováno a platí F(X) e X. Tato slabá foma axiómu výběru má řadu důsledků 
pro reálná čísla a v matematické analýze se často užívá. 
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