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O IZOMETRII UZAVRENYCH KONVEXNICH PLOCH?*)
ZBYNEK NADENIK, Praha

Téleso v trojrozmérném euklidovském prostoru se nazyva konvexni, mé-li tuto
vlastnost: Jsou-li A, B dva jeho libovolné body, je v télese i cela isecka AB. Kon-
vexni téleso je koneéné, neobsahuje-li Zadnou polopfimku. Konvexni kone¢né télesa
jsou napft. koule, krychle nebo kuZel. UzavFenou konvexni plochou budeme rozumét
hranici kone&ného konvexniho t&lesa. Tedy napf. kulova plocha (jako celek!) nebo
Sest shodnych &tvercti omezujicich krychli jsou uzaviené konvexni plochy.

Obr. 1 Obr. 2

Dejme tomu, Ze mezi dvéma plochami n a n* je dano jedno-jednoznaéné zobrazeni
Z, které zachovava délky. Podrobnéji feéeno: Jsou-li P, a P, dva libovolné rizné
body na plose n, P} = ZP, a P35 = ZP, body jim odpovidajici na plose n* a 7y
libovolna ¢éra na plose # spojujici body P,, P,, pak ¢ara y* = Zy, ktera je na plose
n* vyplnéna body odpovidajicimi bodiim ¢ary y na plose = a ktera spojuje na plose n*
body P}, P3, ma touZ délku jako &ara y. Dvé plochy, mezi nimi? lze zfidit zobrazeni
uvedené vlastnosti, se nazyvaji izometrické. Jako (navzijem) rozvinutelné se ozna-
¢uji dvé€ izometrické plochy n a n* s vlastnosti, kterou lze — velmi zhruba — vyjadkit
takto: Plochu = lze spojité¢ deformovat v plochu #*, aniZ by bylo nutno plochu =
néjak rozfiznout nebo preloZit.

Objasnime tyto pojmy na pfikladech. Na krychli poloZme &tyfboky pravidelny
jehlan se zakladnou v horni podstavé krychle a s vy§kou mensi neZ hrana krychle
a podruhé tentyZ jehlan z krychle vyberme. Tak dostaneme dvé télesa (obr. 1) se shod-
nymi plasti (obr. 2). Izometrii mezi uzavienymi plochami, jeZ ohraniuji nase dvé
télesa, lze zFidit tak, Ze v zobrazeni Z se pfifadi body, které pfi ztotoZnéni jejich plasti
splyvaji. Uvedené plochy vSak jisté€ nejsou rozvinutelné, nebot jednu z nich nelze
,,promacknout* v druhou, aniZz by nedoslo k pfeloZeni nebo aniZ by nebylo tfeba
fezu. Priklad uzaviené rozvinutelné plochy si opatiime, sloZime-li pas $esti shodnych

*) Clanek je upravenou autorovou pfednaskou na I. &eskoslovenské konferenci o diferencialni
geometrii v z4fi 1961 na Richtrovych boudich v Krkonosich. Je tu viak vynechdn zejména
SussOv dikaz nerozvinutelnosti kulové plochy.
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rovnoramennych trojihelniki na obr. 3 tak, aby stejn& oéislované body se ztotoZnily.
Silné vytaZené hrany pak omezuji dva rovnostranné trojthelniky, jeZ spolu s Sesti
trojiihelniky z pasu ohrani¢uji uzavieny osmistén, jehoZ tvar lze mé&nit bez nutnosti
fezu nebo preloZeni, tj. Ize jej rozvinout. Osmistén sam sebe pronika, to vSak neni
na zavadu rozvinuti.

Poznamenejme vyslovné, Ze plochy, které nejsou izometrické, nemohou byt ani
rozvinutelné. Dv€ plochy, z nichZ jedna vznikne z druhé pohybem (rotaci a posu-
nutim), doplnénym poptipadé o symetrii, se nazyvaji kongruentni. Je jisté zfejmé,
Ze kazdé dvé kongruentni plochy jsou izometrické.

Otéazka, zda dv€ uzaviené konvexni izometrické plochy jsou anebo nejsou kon-
gruentni, je velmi starého data. Pravdépodobné prvni, kdo se ji dotkl, byl EUKLIDES

v XI. knize Zakladi. Jako definici vyslovil
(v jiné formulaci) toto tvrzeni: Dva poly-

> edry, které maji shodné stény (tj. jsou

A/ izometrické), jsou kongruentni. Z ptikladu
na obr. 1 je patrno, Ze neni obecn& sprav-

! 2 J ! né, Euklides ho v§ak pouZival jen v pfipadé,
Obr. 3 kdy spravné je. Zamény definice s tvrze-

nim si v§iml aZ v poloviné 18. stoleti
R. SimsoN. Koncem 18. stoleti na véc znovu upozornil A. M. LEGENDRE*v Eléments
de géométrie, ale Euklidovo tvrzeni — v tfidé konvexnich polyedrd, to zdiraziiuji —
dokazal az A. L. CAUCHY v roce 1812: Dva izometrické konvexni koneéné polyedry
jsou kongruentni. Bylo mu tehdy 23 let a dikaz provedl s LAGRANGEOVYM vedenim.
O Cauchyové vykonu (v némzZ byla jista chyba a jistd mezera) je moZno se v literatute
docist véci dosti protichiidné, od pochvalnych superlativii aZ po zminku, Ze v La-
grangeovych zaznamech — zemfel v roce 1813 — byly nalezeny nejpodstatnéjsi
myslenky Cauchyova dikazu.

Po Cauchyové zjisténi vyslovil jesté J. L. Lagrange domnénku, Ze dvé uzaviené
konvexni plochy, jsou-li izometrické, jsou nutné kongruentni. Stejného minéni byl
i F. MINDING, jeden z prvnich a sou€asné nejznamenitéjsich pokracovateli v Gaus-
sové teorii lokalniho rozvinuti plochy. Nepochybné v§ak oba.méli na mysli jen hlad-
ké plochy bez hran a vrcholt.

Specidlnim pfipadem Lagrangeovy a Mindingovy domnénky je izometrie kulové
plochy. Velmi dlouho se mélo za samoziejmé, Ze uzaviena konvexni hladka plocha
izometricka s kulovou plochou je nutné kulova plocha. Prvni pokus o diikaz podnikl
v roce 1854 J. H. JELLETT. Zistalo vSak jen pfi pokusu, nebof jeho postup nebyl
spravny.

Prvni Gspé$ny krok v dikazu Lagrangeovy hypotézy ucinil aZz v roce 1899 z pod-
nétu D. Hilberta H. LIEBMANN. Dokazal, Ze analyticka (tj. ptipoust&jici derivace
libovolného fadu t¥i funkci, které udavaji proménné soufadnice jejiho bodu) uzaviena
konvexni plocha n, ktera je izometricka s kulovou plochou n*, je zase kulova plocha
kongruentni s n*. Ackoliv zékladni myslenka Liebmannova dikazu je pomérné
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jednoducha, diikaz sam je zna¢né€ sloZity. Mnohem jednodussi dikaz podal v roce
1900 HiLBERT. ZaloZil jej na jisté extrémni vlastnosti hranice konvexni analytické
neuzaviené plochy. Z doby kolem roku 1900 se datuji prvni prace H. MINKOWSKEHO
z teorie konvexnich polyedri a z teorie smiSenych objemt konvexnich téles. (Nejdi-
vysledky obsahuji Liebmannovo tvrzeni jako specialni pfipad. Pravdépodobné
dosud nejjednodussi jeho diikaz podal v roce 1929 W. SUss; vychazeje z jistych dvou
rovnic Minkowského pro opérnou funkci konvexniho té€lesa (jejich odvozeni na za-
kladé Steinerova vzorce pro objemy paralelnich téles je jednoduché) dokazal je zcela
prosté zpdsobem, ke kterému staéi nejelementarnéjsi poznatky z integralniho poctu.
Siisstiv diikaz je mala, ale velmi p&€kna ukazka genialnosti Minkowského myslenek.

Nerozvinutelnost uzaviené kulové plochy svedla v roce 1900 Liebmanna k tvrzeni,
Ze nerozvinutelna je i plocha, ktera vznikne z uzaviené kulové plochy odstranénim
vrchliku mensiho neZ jeji polovina. Nespravnost tohoto tvrzeni zjistil v roce 1912
W. BLASCHKE. V roce 1919 podrobil Liebmann svij omyl velmi dikladné revizi
a zjistil véc na prvni pohled zna¢né& prekvapujici: Odstrani-li se z uzaviené kulové
plochy (ktera je nerozvinutelna!) libovolné maly kousek, dostaneme rozvinutelnou
plochu.

Od Liebmannovy prace z posledniho roku minulého stoleti uplynulo 28 let, nez
byl u€inén dalsi pokrok. V roce 1927 publikoval S. COHN-VOSSEN praci, v niZ dokéazal
spravnost Lagrangeovy domnénky pro analytické uzaviené konvexni plochy. Pozdé&ji
pfedpoklady podstatné zeslabil a dokazal véc pro plochy tfikrat spojité diferenco-
vatelné a bez ,,plochych* bodi, v nichZ se plocha vice pfimyka ke své te¢né roviné.
Cohn-Vossenovy piedpoklady dale zeslabil aZz v roce 1943 G. HERGLOTZ pouze na
pozadavek dvojnasobné spojité diferencovatelnosti. V tomto procesu pokracoval
v roce 1947 A. D. ALEXANDROV, ktery sniZil pfedpoklady aZ na spojitou diferenco-
vatelnost spojenou s jistou Lipschitzovou podminkou.

Byla tak v roce 1947 tato situace: Na jedné strané Cauchyiv vysledek pro poly-
edry a z druhé strany postupné objevy Liebmannovy, Cohn-Vossenovy, Herglotzovy
a Alexandrovovy o hladkych plochach. Stale zbyvala otazka, plati-li Lagrangeova
hypotéza i pro uzaviemé konvexni plochy, které nejsou ani polyedry ani nejsou
dostateéné hladké (napf. pro plochu, kterd vznikne sjednocenim plasté rota&niho
kuZele s jeho zakladnou).

V roce 1934 emigroval Cohn-Vossen z Némecka do Sovétského svazu a za svého
kratkého plisobeni v Moskvé a v Leningradu (zemfel jiZ v roce 1936 jako &tyfiatti-
cetilety) obratil pozornost vynikajicich sovétskych geometri k problémiim globalni
geometrie. Kolem roku 1940 zadal Alexandrov v fadé praci podstatné rozSifovat
a prohlubovat poznatky o konvexnich télesech a tvofit nové teorie — bez klasického
aparatu diferencialni geometrie — pro globalni studium i neregularnich ploch. V roce
1948 a 1950 je shrnul ve dvé knihy. Od pocatku &tyFicatych let vznika pod jeho vede-
" nim i Skola. Mezi jeho prvni Zaky, ktefi se dopracovali vynikajicich vysledkd v teorii
konvexnich ploch, patfili P. S. OLoviaNISNIKOV a I. M. LIEBERMAN; oba padli p§i
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obrané Leningradu. Z Alexandrovovy $koly vySel pak i A. V. POGORELOV, ktery v roce
1952 publikoval v Kijevé utlou kniZku, v niZ pfesn& po 140 letech od prvniho Cau-
chyova vysledku problém kompletné uzaviel. Vychazeje z Alexandrovovych teorii
dokazal v plné obecnosti toto tvrzeni: '

Kazdé dvé izometrické uzaviené konvexni plochy jsou kongruentni.

Formulace problému i Pogoreloviv vysledek jsou pfistupny bez jakychkoliv hlub-
§ich matematickych poznatkf. Reseni viak bylo velmi obtiZzné. AZ k Herglotzovi bylo
pokroku dosaZeno vZdy aZ po nékolika desetiletich, a to matematiky, ktefi patfili

wewr

k nejpfednéjsim. Podobnych problému je v teorii konvexnich t&€les mnoho. V tom
se tato disciplina podoba &iselné teorii, s niZ ma ov§em i zcela neformalni a velmi
hluboké spojeni.

Nurekskd pF¥ehrada

na fece Vachs v sovétské stiedni Asii bude pfi vy$ce 300 m nejvyssi na svété. Hraz bude sypana
s hlinitopis¢itym jadrem a boky z lomového kamene. I kdyz Sife nynéjsiho koryta feky v misté
piehrady je asi 8 m, bude koruna hrdze ve vy$i 300 m dlouhd 700 m. Boky hrdze budou mit
velmi maly sklon, takZe délka zdkladi bude 1100 m a celkovy objem 44 miliény krychlovych
metri. Pro elektrarnu byly v charkovském Kirovové zavodé zkonstruovany specidlni turbiny
o vykonu 300 MW, elektrarna jich bude mit devét. Jednoduch4 a proto levna konstrukce hraze
m4 za nasledek neobvykle nizkou cenu 1 kWh, totiZz 0,026 kopejky: i v tomto sméru md Nurek
svétovy primat. Nizkd cena umoZni pouZiti elektiiny k zavlaZovéani bavlnikovych poli ve vysSich
polohach. : )
Ivan Soudek

MéFeni velmi vysokych odpori

lze dspésné provadét pomoci ioniza¢ni komory jako zdroje konstantniho proudu; spad
napéti vyvolany na méfeném odporu timto proudem se méfi elektrometrem. Méfeny odpor musi
byt znaén& mensi nez vnitini odpor ioniza¢ni komory 4 V/4i. B&#né vzduchové ionizaini komory
s rovnob&znymi elektrodami maji vnitfni odpor 5. 101% Q pfti atmosférickém tlaku a 2. 106 Q
pfi optimélnim tlaku 20 mm Hg. Zmen$enim uéinného priméru emitujici elektrody ze 70 na 7 mm
stoupl vnitini odpor pfi atmosférickém tlaku na 1,1 . 1017 Q a vyderpanim komory na 20 mm :Hg
stoupne dale na 10'® Q, tak¥e je moZno méfit odpory 107 Q s chybou 10%. Podobny téinek

jako zmenSeni plochy elektrod ma nabita mfizka umisténd mezi elektrodami.
Ivan Soudek
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