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Bolzantv analyticky program

Steve Russ

Nase moderni definice konvergence nekoneénych fad a spojitosti redlnych funkci se
objevily tiskem poprvé pred 175 lety v kratké prici napsané zapadlym Ceskym knézem
[1]. Ve zminéné praci pouZil tyto definice obecnym a peclivym zpisobem ke konstrukci
prvniho ,,¢isté analytického diikazu® véty o nulovém bodu spojité funkce, kterd ¥ika, ze
spojita funkce, nabyvajici v koncovych bodech n&akého intervalu hodnot s opaénym
znaménkem, je nulovad v n&kterém bodé& tohoto intervalu. Tim knézem byl Bernard
Bolzano (1781-1848) a této vété se nékdy fik4 ,Bolzanova véta“. Bez ohledu na to i
na uznani v nazvu ,,Bolzano-Weierstrassovy véty“ se aZ do neddvné doby nezménilo
nic na tom, Ze byl jako matematik opomijen, coZz tohoto knéze trapilo cely jeho Zivot.

A pfesto jeho publikace (od r. 1804) a rukopisy (v jejichz publikaci se pokracuje)
odhalily rozsihlost jeho pozoruhodnych vhledd [2]. Podal prvni topologickou definici
kfivky, plochy i tf¥irozmérného télesa a formuloval vétu o Jordanové kfivce [3]. Vylou-
Cenim obvykle Spatné definovanych nekoneéné malych veli¢in a obratnym vyuzivanim
aritmetického pojmu limity definoval konvergenci, spojitost a derivace v modernim
smyslu, véetné jednostranné spojitosti a jednostrannych derivaci. Na zacatku tficatych
let minulého stoleti sestrojil také prvni ptiklad vsude spojité funkce, kterd nem4 nikde
derivaci. V tomtéz obdobi poloZil pocatky sice komplikované, ale Gispé&8né konstrukci
redlnych &isel — jeho tzv. ,meéfitelnych &isel“ — a obsdhlou teorii redlnych funkci.
Vyvinul elementarni teorii nekoneénych mnoZin a jasné pochopil, Ze takové mnoziny
jsou charakterizovany tim, Ze je vidy lze vzidjemné jednoznaéné zobrazit na jejich
vlastni ¢4st. Ve svém dile o logice publikovaném v r. 1837 [4] pfedvedl, Ze pochopil
pojem proménné jako mista, do néhoz Ize dosazovat hodnoty z dané tfidy, a v dalsim
pak podal prvni formdlni pojeti platnosti, pravdivosti a sémantického vyplyvéni, a
to zplisobem, ktery byva obvykle pfipisovan Tarskému z dvacatych let tohoto stoleti.
Bolzano znal vétsinu toho, co jsme zde uvedli, nejméné dvé & t¥i desetileti (a v né-
kterych pripadech i stoleti) dfive, nez byly tyto vysledky publikovdny matematiky,
kterym jsou nyni zpravidla pfipisovdny (jako Dedekind a Weierstrass). Ale to nebyly
Stastné ndhody. Bolzano nebyl nikdy profesionilnim matematikem a pracoval vétsi-
nou v izolaci, a pfesto formuloval peélivé propracovanou metodologii, jejiz naért byl
obsazen v jeho prvni publikaci [5] a kterd se mu stala voditkem v jeho badani po cely
zbytek jeho Zivota. )

Bernard Bolzano se narodil v Praze 5. fijna 1781. Témé&rF nepfetrzity valecny stav,
existujici v Evropé mezi léty 1789 a 1815, tvofil pozadi jeho détstvi i zacatku jeho
zivotni drdhy. V té dobé byly Cechy s Prahou jako hlavnim méstem &asti habsburské
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monarchie, fizené z Vidné& cisafem FrantiSkem I. Hlavnim intelektudlnim hnutim
v Cechach bylo tzv. ,katolické osvicenstvi“, které zdiraziiovalo témata racionality
a uZiteCnosti ve vSech vécech a konalo mnoho pro pozvednuti vyudovdni na vsech
“tirovnich. Bolzaniiv otec byl italskym obchodnikem s uménim, ktery se pfistéhoval
do Prahy v Sedesdtych letech 18. stoleti, kde se oZenil s Némkou Cecilii Maurerovou.
Z jejich 12 déti se jen dvé dozily dospélého véku. Bolzano s4m nebyl silnym a zdravym
ditétem, ale i pfes bolesti hlavy a srdeéni slabost byl, jak napsal, ,velmi Zivym ditétem,
které se ani na chvili nezklidnilo“ [6, str. 56]. Tato dispozice k nepFetrzité aktivité
vzdor Eastym nemocem jej neopustila, ani kdyZ stirnul. Tak napf. je v jeho mate-
matickych denicich pfes 8000 listli rukopisti a k tomu existuji jest& deniky tykajici se
logiky, filosofie a etiky. (VSechny jeho spisy, z nichZ vétSina nebyla dosud publikovéna,
se nyni postupné stivaji dostupnymi v Bolzano-Gesamtausgabe; celkovymi editory
matematickych svazki tohoto vydani jsou profesofi Jan Berg a Bob van Rootselaar
[7)-.

V roce 1796 se Bolzano zapsal na filosofickou fakultu prazské univerzity a tyfi roky
navstévoval pfednaSky pfevazné z filosofie a matematiky. Ackoliv zpo&atku shleddval
oba obory dosti tézkymi, brzy rozpoznal v matematice pole plisobnosti pro zkoumani
zdkladl ‘a pojml matematiky, coz byly véci, které ho velmi pfitahovaly. Odvolava se
zv14Sté na Késtnerovy Anfangsgriinde der Mathematik, v nichz Kistner dokazoval to,
co se zpravidla pfechazi, nebot to kaidy uZz zna, tj. snaZil se o to, aby si byl &tenaF
jasné védom zdkladu [Grund], na némZ tyto soudy spoéivaji. A to se mu ze vieho
libilo nejvice. ,Mé zvlastni potéSeni z matematiky spocivalo tudiZ pravé na téchto
spekulativnich partiich, jinymi slovy cenil jsem si pouze tu &4st matematiky, ktera
byla soucasné filosofii“ [6, str. 64]. _

Na podzim roku 1800 zaéal Bolzano tfileta theologicka studia. Ackoli byl v zdkladu
pravovérnym katolikem, shledal, Ze se jeho racionalistické sklony neshoduji Gplné s jeho
theologickymi studiemi tak, jak si to plivodné pfedstavoval. Dospél k poznéni, Ze jeho
posldnim neni sluzba, ale ucitelské pisobeni. Jeho stild snaha o jasnost a spravné
uspofddani pojmi v kaZdém vykladu byla nepochybné ovlivnéna vychovnymi a vyu-
¢ovacimi hodnotami. (Jeho hlavni dilo o logice [4] obsahovalo dlouhou &4st o tom, jak
se maji uspofadavat a psit ucebnice!) Béhem svych theologickych studii pfipravoval
svou doktorskou tezi o geometrii, kterd byla otisténa v roce 1804 [5]. Bolzanovi se
nepodafilo ziskat misto matematika, coZ spolu s nerozhodnosti ohledné dalsi kariéry
znamenalo pro néj nejistou budoucnost. Kdyz se pak rozhodl pro theologické misto,
daly se udélosti do pohybu. 5. dubna 1804 ziskavd doktorit; 7. dubna je vysvécen
na knéze; a 19. dubna je mu pfidéleno nové vytvofené misto profesora theologie na
prazské univerzité. Takova mista byla vytvofena na vSech univerzitach, aby Celila viné
liberalismu a volnomyslenkafstvi.

Kromé svych pfedndsek musel Bolzano dvakrat tydné kdzat studentim a obyvate-
lim Prahy. Tyto povinnosti plnil vdZné a s nadSenim a brzy se stal vysoce uznavanym
a oblibenym kazatelem v Praze a jeho kdzani navStévovalo pravidelné vice neZ tisic lidi.
Pies tyto kazatelské tisp&chy nebyl Bolzano nikdy povaZovéan za politicky vhodného
pro takové misto a jeho jmenovani bylo od samého polatku sledovano videiskymi
autoritamis podezienim. Autorizované ucebnice pouzival jen k tomu, aby je kritizoval,
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a jeho nazory byly zjevné pacifistické a socialistické. Po dlouhém procesu (v némsz se
odhodlan& h4jil) byl Bolzano v r. 1819 propustén pro kacifstvi, dan pod policejni
dohled a byla mu zak4zdna publikacni éinnost. Tento vynuceny odchod do perze
pravdépodobné zna¢né prodlouZil jeho Zivot — trpél totiZz tuberkulézou -—, nebot
mohl nyni trivit vétsinu svého Easu zotavovinim se a psanim na statku v Téchobuzi
v jiznich Cechéch, kde byl hostem svych pratel Josefa a Anny Hoﬂ'mannm}jlch. Po
tomto kli€ovém obratu v jeho Zivotnim béhu zacal Bolzano pracovat na svych dvou
hlavnich projektech: Wissenschaftslehre [4] o logice a Gréssenlehre [8} o matematice.
Po smrti Frantiska I. v roce 1835 se sice zdkazy Bolzana postupné zmirfiovaly, ale
Bolzano se uz nikdy nezapojil ani do politiky ani do revoluce v r. 1848, roce jeho
amrti. Po tomto kratkém uvedeni do Bolzanova Zivota se nyni obratime ke zkouméni
téch principi, které fidily jeho vybér badani.

Poéinaje svou tezi [6] z roku 1804 formuloval Bolzano fadu obecnych nahledd
o matematice (oznaleni ,filosofie matematiky“ v modernim smyslu by bylo pfehnané),
zahrnujicich jeho pojeti spravnosti jak pojmu, tak dikazu. V tomto dile se zabyval
predeviim nalezenim (z jeho pohledu vibec poprvé) spravnych dikazii elementarni
geometrie. Zastaval ndzor, ze takové dikazy musi nutné pouzivat pouze pojmy pfimeé-
fené zkoumanym vétam:

Nemohl bych byt spokojen s dokonale presnym diikazem, jestlize by nebyl odvozen
od pojmi, které dokazovand teze obsahuje, nybrz by pouzival jakychsi ndhodnych,
cizich, prostfedkujicich pojmi, coZ je vidy chybny prechod k jinému druhu. [5,
Pfedmluva]

Podle Bolzana neni tedy logicka nebo formalnf spravnost jedinym kritériem adekvat-
niho nebo korektniho dikazu: Pojmy obsazené ve vyvozovani musi byt v uréitém
smyslu pfiméfené zavéru. Napfiklad hovofime-li o elementarni teorii trojihelnika a
rovnobézek, jsou pojmy primky a sméru pfiméfené, zatimco pojmy pohybu a roviny
takové nejsou. Bolzano byl presvédZen, Ze pohyb patfi jiné oblasti neZ geometrie a Ze
jeho pouzivani v geometrickych diikazech je pfikladem ,,pfechodu k jinému druhu® (coz
Jje typ chyby, na ktery poprvé upozornil Aristoteles v souvislosti s pouzivanim ¢iselnych
fakti pfi dokazovani geomet:rick)’rch vysledki). V mnoha pfipadech to také vede k logic-
kému kruhu, nebot moznost pouZzitého pohybu je dokdzana pravé geometrickou vétou.

v,

Bolzano tedy pfedpokladé uréitou hierarchii pojmi, jdouci od pojmi jednodussich ke
pojmy uréité Grovné v této hierarchii, nemize tudiz pfedpokliddat pojmy z trovné
vyssi. Napf. pouziti Eukleidova postuldtu o rovnobézkich pfedpokladé rovinu a stejné
je tomu i pfi zachdzeni s Ghly jako kvantitami.

V tomto svétle pfedstavuje Bolzanova elementarni geometrie pfimek a trojihelnik,
v niZ nelze Ghly seéitat a odeéitat jako kvantity, dosti neobvykly vyvoj. Dikazy, jeZ
ignoruji hierarchicky princip, jsou ovSem casto GspéSné v tom smyslu, Ze jsou logicky
spravné a presvédéujici. Avsak dodrZovani tohoto principu by mélo vést k dikaziim,
které respektuji a odrazeji ,objektivni zavislost [9, § 12] mezi pravdami. Tento cil
urCuje totiz Bolzaniv Gstfedni motiv v jeho raném dile. Z moderniho pohledu je
pozoruhodné, Ze takovy dogmaticky a esencialisticky pohled vedl k metodologii. kterd
byla v jeho rukou tak mimofaddné plodna.
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Metodologie, kterd byla v pozadi jeho raného geometrického dila, se ustaluje v jeho
dile o zdkladech matematiky, otisténém v roce 1810 [9] a nakonec vnitiné utvari
matematicky vyzkumny program, ktery Bolzano uskute¢iioval po cely zbytek Zivota
[10]. Praci [9] zamyslel jako prvni z Fady Elankd, které mély obsahovat reorganizaci
matematickych teorii (véetné nejjednodussich teorii aritmetiky a geometrie) ve shodé
s jeho hierarchickou metodologii, ale nepokracoval v tom. Ackoli napsal &asti druhého
pojednéni, nebyly uz publikovany aZ do neddvné doby [7, Vol. 2A5]. Selhani Bolzanova
programu nebylo ovSem disledkem nedostatku nadSent z jeho strany. Potfeboval prosté
ujisténi ze strany ostatnich matematiki, ze byla jeho pracim vénovina aspon néjaka
kriticka pozornost. ProtoZe vsak k tomu nedoslo ani v ¢asopisech ani v korespondenci,
rozhodl se Bolzano odlozit hlavni praci na zdkladech a — jak upfimné doznavad —
»Stat se znaméjsim ufenému svétu tim, ze budu publikovat préce, jejichz ndzvy by
byly lépe uzptisobeny k tomu, aby vzbudily pozornost“. [1, Pfedmluva). Na tomtéz
misté vysvétluje, Ze tato strategie motivovala publikaci jeho praci [11, 12] v roce 1816
a 1817. Naméty téchto praci, stejné jako [1], byly tudiz voleny pfevadzné z divodd
publicity. Dokazuje se tam jen par novych vysledki; kazdy z téchto ¢ldnkd usiluje
pfedevsim o podani novych (a z Bolzanova pohledu poprvé pfesnych) dikazi mno-
ha dobfe znidmych vét analyzy. Toto soustfedéni pozornosti na diikazy zdkladnich
vét pochdzelo opét z Bolzanovych zdkladnich konceptudlnich poZadavki: odstranit
z analyzy nejen ideje nekonefna a nekoneéné malych veli¢in, ale také poziistatky
geometrického ndzoru. Jeho price [11, 12] tedy pouze ukazuji, jaky druh reorganizace
mél Bolzano na mysli. Bez obalu o tom mluvi v Pfedmluvé k [11], kdyZ oznaduje tuto
préci za ,,ukdzku nového zpisobu rozvoje analyzy“. Zamér upozornit témito pracemi
na své myslenky se nakonec naplnil, ale aZz dlouho po Bolzanové smrti. Prvni dileZité
uznéni Bolzanova dila se objevilo v souvislosti s praci [11] v Hankelové ¢lanku ,,Grenze
[limita]“, v Erschové a Griiberové Allgemeine Encyklopddie z roku 1871.

Abychom si ozfejmili Bolzaniv pFistup k analyze, podivejme se na préaci [1] z roku
1817, v niZ podéva sviij diikaz véty o nulovém bodé spojité funkce. Bolzano zahajuje
tuto préci jasnym prohlisenim svého metodologického postoje ohledné této véty: Pravé
proto, Ze lze tuto vétu formulovat v Cisté analytickych terminech, nemize byt Zadny
ditkaz pouzivajici éas, pohyb anebo geometrii spravny:

Nepokldddme-li védecky dikaz za pouhé potvrzeni [Gewissmachung], nybrz za
zdtivodnéni [Begriindung], tj. uvedeni objektivnich diivodd pro zkoumanou prav-
du, pak je samoziejmé, zZe opravdu védecky dikaz nebo objektivni divod néjaké
pravdy, jez plati stejné pro vsechny kvantity, at uZ jsou v prostoru nebo ne,
nemiiZe spoCivat na pravdé, kterd plati pouze pro kvantity, které jsou v prostoru.
[1, Pfedmluva]

Pro Bolzana prosté musi existovat analyticky diikaz a ve zbytku price na tomto
dikazu pracuje.

Zéakladni struktura jeho dila je jednoduch4. V Pfedmluvé, kterd je stejné dlouha jako
zbytek prace, kritizuje Bolzano drivéjsi pokusy o diikaz, a to jak z technickych divodi
(napf. nevhodné definice spojité funkce jakoZto funkce nabyvajici vSech hodnot mezi
jakymikoli dvéma jejimi hodnotami), tak z divodd metodologickych, které, jak jsme
vidéli, Bolzana vysoce motivovaly. Pak opakuje svou vlastni definici spojitosti funkce
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(tato definice se objevila poprvé v [11]) pfed hlavni &sti prace. Tam zah4ji kratkou
diskusi o nekone¢nych fadéich, kterd je pfipravou na jeho formulaci konvergenéniho
kritéria a na jeho dvé hlavni véty: Véta 1 je ranou formou Bolzano-Weierstrassovy
véty, formou, kterd pouZiva toto konvergenéni kritérium; a Véta 2, véta o nulovém
bodu funkce, je vétou, kterd zavisi jak na definici spojitosti, tak na V&té 1. V tomto dile
a fakticky i v-Sir$im programu neusiloval Bolzano pouze o ,aritmetizaci analyzy, tj.
nechtél pouze oéistit pojem limity, konvergence a derivace od geometrickych pfimési
a nahradit je Cisté aritmetickymi pojmy. Byl si védom hlubsiho problému: potfeby
zjemnit a obohatit pojem cCisla samého. A pravé v tomto SirSim ramci lze nejlépe
porozumét dilezitosti a G¢innosti Bolzanovych definic konvergence a spojitosti. Bol-

" zano vnesl také dilezité nahledy do pouZivini symboli-a proménnych v matematice."
Tim, Ze pouzival aritmeticky pojem limity, pochopil napf. jasné potfebu dvou riznych
proménnych a jejich kvantifikace. Uvédomil si také, Ze jedna z téchto proménnych musi
mit danou nebo zvolenou hodnotu. V Bolzanové dobé bylo v kontextu konvergentnich
fad bézné hovofit tak, jako kdyby stailo prosté Fadu EasteCnych souétid uvést do
chodu, asi tak jako budik, a pozorovat, jak se postupné blizi k néjaké mezni hodnoté.
Bolzano namisto toho hovofil o tom, Ze je tfeba nejprve vybrat hodnotu vyjadfujici
pozadovany stupen pfiblizeni a pak explicitné najit dostateéné velké castecné soucty,
které by zarudily to, Ze se tyto souéty lisi méné; nez stanovi tato tolerance. Ponechme
na chvili stranou otdzku existence limit v téchto pfipadech a vSimnéme si, Ze tento
diiraz na vybér jasné odhaluje ,transakéni“ povahu moderniho pojmu limity.

Je podivné, Ze se Bolzano v ranych pracich o analyze nikde neodvoldva na pojem
limity, ackoli tento pojem velmi Easto pouZivd, a to vidy modernim zplisobem a
mnohem obratnéji nez vétSina jeho soucasnikid. Tim, Ze to takto délal, zdhrazho-
val dilezity aspekt své metodologie pojmové spravnosti, totiz odmitnuti pouzivat
nekonecné malé veli¢iny — jak tohoto nazvu, tak pojmu. Misto toho vidy hovofil
o ,veli¢inich, které mohou byt libovolné malé“ s objasnénim, Ze to jsou oby&ejné
aritmetické veli€iny, pojimané jako malé, zvolené hodnoty, které zlstavaji konstantni
v celém daném kontextu. Bolzano zavedl také konvenéni znaceni w a Q s riznymi
indexy (psanymi nahofe) pro rozliSeni riznych ,libovoln& malych veliéin“. Spole¢na
je jim univerzalni kvantifikace, obsaZend v ideji vybéru. Tak v Pfedmluvé k [1], po
kritice mnoha neuspokojivych bézné pouZivanych definic spojitosti, ¢teme:

Podle sprdvné definice znamend vyraz, Ze se funkce fx méni podle zdkona spoji-
tosti pro viechny hodnoty uvnit¥ urcitjch mezi, presné to, ze je-li z n&jaka takova
hodnota, pak mize byt rozdil f(z + w) — fz ulinén mensim ne? jakikoli dand
veli¢ina, za pfedpokladu, Ze w miZe byt vzato jakkoli malé ... tj. f(z +w) =

= fz+9Q.

V §17 préce [1] pouziva Bolzano tuto definici k diikazu toho, Ze kaZdy polynom
je spojity, a ve [12] dokazuje n&kolik elementarnich vét o spojitych funkcich. Definice
je jasnd a je formulovéna tak, Ze dovoluje snadnou algebraickou manipulaci. Je také
originalni v tom smyslu, Ze se zde poprvé v tisku objevuje tato kombinace pojmi (ktera
tehdy byla uZ neformalné pochopena mnoha matematiky) a jeji pFesnd aritmeticka
formulace a pouZiti.
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Pro svij dikaz véty o nulovém bodé vSak potfebuje Bolzano naléhavé néjakou formu
Bolzano-Weierstrassovy véty — tfeba tu, Ze kaZzdd omezend mnoZina redlnych &isel
mé4 limitni bod. (V té dob& oviem neexistovala formaln{ definice redlnych &isel, ba ani
Cisel racionalnich ¢&i pfirozenych. Historicky vyvoj takovych definic anebo konstrukci
postupoval zhruba v obraceném , logickém“ pofadi.) Aby ji ziskal, potfeboval kritérium ‘
konvergence pro nekonecné fady a v prvnich nékolika oddilech [1] zkoumal mocninné
fady v z s C4steCnymi soucty, které tvofily novou fadu, kterou ve [13] reprezentoval
jako

Fl:c, Fzz, F3:L‘, oo ey Fn:c, .oy Fn+,-1:, e )

Hodnota z je zde konstantni a v této dobé neexistuje pojem stejnomérné konver-
gence. Pak formuluje v § 7 klicovy vysledek o konvergenci:

Maé-li fada veliCin Fyz, Foz, Fsz, ..., Fpz, ..., Foyrz, ... tu vlastnost, ze rozdil
mezi jejim n-tym Clenem Fpz a jakymkoli pozdéjsim, Fp, 4.z, bez ohledu na to,
jak je od Clenu F,z vzdilen, je mensi nez jakikoli dani veli¢ina, pokud je n
dosti velké, pak vidy existuje uréitd konstantni veli¢ina, kterd je navic jedina,
k nf% se &leny této Fady bliZi a k niZ se mohou dostat tak blizko, jak chceme,
pokradujeme-li v fadé dosti daleko.

Posloupnost s touto vlastnosti nese zpravidla Cauchyovo jméno. Ctyfi roky poté,
co Bolzano publikoval svou préaci v Praze v r. 1817, popsal Cauchy touZ vlastnost ve
svém velmi éteném Cours d’Analyse. (Grattan-Guiness v [14] uvadi jistou dosti pro-
pracovanou evidenci, ze Cauchy mohl skutecné prevzit ideu této vlastnosti od Bolzana,
ale neni to zdaleka pfesvédCujici.) Podle Kitchera [15] budeme nazyvat posloupnost
s touto vlastnosti ,,B-posloupnosti“ (podle ,,Bolzano“ anebo podle toho, Ze se Eistecné
soudty ,shlukuji“, coZ je v angli¢tiné mozno také oznaéit slovem , bunching®).

Bolzano podal zajimavy diikaz véty o téchto B-posloupnostech, ktery se rozpada do
téchto CtyF Casti:

(i) existuje-li takova konstantni veliéina (X), pak miZe byt uréena tak pfesns, jak
.pozadujeme;

(ii) pfedpoklad takové veliéiny X ,neobsahuje tedy Zddnou nemoznost;

(ii1) tudiz takové veli¢ina X skutelné existuje; a

(iv) tato veli¢ina X je jedin.

Bolzano dal jasné a pfesné dikazy kroki (i) a (iv), ackoli je jeho dikaz (i) pozoru-
hodné rozvlaény. V krocich (ii) a (iii) anebo mezi nimi je vSak z moderniho hlediska
dtkaz podezfely. Ve zdivodnéni (ii) fikd Bolzano, ze ,pfedpoklad konstantni veli€iny
(X) s touto vlastnosti blizkosti ¢lenti nasi fady neobsahuje nic nemozného, protoze
na zdkladé tohoto pfedpokladu lze uréit tuto veli¢inu tak pfesné, jak pozadujeme*
[1, §7]. Co se tyce (iii), tvrdi, Ze ,,skuteénd hodnota X se tudiZ lisi od hodnoty F,z
nejvyse o d a miZe byt tedy uréena tak pfesné, jak poZadujeme, nebot d lze zvolit
libovoln& malym. Existuje tedy redlnd veli¢ina [reele Grésse], k niz se ¢leny zkoumané
fady priblizuji jak je Zaddano, jestliZe v této fadé pokracujeme dosti daleko“ [1, § 7].

Abychom zde porozuméli Bolzanovu uvazovani, potfebujeme nejprve vysvétlit vétu:
,neobsahuje Zddnou nemoznost“. Od svého raného dila byl Bolzano zfejmé pfesvédcen,
ze staéi dokdzat mozZnost pojmu, aby jej pak matematici mohli opravnéné pouzivat.
Naékolikrat to zdiraziiuje v [5], & aspon ukazuje moZnost néjakého objektu dfive, nez jej
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pouZzije. A&koli byla matematika té doby definovana jako ,,véda o kvantitich“, definuje
ji Bolzano v Pfedmluvé k [9] zcela abstraktné jako ,védu zabyvajici se obecnymi
zdkony, podle nichZ jsou véci Fizeny ve své existenci.“ Jasné ¥ika, Ze neni zaleZitosti
matematiky dokazovat aktudlni existenci cehokoli (to je zaleZitost metafyziky). Mate-
matika se m4 spiSe zabyvat ,podminkami moznosti [9, § 8] n&jaké véci. V Bolzanové
zplisobu mysleni tedy staci ukizat moZnost néjaké veli¢iny k tomu, aby mohla byt
zavedena a pouZivdna (coZ je zfejmé& vSechno, co myslel v (iii)). Kitcher to vyklada
tak, ze Bolzanovo mysleni skryté za poZadavkem (ii) mohlo spoéivat v tom, Ze pokud
by se vyvodil néjaky spor z moznosti X, pak by se mohl vyvodit tyZ spor z dostatecné
blizké aproximace X. To znamen4, %e bychom se na (i) mohli divat jako na jakysi
diikaz relativni konzistence (ii).

Mnozi komentatofi (napf. Steele v [16]) Fikaji, Ze je v celém dikazu logicka chyba,
protoze tam chybi vlastni existenéni diikaz, a Zze Bolzano délal co mohl v dobé, kdy
jeSté neexistovala definice redlnych é&isel. Mohli bychom' tvrdit téméF opak: Ne, Ze
se Bolzano dopustil logické chyby, ale Ze obhajoval a odvoldval se na hluboky vhled
do povahy &isel, totiz to, Ze ,spravny pojem“ &isla je pravé ten, v némZ ma kaZda
B-posloupnost limitu. PouZiti takového pojeti jako podstatné asti diikazu snese
srovnani s pfijetim existence takové limity jakoZto axiomu a se zavedenim definice
pomoci jistych nekoneénych mnozin (fezi anebo tfid ekvivalence). ProtoZe nemiizeme
doufat v to, Ze bychom mohli podat formdini dikaz konzistence takovych axiomi
anebo definic, je konzistence jejich zavedeni pfesvédcenim, zaloZenym v obecné intuici
anebo nahledu, ktery je zachycuje. To oviem neznamend popfeni nutnosti definiéniho
anebo axiomatického pfistupu k redlnym Eislim, nybrz ukazani toho, Ze to jsou pouze
formélni proté&jsky klicové intuice é&isla, téZe intuice, kterou museli zakouset Dedekind,
Cantor i jini pozdéji v témZe stoleti. Bolzaniyv ,,dikaz“ je uzitecny pravé proto, Ze uspél
na neformalni drovni, a tudiZ ukazoval pfesvédCivé na ty vlastnosti, které vyzaduje
formalni pojem &isla. SnaZil se uvést jisté diivody (zv1asté v (i) a (ii)) toho, Ze spravné
pochopena cisla jsou takova, pro néz je vlastnost byt B-posloupnosti dostatecna pro
zajiSténi konvergence. Bolzano nebyl mozna prvni, kdo to uvidél, byl vSak bezpeéné
prvni, kdo to vyjadril tak Gsp&sné v terminech B-posloupnosti.

Na tomto nutném zikladé formuloval a dokazal Bolzano prvni hlavni vétu své prace
z r. 1817 [1]:

Véta 1. Neplati-li néjaka vlastnost M pro vsechny hodnoty proménné velidiny z,
avSak plati pro vsechny hodnoty mensi nez jisté u, pak vidy existuje veliéina U,
kterd je nejvétsi z téch, o nichZ lze tvrdit, Ze vSechna mensi z maji tuto vlast-
nost M. [1, §12]

Je-li A neprazdné posloupnost redlnych éisel a vlastnost M znamena ,,nebyt élenem
A“, pak tato véta tvrdi, Ze ma-li A dolni mez, pak musi mit nejvétsi dolni mez.
Tato véta je tedy ekvivalentni celé t¥idé vét, které se Casto oznaduji jako Bolzanovy-
Weierstrassovy. Dikaz, ktery Bolzano podavd, je dobfe organizovany, jasny a piesny.
Vychdzi pfitom z intervalu [L,R] (kde L = u a R = u + D pro né&jakou kladnou
veli¢inu D) s vlastnosti, Ze M plati pro viechna z < L, aviak ne pro viechna z > R,
a pak pokracuje opakovanym pilenim tak, aby dostal posloupnost do sebe vnofenych
intervaldi, jejichz koncové body zachovavaji tuto vlastnost, a tudiZ uzaviraji hodnotu
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U tak, jak bylo prohlasovano. U pak splyva budto s jednim z koncovych bodi, anebo
Jje nekonecné mnoho takovych intervali. Po srovnani s geometrickou posloupnosti
s pomérem 1/2 pouZije Bolzano kritérium konvergence k tomu, aby dokézal, Ze koncové
body konverguji k hodnoté U.

I kdyZ takovy argument musel byt dobfe zndm pro konecny pocet pileni v kontextu
numerického FeSeni rovnic a ackoli pfipomind jisté geometrické argumenty v Euklei-
dovych knihdch X a XII, argumenty, které zavisi na neurcitém poétu ptleni, jevi se
Bolzanovo pouziti piliciho argumentu v kontextu procesu, ktery nemusi nikdy skoncit
a v némz nemusi koncové body nikdy dosdhnout limitni hodnoty (ackoli se k ni blizi
libovolné blizko), originalni.

Bolzano pak dokazuje obecny pfipad véty o nulovém bodu spojité funkce:

Véta 2. Méni-li se dvé funkce z, feknéme fz a pz podle zakona spojitosti budto
pro vSechny hodnoty z, anebo pro ty hodnoty, které se nachazeji mezi o a 3, a
kdyz fa < pa a f8 > B, pak vidy existuje jist4 hodnota  mezi o a B, pro niz
fr = pz.[1, §15]

Diikaz, ktery Bolzano uvadi pro tuto vétu, je elegantni aplikaci jeho definice spoji-
tosti a vysledku o fiplnosti, formulovaného ve Vété 1. Ke konci Pfedmluvy shrnuje ve
znamenitém pfikladu , kostru“ dikazu a teprve pak se pousti do formalnich podrob-
nosti. Bylo by to mozno téméf doslova pouzit v ivodnich pfednaskich z analyzy.

V disledku Bolzanova suspendovani a zékazu publikovani byly tyto tFi préce
o analyze, totiz [11] (publikovdno v r. 1816) a [1, 12] (publikované v roce 1817),
poslednimi matematickymi publikacemi aZz do ctyFicadtych let minulého stoleti. Od
konce let dvacdtych az do své smrti v r. 1848 vSak Bolzano pracoval na velké fadé
Grossenlehre, kterd méla byt systematickym rozvinutim celé matematiky od jejich
vlastnich zdkladi aZ k poslednim oblastem zkoumani. V jedné z nejzajimavéjsich ¢asti
tohoto rukopisu vyvinul Bolzano teorii redlnych Cisel (anebo mé¥itelngch &isel, jak jim
fikal) tak, Ze aplikoval relaci ekvivalence na jisté druhy éiselnych vztahd [17]. To mu
pak dovolilo dokdzat, ze tato méfitelna Cisla tvofi uspofadané téleso, které je tiplné
v tom smyslu, ze kazdd omezend neprazdnd mnozina ma limitni bod. Tim prokazal
opravnénost svého drivéjsiho nahledu na ¢isla a reformuloval a dokazal své kritérium
. konvergence, v terminech B-posloupnosti méfitelnych éisel, majicich méfitelnou limitni
hodnotu [18]. (Podrobnosti o nékterych z téchto praci lze nalézt v pracich Laugwitze
[19] a Spalta [20].) Ve &tyFicatych letech poznal, Ze svou Gréssenlehre nebude moci
dokoncit, a zacal publikovat jednotlivé ¢lanky. Doufal, Ze by jeho Zaci mohli v jeho
dile pokradovat a zavrsit je a Ze by mohl toto celé dilo spatfit vytisténé. Ackoli k tomu
nedoslo, redigoval a vydal jeho pritel Pfihonsky posmrtné svazek Paradozien des
Unendlichen [16], kterym se Bolzano proslavil jako matematik vice nez jakymkoli
dilem, které publikoval za svého zivota.

I kdyZ musi byt tento piehled Bolzanovych ranych pfispévki k analyze kratky,
musime zminit funkci, kterou Bolzano objevil, totiZz funkci, kterd nem4 nikde derivaci
a presto je vSude spojitd v daném intervalu. V [11] z r. 1816 pouZil Bolzano pojem
libovolné& malych veli¢in k sestrojeni krasného dikazu véty o derivacich (a také k tomu,
aby podal zdkladni definici derivace pomoci limit, definici dnes standardni, avsak
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v jeho dobé vzacnou). Tyto argumenty kontrastovaly vyrazné s vagnim jazykem Spat-
né definovanych infinitezimald, ktery profesiondlni matematici té doby jesté dlouho
pouzivali. Tak napf. v [11] dokdzal Bolzano pfimym zpisobem, Ze derivovatelnost
funkce v n&jakém bodé& implikuje jeji spojitost v tomto bodé. To byl vyrazny vhled
do povahy celé rodiny pojmi — funkce, spojitosti, derivovatelnosti —, takze béhem
néjakych deseti let byl Bolzano s to dat pfiklad toho, ze opak neplati.

Neni moZné v detailech predvést vse, co Bolzano vykonal, mizeme dat jen celkovy
n&crt. V § 11 Functionenlehre z pocatku tficatych let (viz [18]) konstruuje Bolzano
funkci F''s tou vlastnosti, ze hodnota Fz je limitou hodnot y,z pfi n jdoucim do
nekonecna [21], kde yn, je definovano rekurzivné takto: y; je na tsecce spojujici (a, A)
s (b, B), takze y; = A+(z—a)(B—A)/(b—a); y» ma pak graf sestavajici ze CtyT Gsecek,
vytvofeny spojenim postupnych dvojic v fadé (a, A), (a+ 3(b—a), A+ 3(B — A)),
(%(a+b), %(A-{-B)), (a+ %(b-—a), A+2(B—A)), (b, B). Pak pro vSechna n se dostane
funkce yn 41 rozkladem kazdé tisecky y, na étyri nové Gsecky stejnym zpiisobem, jakym
se yo dostalo z y;. Vezmeme-li za y; pocatedni Gsecku spojujici pocatek s (1,1), pak
je Ctvrta iterace y4 této funkce ukdzdna na obrazku 1. V tomto prvnim provedeni
pfedpoklddal Bolzano prosté a bez dikazu, Ze limita posloupnosti spojitych funk-
ci je sama spojitd, coz obecné neplati, [
avSak v tomto konkrétnim pfipadé ano. !
Uké&zal fakticky jen to, ze funkce F' neni
monotonni v Zidném dostateCné malém
okoli bodu v poéateénim intervalu. Poz-
dé&ji pak v § 135 dokazal, ze tato funkce
nem4d koneénou derivaci v Zddném z bo-
dt husté podmnoZiny tohoto intervalu.
Dodatecné pak bylo dokazano, ze tato
funkce nemd derivaci v zadném bodé
[22]. Limitni funkce F' také pfedstavuje
to, co by bylo zfeymé prvni analyticky
definovanou fraktalni:mnozinou. V dis- /

kusi, kterd za tim nésledovala, ukazal
Bolzano jasné, Ze si je védom potieby
mnohem §ir§tho pojmu funkce, nez bylo
v jeho dobé& bézné.

Z historického hlediska ukazuje Bolzanovo matematické dilo zajimavou véc: Pfes
vSechnu svou originalitu a plodnost zjevné nemélo nejmensiho vlivu na dilo ¢i mysleni
zadného z nésledujicich matematiki. Bolzano byl budto Spatn& pochopen, nedten,
anebo nezndm po velmi dlouhou dobu. Jakou cenu mohou tedy mit pokusy téch,
ktefi se snaZi pochopit tento spodni proud historie, pochopit smés vhledi a omyli
izolovaného amatéra? Nebylo jeho dilo nakonec jen zajimavou slepou uli¢kou v bludisti
historie? Déjiny ideji zahrnuji mapovani a zjistovani smyslu promén ideji a teorif.

Obr. 1. Ctvrt4 iterace Bolzanovy funkce s po-
&ateéni useckou spojujici (0,0) a (1,1).

Mnohem vic ji zajimaji zdroje, motivy, hodnoty a stanoveni ,,ducha doby“ nez snaha
po zméfeni toho, jak velky byl vliv A na B. V mysli clovéka, ktery mél jen velmi
skromné technické schopnosti a velmi omezeny ¢as pro svd zkoumani, se odehrélo
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néco zajimavého, Ze dosahl rozsidhlych plodnych a jemnych vhledd do toho, co se
stalo GstFfednimi pojmy matematiky. Stoji tedy za to zkoumat nejen to, co udélal,
ale 1 program metod a principii, jimiz se tak Gspésné Fidil. Takov4 analyza by mohla
naznacit nové pristupy, nova feSeni souc¢asnych i budoucich problémi.

Upfimné dékuji za Cetné poznamky k tomuto cldnku Karen Parshallové a Davidu
Fowlerovi a také Maurici Benyonovi za obrazek 1.
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informatiky na University of Warwick, pfi¢emz jeho védecky zijem patfil zdkladim
programovéani, formalnim specifikacim a historii jak poéitacl, tak matematiky. Podilel
se na organizaci mnoha udalosti v poslednich letech, pofddanych Britskou spoleénosti
pro dé&jiny matematiky, chtél podpofit tyto vyzkumy a ucinit je uZiteénymi pro vy-
ufovani matematiky. Nyni pfipravuje pfeklad hlavnich Bolzanovych matematickych
praci, ktery ma byt publikovin nakladatelstvim Oxford University Press v r. 1993.
Jako zabavu ma squash a badminton a déle cetbu té literatury, kterou nestacil precist
v dobé, kdy chodil do skoly.
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