Pokroky matematiky, fyziky a astronomie

Ludék Zajicek
O tfinactém Hilbertové problému
Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, Vol. 19 (1974), No. 1, 22--28

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/139119

Terms of use:

© Jednota Ceskych matematikt a fyzikt, 1974

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/139119
http://project.dml.cz

a separabilnim algebraickym rozsifenim, pfiCemZz Galoisova grupa tohoto rozsifeni
je abelovské. Kroneckerova véta fika, Ze téleso, které vznikne z Q adjungovanim vsech
odmocnin z jedni€ky (vech moZnych stupiii), je maximalnim abelovskym rozsifenim
télesa Q, tj. kaZdé jiné abelovské roziifeni je jeho podtélesem. Jin4 formulace Kronecke-
rovy véty je nasledujici: Exponencidlni funkce ¢ je pro t&leso Q racionalnich &isel
,,vytvorujici funkci* v tom smyslu, Ze kdyZ za promé&nnou z dosadime viechny moZné
hodnoty z Q a viechna takto ziskana &isla adjungujeme k t&lesu Q, obdrZime maximéalni
abelovské rozsifeni.

Hilbertiv problém zaleZi v zobecnéni Kroneckerovy véty na piipad, kdy zékladni
téleso QO je nahrazeno libovolnym algebraickym ciselnym télesem. Jde tedy o otdzku
existence vytvorujicich funkci, které by v ptipad€ obecnych téles hraly podobnou tlohu
jako exponencialni funkce v pfipad€ télesa racionalnich &isel. Hilbert poukazuje jesté
na hypotézu vyslovenou Kroneckerem, Ze v pfipadé komplexnich kvadratickych téles
by vytvofujicimi funkcemi mély byt tzv. eliptické modularni funkce.

Ackoliv formulace obou Hilbertovych problémi je pomérné elementarni, metody
studia této problematiky jsou neobyCejné naro¢né a vyuZzivaji sloZitych aparatti z mnoha
matematickych oblasti. Po konzultaci s experty do§la redakce k zavéru, Ze pro zpracova-
ni problémli nemame u nis vhodné autory a patrné téZ étena¥sky zajem by nebyl pfili§
§iroky. P¥ipadné singularni zijemce proto odkazujeme na sbornik Problemy Gil’berta,
kde jsou obé kapitoly zpracovany Ju. 1. MANINEM.

Redakce PMFA

O tfinactém
Hilbertové problému

Ludék Zajicek, Praha

Trinacta cast Hilbertovy prednasky Matematické problémy, pfednesené na 2.
Mezinarodnim kongresu matematikti r. 1900 v PafiZi, ma nazev ,,NemoZnost FeSeni
obecné rovnice sedmého stupné pomoci funkci dvou proménnych®. V této &asti D.
Hilbert klade problém inspirovany nomografii, ktery se tykd jedné z nejstarSich tiloh
matematiky — feSitelnosti algebraickych rovnic.

1. Spojitou realnou funkci dvou realnych proménnych muZeme graficky pfiblizné
zobrazit napfiklad pomoci vrstevnic, tj. tak, jak se na map& zobrazuje nadmoiskd
vy§ka. Mame-li takto s velkou pfesnosti zobrazeny funkce dvou proménnych f(x,9)
a g(z, f), miZeme s velkou presnosti zji§fovat hodnoty fun kce tfi prom&nnych f(x, g(z, t).
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(Nomografie — nauka, ktera se grafickym zobrazovanim funkci zabyvd — zni metody,
pomoci kterych lze hodnoty funkce f(x, g(z, t)) zjistovat graficky (viz [7], str. 263).)
V principu miZeme timto zpisobem zobrazit funkce n proménnych (n = 3), které
jsou superpozicemi kone¢ného fadu spojitych funkci dvou proménnych. Pfitom super-
pozice k-tého Fadu (k = 0, 1, ...) spojitych funkci dvou prom&nnych definujeme indukei:

(i) Superpozicemi 0-tého fadu rozumime spojité re4lné funkce dvou realnych pro-
ménnych (tedy funkce vychoziho systému).*)

(i) Jsou-li funkce gy(xy,..., %), ga2(Xy, ..., X,) superpozicemi k-tého fadu a je-li
f(x, y) spojita funkce dvou proménnych (tedy funkce vychoziho systému), je funkce
f(@1(x15 --os X), G215 -+ X,) superpozici Fadu k + 1.

Zcela obdobné definice superpozic se pouZziva i v pfipadé, Ze vychazime z libovolného
systému funkci koneéného poétu prom&nnych (miZe to byt i systém komplexnich
funkci komplexnich promé&nnych).

Uvedme pro ilustraci nékolik pfikladd, v nichZ funkci budeme rozumét redlnou funkci redlnych
proménnych.

Vychdzime-li z néjakého systému funkci jedné proménné, dostidvime jako superpozice pouze
funkce jedné promé&nné. Pfiddme-li viak k tomuto systému tfeba jen jednu funkci dvou proménnych,
dostdvame jako superpozice mnoho novych funkci dvou proménnych. Tak napfiklad funkce f(x, y) =
= xy je superpozici analytickych funkci jedné promé&nné a funkce g(x, y) = x + y, protoZe xy =
= 3(x + »? — (x — »?). Superpozicemi funkci dvou proménnych x + y, xy, x/y a viech kon-
stantnich funkci jedné proménné jsou pravé viechny raciondlni funkce.

Jako superpozice prvniho fddu viech funkci dvou prom&nnych dostdvame jiZ viechny funkce tii
proménnych. Je-li totiZ f(x, y) vzdjemné jednozna&né zobrazeni roviny na redlnou osu, miZeme
libovolnou funkci tfi proménnych F(x, y, z) psat ve tvaru F(x,y, z) = g(f(x, ), z), kde funkce g
je touto rovnici jednozna¢né uréena.

Otazku nomografické feSitelnosti obecné algebraické rovnice n-tého stupné lze
chapat jako otazku, zda lze jeji kofeny vyjadfit jako funkce jejich koeficientidt pomoci
superpozic spojitych redlnych funkci dvou redlnych proménnych. Algebraické rovnice
s obecnymi redlnymi koeficienty stupné <4 jsou v tomto smyslu nomograficky fesitelné.
Podle Cardanovych vzorci jsou totiZ redlné i imaginarni slozky jejich kofenii jako fun-
kce koeficienti superpozicemi spojitych realnych funkei dvou redlnych promé&nnych.**)

D. Hilbert uvadi zndmy fakt, Ze pro n = 5 lze pomoci Tschirnhausenovy transformace

obecnou rovnici s komplexnimi koeficienty

(1) X"+ ax""'+...+a,_x+a,=0

pfevést na tvar

(2 X"+ byx" "+ .. 4+ by x+1 =0.

Pritom komplexni funkce bya,...,a,) lze vyjadfit pomoci zikladnich podetnich

operaci a odmocitiovani.

*) Tyto funkce ztotoZiiujeme se spojitymi funkcemi n» prom&nnych, které z4visi pouzz na dvou
proménnych.
**) Presngji feCeno, toto vyjaddfeni je moZné v okoli tém&f kazdého bodu prostoru koeficientil.
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Rovnice (2) m4 tvar
x>4+ax+1=0 pro n=5 a
xX*+ax®2+bx+1=0 pro n=6.

Z toho je vidét, Ze kofeny obecné algebraické rovnice s komplexnimi koeficienty patého
i Sestého stupné jsou jako funkce koeficientli superpozicemi spojitych (dokonce alge-
braickych) komplexnich funkci dvou komplexnich prom&nnych. (Srovnejte v dalsim
s problémem rezolvent.)

Poznamenejme v3ak, Ze otdzka nomografické fesitelnosti rovnice (1) s realnymi
koeficienty se nepfevadi na otazku nomografické feSitelnosti rovnice (2) s realnymi
koeficienty, protoZe i pfi realnych a; mohou &isla b; vyjit imaginarni.*)

Ve svém 13. problému se D. Hilbert pta, zda je moZno pomoci spojitych funkci
dvou proménnych Fesit rovnici

X +ax* +bx>+cx+1=0,

a vyslovujeme domnénku, Ze odpovéd je zaporna.

Z uvedené formulace neni zcela jasné, zda koeficienty a, b, ¢ jsou redlné nebo komplexni a zda spoji-
té funkce, o kterych je fe€, se chdpou v redlném nebo komplexnim oboru. Ani Hilbertuv vyklad pred
formulaci 13. problému neni zcela jasny — Hilbert napiiklad uvadi, Ze pomoci Tschirnhausenovy
transformace lze obecnou rovnici Sest¢ého stupné nomograficky feSit. V dostupné literatufe o 13.
Hilbertové problému nejsou tyto otdzky zcela objasnény.

Aby vsak méla smysl nomograficka motivace, je tfeba problém povaZovat za ,,redlny*, a tak byl
také vSeobecné chdpan. Ze spravnosti Hilbertovy domnénky by pak plynulo, Ze existuje spojita
redlné funkce t¥i redlnych proménnych, kterd neni superpozici spojitych funkci dvou proménnych.

K otazce feSitelnosti algebraickych rovnic a problematice superpozic funkci se D.
Hilbert vraci v €lanku [6]. Zde navrhuje zkoumat otazky souvisejici se superpozicemi
funkci. Na ukéazku uvadi tvrzeni (A. Ostrowski [12]), Ze analytickéa funkce

C(X, Y) = Z x—y
a=1n

neni superpozici nekone¢nékrat diferencovatelnych funkci jedné proménné a alge-
braickych funkci dvou proménnych. V témze ¢lanku D. Hilbert pfedklada algebraicky
problém znamy jako problémem rezolvent. V terminech superpozic lze tento problém
formulovat takto: Pro dané n najit nejmensi k takové, aby kofeny obecné rovnice
n-tého stupné jako funkce koeficientli byly komplexnimi superpozicemi algebraickych
funkci k prom&nnych. Problém rezolvent byl dosud FeSen pouze &aste&n& (v 6] D. Hilbert
dokazuje, Ze pro n = 9 je k < 4). Ani pro pfipad n = 7 (algebraickou modifikaci 13.
Hilbertova problému) se dosud nevi, zda k = 2 nebo k = 3. Odkazy na prace tykajici
se problému rezolvent je mozno najit v [18] a [19].

2. Dlouho se soudilo, Ze feSeni tfinactého Hilbertova problému bude spod&ivat v bliZz§im
zkoumani vlastnosti kofenl rovnice sedmého stupné, protoZe existence n&jaké spojité

*) Presto je okamzité vidét, Ze obecnd rovnice patého stupné je nomograficky resitelna.
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funkce t¥i proménnych, kterd neni superpozici spojitych funkci dvou proménnych, se
zdala byt zfejma. (Nespravny dikaz existence takové funkce podal r. 1931 L. BIEBERBACH
v [4])) Tento nazor byl podporovan faktem, o kterém se zmiiluje D. Hilbert vzapéti
po formulaci svého tfinictého problému, totiZ Ze existuje analytickd funkce tfi pro-
ménnych, kterd neni superpozici analytickych funkci dvou proménnych.

Diikaz tohoto tvrzeni Ize vést zcela piimocaie. Myslenka je ta, Ze mame-li n&akou analytickou
funkci f t¥i promé&nnych vyjaddfenu jako superpozici analytickych funkci g4, ..., g, dvou proménnych,
jsou parciélni derivace do k-tého fadu funkce f jednoduchymi analytickymi funkcemi parcidlnich
derivaci do k-tého fadu funkci g4, ..., g, ve vhodnych bodech. Pro velk4 k je v8ak parcidlnich derivaci
do k-tého fédu funkce f vice neZ parcidlnich derivaci do k-tého ¥ddu funkci g4, ..., g,. Je zndmy fakt,
Ze obraz analytického zobrazeni z eukleidovského prostoru mensi dimenze (v nasem pifipadé€ prostoru
parciélnich derivaci do k-tého fadu funkci g4, ..., g,) do prostoru vét3i dimenze (prostoru parciélnich
derivaci do k-tého fadu funkce f) je ¥idkd mnoZina. Za pomoci této myslenky neni pfili§ obtiZzné
provést piesny dikaz.

Déle pro tento nazor svédé&ilo to, Ze byly nalezeny spojité funkce tfi proménnych
které nejsou superpozicemi prvniho ¥adu spojitych funkci dvou promé&nnych (viz [17]
str. 201), a VITUSKINOVY vysledky o superpozicich ,,hladkych* funkci, o kterych jesté
budeme referovat.

Tim pfekvapivgjsi byl vysledek A. N. KoLMOGOROVA ([8]) z r. 1956, Ze libovolna
spojita funkce n proménnych je superpozici spojitych funkci t¥i proménnych. Zakratko
(r. 1957) nésledovalo feSeni t¥inactého Hilbertova problému, kdyZ Kolmogoroviv Zak
V. 1. ArRNoLD ([1]) sniZil poget prom&nnych v Kolmogorovove vét& na dvé. Dokazal, Ze
libovolna spojita funkce t¥i proménnych na uzaviené jednotkové krychli je souctem
deviti superpozic prvniho fadu spojitych funkci dvou proménnych. Tim byla vyvracena
Hilbertova hypotéza.

Zakladnim néstrojem diikaza t&chto dvou tvrzeni byl pojem jednorozmérného stromu
komponent hladin funkce, zavedeny A. C. KRONRODEM r. 1950. Velmi slozity dikaz
Arnoldovy véty je proveden v [2]. V dodatku k [2] v8ak V. I. Arnold poznamenava,
7e tam provedeny diikaz neni zcela korektni a vyZaduje jistou zmé&nu.*)

Arnoldiv vysledek v témzZe roce zlepsil A. N. Kolmogorov ([9]). Analyzou dikazt
své a Arnoldovy véty objevil novou, elementarni metodu, pfi které se nepouziva hlub-
Sich topologickych tvrzeni, ale pouze dimyslnych konstrukci a jemnych propoctu.
Touto metodou se mu podafilo dokazat, Ze libovolnou spojitou funkci na uzaviené
n-rozm&rné krychli 1ze vyjadfit ve tvaru

2n+1 n

(3) fxs, oo x,) = élfl’i(;“i.j(xj)) >

kde funkce ¢; jsou spojité, funkce a; ; jsou spojité monoténni a dokonce na funkci f
nezavisi, jsou zadany pfedem. Pro n = 3 ma (3) tvar

*) Myslenky Arnoldova dikazu jsou vyloZeny v jeho &ldnku O predstavlenii funkcij neskolkich
peremennych v vide superpozicii funkcij menseho {isla peremennych, Matemat. prosve$¢enie 3 (1958),
41—61, (Cesky preklad: O strukture funkci vice proménnych, Pokroky &. 5, (1960). str. 399—416).
Clanek také pojednava o 13. Hilbertové problému a je v ném vyloZen princip Kolmogorovova vyja-
dfeni (3).
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s, 2) = Zodno) + 80) + 1491 = 5 Flae ). 1,

kde jsme poloZzili
Fu,2) = olu + 9], g4x, 9) = a(x) + By(y).

Tim je dokazéno, Ze libovolna spojitd funkce tfi prom&nnych je souétem sedmi super-
pozic prvniho ¥adu spojitych funkci dvou proménnych, coz zlepSuje Arnoldovu vétu.
Zajimavejsim dusledkem Kolmogorovovy véty je vSak to, Ze libovolnou spojitou
funkci vice proménnych lze dostat pomoci skladani spojitych funkci jedné proménné
a operace scitani.
V 1. 1930 v souvislosti s problematikou Fourierovych fad N. K. BariovA ([3])
dokazala, Ze kaZdou spojitou funkei f(t) je moZno vyjadfit ve tvaru

f(t) = f1(g:(1)) + f2(g2(2)) + f3(g3(2)) .

kde vSechny funkce f; a g; jsou absolutn& spojité.

Z Kolmogorovovy véty a véty N. K. Bariové plyne, Ze libovolnou spojitou funkci vice
proménnych je moZno vyjadfit pomoci skladani absolutné spojitych funkci jedné pro-
ménné a operace séitani.

Existujefada vysledki dopltiujicich Kolmogorovovu vétu. Tak napfiklad B. L. FRIDMAN
([5]) dokazal, 7e funkce «;, ; z Kolmogorovova vyjadfeni (3) mohou byt zvoleny lipschit-
zovské. Podrobné ditkazy dvou jinych zesileni Kolmogorovovy vétylze najit v[11]a [13].
Jednim z poslednich vysledkii v tomto sm&ru je SPRECHEROVO tvrzeni ([14]), Ze libovol-
nou spojitou funkci na uzaviené n-rozmérné krychli je mozno vyjadfit ve tvaru

n+1 n

fCess ooy X) =i§1 gq[p;p—l'l’(xp +4q)],

kde funkce g, jsou spojité, Y je monoténni a lipschitzovska, 4 je realné &islo a na funkci
S zavisi pouze funkce g,.

3. PrestoZe Hilbertova domnénka nebyla spravna, byla zaloZena na spravné myslence,
Ze ,,sloZité* funkce nemohou byt vyjadfeny pomoci skladéni ,,jednoduchych* funkei.
Jak ukazala Arnoldova v&ta, neni pro spojité funkce (na rozdil od funkci analytickych)
podet proménnych, na kterych funkce zavisi, z tohoto hlediska vhodnou charakteristi-
kou slozitosti.

Zajimavych vysledkt se dosahlo pro nékteré tfidy ,,hladkych‘* funkci. Je zfejmé, Ze
pro tfidy funkci, které maji spojité parcialni derivace do fadu p(p = 1), je &islo p
vhodnou charakteristikou slozitosti. To je pouze interpretace elementarniho faktu,
Ze ne vSechny funkce majici spojité parcialni derivace fadu p — 1 jsou superpozicemi
funkci, které maji spojité parcialni derivace fadu p. Vituskin ([16]) viak pro né&které
t¥idy ,,hladkych‘* funkci nalezl charakteristiky, které zavisi na poétu proménnych.

Dokazal naptiklad, Ze pro libovolné pfirozena ¢isla n, q existuje funkce n proménnych
majici spojité parcidlni derivace fddu g, ktera neni superpozici funkci n’ promé&nnych
majicich spojité parcialni derivace fadu ¢’, jestlize n/q > n’[q’.
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Dikazy Vituskinovych tvrzeni byly zaloZeny na pojmu vicerozm&rné variace funkci
(viz [17]). Tyto dikazy zjednodusil A. N. Kolmogorov ([10]), ktery nael velmi pfi-
rozenou cestu k ditkaziim v&t o nemoZnosti reprezentace pomoci superpozic, zakladajici
se na pouZiti pojmu g-entropie.

Naznaéime zhruba Kolmogorovovu metodu. JestliZze P je kompaktni metricky prostor
a ¢ > 0, oznaéme symbolem N, nejmensi poCet mnoZin, které pokryvaji P a jejichz
diametr je nejvySe 2e. Cislo H(P) = log, N, se pak nazyvé e-entropii prostoru P.
Funkce H,(P) v jistém smyslu charakterizuje sloZitost prostoru P.

Pojem ¢-entropie mé pfirozenou interpretaci v terminech teorie informace (viz. [15]),
H(P) je totiZ mirou informace, kterou je tfeba obdrZet, abychom mohli libovolny bod
prostoru urcit s pfesnosti &. Pro upfesnéni tohoto tvrzeni si pfedstavme dva hréde,
z nichZ prvni voli libovoln& bod x z prostoru P a tkolem druhého je najit n&aky bod b
tak, aby ¢(b, x) < e. Pfitom druhy hra& muiZe klast prvnimu jen otazky, na které je
mozno odpovidat bud ,,ano*, nebo ,,ne*‘. Pfedpokladejme jest&, Ze kaZda podmnoZina
P o diametru 2¢ je obsaZena v kouli o poloméru &. (Lze ukézat, Ze tento pfedpoklad
neni pfili§ omezujici.) Za t&hto pfedpokladii je nejmensim po&tem otézek, ktery druhy
hrag potfebuje k dosaZeni Zadaného cile, bud [H,(P)], nebo [H,P] + 1.¥)

R4d rtistu funkce H, lze pro n&které prostory ,,hladkych* funkci dosti pfesn& zjistit.
Ukazuje se, Ze tento ¥ad podstatné zavisi na potu proménnych.

Diikazy tvrzeni, Ze ne vSechny prvky prostoru funkci V jsou superpozicemi prvki
prostoru funkci M, kde prostor M ma fadov€ mensi entropii neZ prostor V, se vedou
zhruba takto: UvaZujeme mnoZinu S téch funkci z V, které jsou superpozicemi funkci
z M, a to jistého pevného typu. Naptiklad f(x, y, z) = g,(g.(x, ¥), 93(%, g4(y, 2))).
Nyni se zjisti, Ze k tomu, abychom znali s pfesnosti ¢ vSechny hodnoty funkce f, stadi,
abychom znali dostateéné pfesné funkce g;, g2, g3, g4, Dapt. s pfesnosti ¢’. Mira in-
formace nutna k tomu, abychom poznali s pfesnosti ¢ libovolnou funkci z S, neni tedy
vé&t§i neZ mira informace, kterd je nutni abychom poznali s pfesnosti &' &tyfi libovolné
funkce ze systému M. Takto se zjisti, Ze H,(S) je ptili§ mala ve srovnani s H,(V), a z toho
se odvodi, Ze S je fidkd podmnoZina prostoru V v né&jaké metrice, ve které je prostor V
uplny. Takto se postupuje pro viechny typy superpozic (t&ch je nejvyse spodetné mnoho),
takZe dostavame, Ze mnozina funkci z V, které jsou superpozicemi funkci z prostoru M,
je mnoZina prvni kategorie. Existence Zddané funkce pak plyne z Baireovy véty.

4. Ttinacty Hilbertiiv problém byl vyfeSen, zbyva vSak fada problému, které s nim
uzce souvisi a které dosud feSeny nebyly.

Nevi se napfiklad, zda kofen rovnice sedmého stupné jako funkce koeficienti mtze
byt vyjadfen jako superpozice algebraickych funkci dvou promé&nnych (problém re-
zolvent), nebo jako superpozice analytickych funkci dvou prom&nnych.

Z pokusi vyfe$it dosud otevieny problém, zda existuje analytickd funkce dvou
promé&nnych, kterou nelze vyjadfit pomoci superpozic spojité diferencovatelnych funkci
jedné proménné a operace s¢itani, vzniklo zkoumani tzv. linedrnich superpozic. Hlavni
vysledek o line4rnich superpozicich tvrdi, Ze pro libovolné spojité funkce p,(x, y), . . .

*) Symbolem [x] rozumime celou &ast &isla x.
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..» DX, y) a libovolné spojité diferencovatelné funkce q,(x, ), ..., g,(x, y) je mnoZina
funkci tvaru

f(x, ) =i=il pi(%, ) @i(ai(x, ¥)) »

kde funkce ¢; jsou spojité, uzaviend a fidkd v prostoru spojitych funkci dvou promén-
nych.

Z analogického vysledku pro funkce vice proménnych plyne, Ze ne viechny funkce
«;,; z Kolmogorovovy véty mohou byt spojité diferencovatelné.

Problematika linearnich superpozic je podrobng vyloZena v [19], kde je také mozno
najit odkazy na mnoho dalSich praci, které se superpozic funkci tykaji.
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