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Zavisi matematicka pravda od ¢asu?
Judith V. Grabinerovd, California, USA *)

1. Uvod

Zavisi matematickd pravda od ¢asu? NaSa bezprostredna odpoved by asi znela, Ze
nezavisi. IsteZe priptistame, Ze miery pravdivosti v prirodnych vedach sa menili; bola
kopernikovska revoliicia v astronédmii, darwinovské v bioldgii, einsteinovska vo fyzike.
Ale vyskytuju sa podobné vedecké revolicie aj v matematike? Matematici na tito
otazku Gasto odpovedali tak ako HERMANN HANKEL, matematik 19. storodia, ktory na-
pisal: ,,Vo vi&§ine vied jedna generacia bira, o in4 vybudovala a nasledovnik popiera
to, ¢o tvrdil jeho predchodca. Len v matematike vytvara kaZzda generaca dalSiu stavbu
na tych istych starych zakladoch.* (Hankel [20], str. 25).

Hankelov nizor v3ak nie je celkom sprivny. V matematike bolo niekolko velkych
zmien. Vezmime napriklad axiomatiziciu geometrie v starovekom Grécku, ktora zme-
nila matematiku z experimentalnej vedy na vedu intelektualnu. A dalej uvazme, &o
znamenal objav neeuklidovskych geometrii a nekomutativnych algebier v 19. storodi;
tento vyvoj viedol k uvedomeniu si, Ze matematika nie je suhrn navzajom nestvisiacich
poznatkov, ale Ze je to logicky suvisla veda o abstraktnych systémoch. To bol podstatny
obrat v mysleni, ktory zmenil ndzor matematikov na podstatu matematickej pravdy
a na to, ¢o je v matematike dovolené a o treba dokazovat.

Dalsia velkd zmena v matematike sa odohrala na rozhrani 18. a 19. storoéia a $lo
v nej pdvodne o infinitezimalny podet. Spocivala v odmietnuti matematiky ako techniky
poditania a honby za novymi vysledkami v prospech matematiky jasnych definicii a pres-
nych ddkazov. PretoZe o tejto zmene, hoci mala pre samotnych matematikov velky
vyznam, historici a fiolozofi ¢asto nehovoria, nie je jej revoluény charakter dost doce-
neny. V naSom ¢lanku sa najprv pokisime ukazat, 7e tato velka zmena skutocne nastala.
Potom budeme skimat, o so sebou priniesla.Ked to spravime, budeme sa moct vratit
k otazke v nadpise tohoto &lanku.

2. Matematick4 analyza v 18. storo€i: prax a tedria

Aby sme ziskali predstavu o matematickej praxi v 18. storo€i, pozrime sa najprv
na brilantné odvodenie dnes veImi dobre znameho vysledku. Uvedieme tu, ako ziskal

*) J. V. GRABINER: Is Mathematical Truth Time-Dependent? The American Mathematical Monthly
April 1974, pp. 354—365.

Copyright © The Mathematical Association of America 1974.

Prelozila KRISTINA SMITALOVA.
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LeoNARD EULER nekone¢ny rad pre kosinus uhlu. Zacal identitou
(cos z + isin z)" = cos nz + isinnz.

Potom rozvinul Iavi stranu rovnosti pomocou binomickej vety. Readlnu &ast tohoto
binomického rozvoja poloZil rovni cos nz. Dostal tak

nn — 1)
2

cos nz = (cos z)" — (cos z)"" % (sinz)? +

+n(n— D(n—-2)(n—-3)

n—4 : 4 __
i (cos z)"~* (sin z) cese

Nech z je nekone&ne maly oblik a nech #n je nekone&ne velké. Potom je
cosz=1, sinz=2z, nn—-1)=n? nn—-1)n—-2)(n—3)=n* atd

Rovnost ma teraz znamy tvar
n?z2  np*zt
cosnz=1— — + -— — ....
2! 4!
No pretoZe z je nekoneéne malé a n nekone&ne velké, Euler usudzuje, Ze nz je kone¢na
veli¢ina. Nech teda nz = v. Modernému &itatelovi sa to moZe zdat neuveriteIné; jednako

len mame
cosv =1— 22! + v*[4! — ...

(Pozri EULER [16], &asti 133—4 a STRUIK [32], str. 348—9.)

Teraz, ked sme situdciu znizornili na priklade, m6Zeme robit vSeobecné zavery o me-
tédach, ktorymi pracovali matematici 18. storodia. Po prvé, primarny doraz sa kladol
na dosiahnutie vysledku. V8etci matematici poznaju mnohé z vysledkov z toho obdobia,
ktoré maji mena LEIBNIZA, BERNOULLIHO, L’"HOSPITALA, TAYLORA, EULERA a LAPLACEA.
Ale je skoro isté, Ze tieto vysledky boli povodne ziskané cestami uplne odliSnymi od
spdsobov, akymi sa dokazuju dnes. Pochybujeme o tom, Ze Euler a jeho suéasnici by
boli schopni odvodit svoje vysledky aj vtedy, keby boli viazani na§imi narokmi na pres-
nost. V tom je jeden z velkych rozdielov medzi tym, ako sa robila matematika v 18. sto-
roci a tym, ako sa robi teraz.

Co priviedlo matematikov 18. storoia k nazoru, Ze vysledky st ddleZitejie ako presné
dokazy? Jeden z dévodov je ten, Ze aj matematika zohrala svoju tlohu vo velkej expl6-
zii vo vede, znamej ako vedecky prelom (HALL [19]). Hlavnym ciefom vSetkych vied
uZ od ¢ias renesancie bolo totiZ ziskavat nové vedomosti. UZ od prvého velkého objavu
v matematike — rieSenia kubickej rovnice, publikovaného v roku 1545 — rozSirovat
matematické poznanie znamenalo hladat nové vysledky. Objav infinitezimdlneho poétu
na konci 17. storodia zintenzivnil tito snahu; bola tu nova silnd metéda, ktorej moznosti
vyuZitia sa zdali nesmierne. Mohli to byt azda aj vzruSujucejiie tlohy, ako pokus
o rozrieSenie pohybovej rovnice celej slneénej sistavy. Infinitezimalny podet bol ideal-
nym prostriedkom na ziskavanie novych vysledkov, i ked vela matematikov nevedelo
presne vysvetlit, preo tento prostriedok funguje.
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Ak bolo prvoradym cielom matematiky takmer celého 18. storofia ziskavat nové
vysledky, je prirodzené ogakavat, e matematici tohoto obdobia pouZzivali metddy, ktoré
k nim viedli. Pre matematikov 18. storo&ia el sviti prostriedky. A tspechov bolo vela.
V 18. storo¢i vznikli nové matematické odbory, kazdy s vlastnymi metédami a s vlast-
nym okruhom vysledkov. Napriklad varia¢ny pcdet a tedria parcialnych diferencialnych
rovnic na jednej strane a deskriptivna geometria na druhej strane. Aj existujice cdbory
ako matematicka fyzika a tedria pravdepodobnosti stratili svoju jedncduchost a pre-
hladnost.

Druhy zaver, ktory mdZeme vyslovit o matematike 18. storodia a jej tuzbe po vysled-
koch je ten, Ze matematici veImi déverovali moci symbolov. Niekedy sa zd4, akoby sa
bolo predpokladalo, Ze ak sa nie¢o d4 zapisat pomocou navzajom suvisiacich symbolov,
pravdivost tvrdenia je zarufend. A tento predpoklad sa neaplikoval len na konedné
formuly. Kone¢né metédy sa mechanicky prenasali na nekoneéné procesy. Vela doleZi-
tych faktov o nekone¢nych mocninnych radoch sa objavilo tak, Ze sa rady interpretovali
ako veImi dlhé polynomy (REIFF [30]).

Tato viera v symboly v 18. storodi je istou anomaliou v histérii matematiky. Treba
sa pri nej trosku pristavit. Vychddzala z uspechov algebry a infinitezimalneho pcétu.
Vezmime najprv algebru. VSeobecné symbolické oznacenia typu, ktory dnes pcklédame
za samozrejmy, zaviedol v roku 1591 francuzsky matematik FRaNCoOIS VIETE*) (Boyer
[6], str. 59—65 a Struik [32], str. 77—81). Tato notacia bola najsilnej§im prostriedkcm
k objavovaniu nového v celej histérii matematiky. UkaZme si jej moZnosti na priklade.
Skumajme identitu

Q) x—-a(x—-b(x—c)=x-(@+b+c)x*+ (ab + ac + bc) x — abc .

Symbolické oznacenie nam dovoluje objavit nieo, ¢o by sme nezistili ani po prepcgitani
tuctov numerickych prikladov: Vzfah medzi koreiimi a kceficientami kazdej polynomic-
kej rovnice TubovoIného stupiia. A e¥te nie¢o: polyném (2.1) je tretieho stupiia a ma tri
korene. Po dalSom skimani identit typu (2.1) vyslovil ALBERT GIRARD Vv roku 1629
tvrdenie, Ze kazdy polyném n-tého stupiia ma »n korefiov — prvu formulaciu toho, o
GAuss neskor nazval zdkladnou vetou algebry.

Ale preco pokladali matematici 18. storcéia algebraické formuly typu (2.1) za spravne?
PretoZe, ako tvrdil NEWTON, prave algebra je ,,univerzalnou aritmetikcu* (Newton [29]).
Vztah (2.1) plati, lebo je zovieobecnenim platnych aritmetickych tvrdeni. Co viak
s nekoneénymi premennymi, podobne ako v predoslom Eulerovem priklade? Odpoved
je analogicka. Mame tu predsa artimetiku nekone¢nych desatinnych zlomkov, mdZeme
ju zovSeobecnit a vytvorit algebru nekoneénych radov (Newtcn [28], str. 6). Nekone&né
procesy sit podobné koneénym, ibaZe st dlhsie.

Viera v symboliku, Zivena algebrou, eSte vzrastla po uspechoch infinitezimalneho
po&tu. Leibniz vynasiel oznatenia dy/ dx a [ydx vyslovne pre ulah¢enie nasho myslenia.
Takéto oznadenie je skutoéne vyhodné. Mali by sme si s vdaénostou spomenit na Leib-
niza vzdy vtedy, ked menime premenné za integraénym znamienkom. Predpokladajme,

*) Symboly dne$ného typu zaviedol aZ DESCARTES vo svojej Geometrii v roku 1639. (Pozn. red.)
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7e y je funkciou x a x je funkciou #; chceme najst dy/ds. Nie Leibniz, ale Leibnizovo
oznadenie nam umoZiiuje objavit pravidlo

dy[dt = (dy[dx) (dx/d?).

Uspech Leibnizovho oznagovania v infinitezimalnom podéte este zosilnil ddveru matema-
tikov v spravnost zaverov potvrdenych symbolickymi argumentami.

V 18. storodi sa viera vo v§emocnost dobrého oznacenia rozsirila aj za hranice mate-
matiky. Ona viedla napriklad chemika LAvVOISIERA k predvidaniu ,,chemickej algebry*.
V jej duchu potom BERZELIUS v roku 1813 navrhol chemické symboly podobné tym,
ktoré pouzivame dnes. Kazdy, kto niekedy zostavoval chemické rovnice, vie, akym
sposobom pritom myslime pomocou symbolov. Skuto&nost, Ze myslienka o spravnosti
disto symbolickych dévodov sa rozsirila z matematiky na dalSie obory, dokazuje, aka
vyrazna idea to musela byft.

To, o sa tu povedalo, by viak nemalo &itatela priviest k nazoru, Ze v§etci matematici
18. storodia boli celkom nev§imavi k zdkladom analyzy. Isto, a asi aj dost pcdrobne,
diskutovali o jej predmete. Nebudeme tu sumarizovat rdozne pokusy vysvetlit v 18. sto-
ro¢i podstatu dy/dx, limit, nekonedna a integralov, ktoré trvali celé storoCie, spravne
nazvané CARLOM BOYEROM ,,obdobim nerozhodnosti®, ¢o sa tyka podstaty pojmov ([7],
kap. VI). Co vsak treba pre nase ucely zdoraznit, je, Ze skimanie zdkladov nebolo pre
matematikov 18. storo€ia tym hlavnym. Doélezité je, Ze matematickd prax nezavisela
od dokonalého pochopenia hlavnych pouZitych pojmov.

Alessituicia v matematike v 19. storoéi uZ bola ina. Analysti 19. storo¢ia, od CAUCHY-
HO a BOLZANA, zaviedli presné poditanie s limitami, konvergenciou a spojitostou, zalo-
Zené na nerovnostiach, a hfadali presné dokazy viet o tychto pojmoch. Vieme, ako tieto
dokazy vyzerali; stile ich pouzivame. Novy smer v analyze 19. storodia sa od pred-
chadzajuceho neli$i len v technike poé&itania. DdleZitejSia zmena nastala v spGsobe mate-
matického myslenia. Teraz, ked sme uZ nadrtli vyvoj v 18. storo&i, mdZeme sa zaoberat
— z historického hladiska — najzaujimavej§imi otdzkami tohoto &lanku. Co spdsobilo
ten rozdiel medzi starym a novym chadpanim? Ako sa stala matematika tym, ¢im je dnes?

K tomu, aby tito zmena mohla nastat, boli potrebné dve veci. Po prvé, bolo treba
poznat technické postupy potrebné na presné dékazy. Takéto postupy uZ boli zname;
o historii najddleZitejsich technik budeme hovorit vo 4. ¢asti &lanku. Po druhé, bolo
treba zmenit postoj k zakladom matematiky; bola to, aj ked nie postacujuca, tak aspoit
nutnd podmienka pre zavedenie presnosti. Pozrime sa, ako sa pcd novym zornym uhlom
javili zaklady infinitezimalneho poétu medzi 18. a 19. storo&im. Boli pri¢iny zmeny
postoja k zédkladom v samotnej matematike? Alebo boli motivované dévodmi mimo
matematiky? Preskimajme viacero moZnosti.

3. Preco sa zmenili kritéria matematickej pravdivosti?
Prvé vysvetlenie, ktoré nam pride na um, je to, ktoré pouZivame, ked chceme pre-
sved¢if svojich Studentov, Ze nase poziadavky na presnost st opravnené: Infinitezimalny

pocet bolo treba vybudovat presne prave preto, aby sme sa vyhli omylom, a ak sa uz
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chyby vyskytli, aby sme ich vedeli napravit. To vSak v prvej etape rozvoja analyzy
vdbec nebolo dobleZité. V matematike 18. storofia je totiZ prekvapujuco malo chyb.
To ma dve hlavné pri¢iny. Po prvé, niektoré vysledky sa dali overit numericky alebo
dokonca experimentalne, takZe ich platnost sa dala preverit bez seriézneho zakladu. Po
druhé, &o je este doleZitejSie, matematici v 18. storcéi mali takmer neomylnd intuiciu.
Hoci neboli vedeni presnymi definiciami, predsa len hlboko chapali vlastnosti zaklad-
nych pojmov analyzy. Tento zaver potvrdzuje aj skutonost, Ze mnohé odividne neisté
argumenty, pouZivané v 18. storo¢i, moZno zachranit a urobit ich presnymi pomocou
vhodnych predpokladov.

Potreba vyhnut sa chybim sa vSak stava déleZitejSou koncom 18. storolia, kedy sa
zacal zvySovat zdujem matematikov o komplexné funkcie, o funkcie viacerych premen-
nych a o trigonometrické rady. V tychto oblastiach najdeme vela prijateInych tvrdeni,
ktoré je pomerne tazko overif intuitivne. Vzrastajici zaujem o takéto vysledky mohol
pomdct ststredit pozornost na otazku zakladov.

Druhé vysvetlenie, ktoré ndm moZe prist na um, je, Ze infinitezimalny pocet sa stal
presnym preto, lebo sa zadal zovSeobectiovat. 18. storo¢ie vyprodukovalo velké mnoz-
stvo vysledkov. Potreba zjednotit ich by mohla automaticky viest k vybudovaniu pres-
ného axiomatického zékladu. Ale uZ sto rckov predtym, ako zacal pracovat Cauchy,
jestvovalo vela vysledkov a Ziadna snaha po ich usporiadani sa neprejavila. Koncom
18. storo€ia sa v§ak mnohym matematikom zdalo, Ze tempo ziskavania novych vysled-
kov sa spomaluje. Tento dojem mal aj urlité cpodstatnenie, lebo vi&Sina vysledkov
dosiahnutelnych mechanickou aplikéacicu metdéd 18. storo€ia, uz bola ziskanid. MozZno,
Ze ked bol teraz pokrok pomalsi, bol aj ¢as na obzretie sa a na rekapitulaciu toho, &o
sa uZ urobilo (Struik [31], str. 136—7).

Tretie moZné vysvetlenie suvisi s prvou jestvujicou presnostou — v geometrii. UZ
od &ias starych Grékov kazdy vedel, Ze matematika ma byt presni. Dalo sa predpokla-
dat, 7e matematikov zaéne preto trapit svedomie a Ze analysti privedu svoje metody
na starii dobru ftroveii. Euklidovskd geometria bola skutoéne modelom pre novi
presnost. No staré idey presnosti predsa len nestadili k tomu, aby sa matematici usilo-
vali spravif presnym infinitezimélny pccet; dckazuje to celych stopatdesiat rokov
medzi Newtonom a Cauchym. To je pravda, i ked rozpor medzi euklidovskym $tandar-
dom a suéasnou praxou nezostal bez poviimnutia. GEORGE BERKELEY, cloyonsky biskup,
namieril v roku 1734 svoj rozhodny a fundovany ttok proti infinitezimilnemu po&tu.
Tvrdil, Ze to nie je takd presni tedria, akou by matematika mala byt. Berkeley chcel
branif naboZenstvo proti obvineniam z iracionélnosti, ktoré vznasali vedci a matematici
18. storo¢ia. Tvrdil, Ze jeho protivnici nemaji ani matematiku rozumne zddvodnenii.
Priznava, 7e vysledky infinitezimalneho po&tu su pravdivé, ale napada jeho metddy.
Berkeleyho tutock The Analyst je majstrovskou ukaZkou polemiky (Struik [32], str.
333-—338 a Berkeley [3]). O,,veImi malych prirastkoch*, ktoré maji rozhodujicu ulohu
v Newtonovom kalkule, hovori: ,,A &o su to tie velmi malé prirastky? Nie si to ani
konedné velidiny, ani veli¢iny nekonetne malé, ani nulové veli¢iny. Nie st to len tiene
mizntcich veli¢in?‘ Berkeleyho utok, ktory je vlastne systematickou matematickou kri-
tikou niektorych zdkladnych tvrdeni Newtonovho kalkulu, vyprovokoval mnohych
matematikov k pisaniu spisov na obranu svojej vedy. Predsa v§ak ani Berkeleyho utok,
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ani odpovede naii nespdsobili ti zmenu v postoji k presnosti, ktoru sa tu pokuSame
vysvetlif. PredovSetkym, obranné argumenty neboli velmi presved&ivé (CAJORI [8]).
A potom, skimanie zakladov sa este nepokladalo za seriéznu matematiku. Berkeley
viak priviedol Tudi k tomu, aby sa viac ako predtym zaoberali problémom zékladov
matematiky. Diskusie o zdkladoch, ktoré viedli MACLAURIN, D’ ALEMBERT a LAGRANGE,
boli vSetky aspoii Ciastcéne vyvolané Berkeleyho pracou. No Berkeleyho utok sam
o sebe nestacil k tomu, aby sa zaklady stali predmetom stistredenejSej pozornosti mate-
matikov.

Ked sa hovori o zmene v pomere k presnosti, treba spomeniit este jeden Cinitel.
o ktorom sa sice v tejto suvislosti hovori zriedka, ale ktory bol doleZity. Matematici
museli vyu€ovat. V poslednych rokoch 18. storo¢ia sa odohrala velka socialna zmena,
Predtym Zili matematici &asto na kralovskych dvoroch; ich pracou bolo robit matema-
tiku a pridavat tak na slave alebo vzdelani svojmu patrénovi. No vac§ina matematikov
od &ias Velkej franctizskej revolicie zaloZila svoju existenciu na vyu€ovani (Struik [31],
str. 140, Ben David [2], str. 95, 108).

Zmena v ekonomickych pomeroch matematikov mala aj iné pri¢iny ako upadok
niektorych kralovskych dvorov. Veda v 18. storodi bola rozpinava. Bol to ,,Newtonov
vek* a &as tspechu newtonovskej vedy. Viddy a obchodnici mali pocit, Ze veda je
dolezita a Ze moZe byt uZitc&na; vedciich v tejto viere podporovali. Preto vlady zaloZili
vzdelavacie institucie, aby pcdnecovali rozvoj vedy. Boli zaloZené vojenské $koly, aby
vychovavali budicich déstojnikov so znalostami aplikovanej vedy. Na existujucich uni-
verzitach sa utvorili nové vedecké miesta. Ale zdaleka najdéleZitejSou novou instituciou
pre vedecké vzdelavanie, ktora sliZila ako vzor pre iné narody, bola v 19. storo&i Ecole
polytechnique v PariZi. Tito §kolu zaloZila v roku 1795 revolu¢né vlada vo Francizsku.

Prec¢o vlastne mohlo nové socidlne postavenie matematikov, pre ktorych sa stalo
vyu€ovanie nutnosfou, poméct podporovat presnost? Vyudovanie vidy doniti u&itela
starostlivo si rozmyslief, na ¢om a ako budovat svoj predmet. Matematik méZe pojmu
rozumiet natolko, aby ho mohol pouZivat a méZe sa pritom spolahnut na svoj prehfad
ziskany skusenosfou. Ale nemdZe to Ziadaf od $tudenta 1. roénika, dokonca v 18. sto-
rodi. Zaciatoénik neprijme, ked sa mu povie: ,,Keby ste s tymto pojmom pracovali tri
roky, pochopili by ste ho.*

Co je ddkazom toho, Ze vyuovanie pomohlo podnietif zAujem matematikov 18. a 19.
storcCia o to, aby vybudovali presnu analyzu? Po prvé, aZz do konca 18. storodia sa
vaélina prac o zadkladoch neuverejiovala vo vedeckych &asopisoch, pretoZe zaklady
matematiky sa nepokladali za dost doleZiti matematicki (ale za filozofickd) otazku.
Takéto prace sa namiesto toho objavovali v skriptach, u¢ebniciach alebo v popularizag-
nych préacach. Este v 19. storodi, ked uz podstata pojmov bola pre matematikov délezit4,
zaujem o nu Casto vznikal pri vyudovani. Price o zakladoch analyzy od LAGRANGEA
[23], [26], CAucHYHO [10], [11], WEIERSTRASSA (KLEIN [21], str. 283 —4, BOYER [7], str.
284 —7) a DEDEKINDA [14], str. 1, vznikli z poznémok k prednaskam.

Kazdy z bodov, ktoré sme doteraz spomenuli, pomdZe vysvetlit, o priviedlo matema-
tikov k tomu, Ze sa od hladiska 18. storodia, orientovaného na vysledky, priklonili
k presnejsej irovni 19. storoéia. MozZno urdit este jeden katalyzator tejto zmeny: bol to
JosepH-Louls LAGRANGE. Lagrangeov vlastny zdujem o problémy zékladov analyzy sa
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prejavil vtedy, ked mal vyucovat infinitezimalny pcéet na vojenskej $kole v Turine [24].
V roku 1784 vypisala Berlinska akadémia vied cenu za rozrie§enie problému zikladov
infinitezimalneho poétu. To podnietilo vznik prvych viag&sich prispevkov — v kniZnom
rozsahu — k vyrie$eniu tohoto problému, ktoré boli napisané na kontinente (pozri
HUILIER [27], CARNOT [9], BOYER [7], str. 254—255, a GILLISPIE [18], str. 149 —150).
St to predovsetkym Lagrangeove prednasky na Ecole polytechnique, publikované vo
dvoch velmi rozsiahlych knihach, ktoré su pokusom zaradif kalkul do vSeobecnejSieho
algebraického ramca [26], [23]. Lagrange nemohol spravne rozrie§it problém zakladov
infinitezimalneho poétu — uz dlho je pre nas neprijatelna jeho definicia f'(x) ako koefi-
cientu pri & v Taylorovom rozvoji pre f(x + h). No jeho vizia o redukovani kalkulu
na algebru mala rozhodujuci vplyv na pracu Bolzana [5] a, ako budeme dalej vidiet, aj
Cauchyho.

Predpokladajme teraz, Ze sme sa rozhodli urobit svoj predmet presnym. Co k tomu
treba spravit? Treba zaviest spravne definicie a ovladat techniku dokazovania, aby sme
z definicii mohli odvodit zname vysledky. ESte musime odpovedat na otazku: Skadial
tieto dokazy a definicie vziat?

Matematici 18. storo€ia objavili vela technik a niektoré z vlastnosti, ktoré sa mohli
stat zdkladom definicii, hoci nevedeli, ¢o vlastne urobili. Udivuje nas, Ze boli tak blizko
k mnohym postupom, ktoré pouzival Cauchy v presnych dékazoch. Tato skuto¢nost
dokazuje, Ze zmenu zorného uhla pohladu na zaklady analyzy si vyzadovalo samo jej
spresfiovanie; nebol to len prirodzeny vyvoj mimo matematiky 18. storocia.

4. Pociatky presnosti 19. storocia si v 18. storo¢i

Uvedieme niekolko prikladov z prac z 18. storocia, ktoré presli do definicii a d6kazov
19. storodia. Sustredime sa pritom na naduku o aproximaciach. Matematici 18. storo¢ia,
¢i uz riesili algebraické alebo diferencidlne rovnice, poznali vela uZito&nych pribliznych
metdd. Ak je hlavnym cielom ziskat vysledok, je priblizny vysledok lepsi ako Ziadny.
Paradoxné je to, Ze matematici 18. storo€ia boli veImi presni, ked aproximovali. Ich
préaca s nerovnostami v odhadoch sa neskor stala zdkladom presnej analyzy.

Budeme sa tu zaoberat dvoma skupinami prac o aproximaciach z 18. storoCia: praca-
mi skutoéne venovanymi aproximaciam a tymi, kde sa pogitala chyba odhadov. Pozri-
me sa, ¢o z nich pouZili analysti 19. storocia.

Matematici 19. storocia sa na priblizné metddy, ktoré sa pouzivali v 18. storo€i, po-
zerali z nového hladiska. Priblizné riesenie chapali ako konstrukciu takého riesenia,
a teda ako dokaz jeho existencie. Urobil to napriklad Cauchy, ked dosiahol vysledok,
ktory sa dnes vola Cauchyho-Lipschitzova metdda dékazu existencie rieSenia diferen-
cialnej rovnice; tento dokaz je zaloZeny na pribliznej metdde, ktoru objavil Euler
([15], str. 399). Podobne Cauchyho elegantny dékaz vety o tom, Ze spojité funkcie
nadobudaji v intervale [a, b] kazdu hodnotu medzi f(a) a f(b), vychadzal z pribliz-
nej metody 18. storolia (Lagrange [22], str. 260—1, [25], Gasti 2, 6, Cauchy [10],
str. 378 —80). Cauchy predpokladal, Ze f(a) a f(b) maju pre spojitd funkciu f(x)
opacné znamienka. Rozdelil interval [a, ] na n Casti a usudzoval, Ze v [a, b] su aspoii

86



dve hodnoty x, liSiace sa o (b — a) /n, v ktorych ma f(x) r6zne znamienka. Potom cely
postup opakuje na intervale medzi tymito dvoma novymi bodmi, na intervale dIzky
b —a) /n, %o dava dve daliie hodnoty, ktoré sa od seba lisia o (b — a)[n?, a tak dalej.
Zatial ¢o Lagrange pouZil tento postup k postupnym aproximéciam korefia polynomu,
ktory sa nachadza medzi bodmi x = ¢ a x = b, Cauchy tymto postupom dokazal
existenciu spolo¢nej limity ¢ dvoch postupnosti hodnét premennej x: tych, kde ma f
kladné znamienko, a tych, v ktorych ma f zdporné znamienko. To Ze p6vod Cauchyho
dokazu treba hladat v algebraickych aproximaciach, vidno aj z kontextu, v ktorom ho
sam uviedol: Pozndmka venovand skiumaniu pribliZného riesenia algebraickych rovnic ([10],
str. 378).

Inym prikladom premeny aproximacii na dokaz existencie je Cauchyho tedria uréitého
integralu. V 18. storodi sa integral zvy€ajne definoval ako obratenie derivacie. No vedelo
sa aj to, Ze hodnotu integralu moZno aproximovat suétom. Cauchy si vzal Eulerovu
pracu o aproximovani hodndt uréitych integralov pomocou suctov ([15], str. 184—7)
a pozrel sa na fiu celkom novym pohfadom. Cauchy definoval uréity integral ako limitu
suctu, dokazal existenciu urcitého integralu spojitej (v skutoénosti rovnomerne spojitej)
funkcie a potom pouZil svoju definiciu k tomu, aby dokazal zakladni vetu integralneho
pottu ([11], str. 122—35, 151 —2).

Teraz vezmime dalsi typ vysledku z 18. storo€ia o aproximaciach: pribliZzenia uréené
spolu s odhadom chyby. Tieto vysledky vyzerali asi takto: k danému » vedel matematik
vypocitat horné ohranicenie chyby, ktorej sa dopustil, ak pokladal n-td aproximaciu
za presnui hodnotu. Koncom 18. storcéia sa pri uréovani odhadov chyb pouZivalo poéi-
tanie s nerovnostami s velkou zru¢nostou (D’Alembert [13], str. 171 —183, a Lagrange
[25], str. 46 —17, 163). Cauchy, Abel a ich nasledovnici vzali postup aproximovania za iny
koniec. Namiesto toho, aby hladali hornt hranicu chyby pre dané n, predpisali si to, ¢o
je vlastne ,,chybou‘ — ¢&islo epsilon — a (za predpokladu, Ze proces konvergoval) mohli
vzdy najst také n, Ze poénic n-tou aproximaciou bola chyba mensia neZ . Zda sa, Ze
toto je pri¢ina, pre€o pouziva Cauchy pismeno ¢ v jeho beznom modernom vyzname
([10], str. 64 —5 a dalej. Abel [1], Cauchy [10], str. 400—415). Cauchyho definicia kon-
vergencie, ktora je v podstate naSou definiciou, je zaloZend na tomto principe ([10],
kap. VI.)

Iny sposob ako matematici prispdsobili 19. storo€iu tie vysledky z 18. storocia, v kto-
rych sa pouZivali nerovnosti, bol tento: ZhrcmaZzdili fakty, zname v 18. storoci v Spe-
cialnych pripadoch, a zmenili ich tak, aby platili vo v§eobecnosti. Napriklad D’Alembert
a ini dokazali konvergenciu niektorych Specialnych radov tak, Ze ukazali, Ze st ¢len
po ¢lene menSie ako konvergentny geometricky rad (D’Alembert [13]). V roku 1813
pouzil Gauss toto kritérium na presné vysetrovanie kcnvergencie hypergeometrického
radu [17]. Cauchy pouZil porovnanie daného radu s geometrickym k tomu, aby cdvadil
a dokazal niektoré vSeobecné kritéria konvergencie radcv: pcdielové, logaritmické a od-
mocninové kritérium [10], str. 121 —127.

Nakoniec uvedme este jeden velmi doleZity priklad, vysledok z 18. storocia, ktory
sa v 19. storo€i troSku zmenil: Je to vlastnost derivacie vyjadrena vztahom

“.1) SIx + h) = f(x) + ' (x) + hV,
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kde veli¢ina ¥ ide k nule spolu s 4. Ako sme uZ poznamenali, Lagrange definoval f'(x)
ako koeficient pri 4 v Taylorovom rozvojif(x + h). TakZe vlastne ,,odvodil* (4.1) z to-
hoto Taylorovho rozvoja, a to tak, Ze pokladal ¥ za nekoneény konvergentny rad v pre-
mennej A. Lagrange pouZil (4.1) na vySetrovanie mnohych vlastnosti derivacie. Pritom
pod slovami ,,V ide k nule pre 4 idice k nule* rozumel, Ze k danému &islu D mozZno
n4jst dostatone malé h tak, Ze f(x + h) — f(x),,bude medzi* A[f'(x) — D]ah[f'(x) + D]
([23], str. 87). Najprv Cauchy a po iom Bolzano a Weierstrass urobili zo vztahu (4.1)
a k nemu patriacich nerovnosti definiciu derivacie f'(x). (Cauchyho definicia bola v sku-
to¢nosti verbalna, no do jazyka nerovnosti ju preloZil v dékazoch. Vid Cauchy [11],
str. 44 —5, 1223, Bolzano [4], kap. 2 a 7, str. 285—7.) Tato definicia zaruéila spravnost
vysledkov o f'(x), ktoré Lagrange odvodil zo (4.1), napriklad vety o prirastku funkcie.
(Treba viak poznamenat, Ze nie vSetky vysledky se takto stali presnymi, napriklad situa-
cia okolo konvergencie a rovnomernej konvergencie sa nevyjasnila az do r. 1840.)

Na tomto mieste sme zamerne nehovorili o tom, o vSetko nové a originalne vytvorili
v zdkladoch analyzy velki matematici 19. storo¢ia. Najmi Cauchy vymyslel krasne dé-
kazy o konvergentnych potenénych radoch v realnej a komplexnej premennej, o realnych
a komplexnych integraloch a prispel aj k réznym predmetom mimo analyzy. Ale pre
na$e ucely potrebujeme také vysledky, aké sme vybrali. Bud veci, dokazujuice to, Ze sa
znalosti zname z 18. storogia zovSeobeciiovali, alebo to, Ze im 19. storogie dalo hlbsi
zmysel.

Bolo treba vynaloZit vela usilia, aby sa postupy 18. storo¢ia zmenili tak, ako sme o tom
hovorili. Ale nebola to len zailezitost pracovného vypitia. Po prvy raz sa spravne for-
mulovali problémy, na ktoré bolo treba odpovedat vyuZitim a roz$irenim uz existujicich
technik. Prave to sa pokladi za velku zmenu v pristupe k veci. A skutoéne to bola
velk4 zmena. Pre vznik hfadiska Bolzana a Cauchyho, ktoré sa od ich ¢ias nezmenilo,
bolo znovuzrodenie zaujmu o presnost prave také nevyhnuté ako moZnost pouZitia
znamych postupov. Matematika nepotrebuje len vysledky, ale aj jasné definicie a presné
dokazy. Matematici sa — ako jednotlivei — mdzZu sustredovat len na to, aby vytvorili
uéinné metddy a idey, ktoré mozZno vyuZif, ale matematicka obec ako celok neméze
byt k presnosti Tahostajna.

5. Zaver

Zadali sme otazkou, ¢i matematicka pravda zavisi od ¢asu. Matematicka pravda je
mozZno vecénd, ale naSe vedomosti o nej sa menia. Na priklade sme sa presved¢ili, Ze
pomer k matematickej pravde sa menil v ¢ase. V priebehu takejto zmeny v mysleni sa
star§ie prace prehodnocuji. NieComu sa na hodnote prid4, nieSomu uberie.

Co ma robif matematik, ak vie, Ze zmena hodndt mézZe nastat?

MaA na vyber z troch moZnosti. Po prvé, méze prijat isty relativizmus, ktory bol vy-
jadreny vetou ,,éo dnes stali, je spravne‘‘. Matematicka pravda je prave to, ¢o za fiu
pokladaju redaktori &asopisu Transactions. Je to uZito¢ny nazor, ale ak by sa vSeobecne
prijal, znamenalo by to, Ze Cauchy a Weierstrass by nikdy neboli prisli. Kritéria pravdi-
vosti by sa nikdy nezmenili v Ziadnom ddleZitom smere, aZ kym by sa nevyskytli velké
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omyly. Preto relativizmus, ktory priviedol Cauchyho k tomu, aby zanechal vtedajsie
zaklady matematiky, nebude stadif nam,

Po druhé, mdZeme sa pokuisat dosiahnut najvyssiu urovei, ktoru si moéZeme predstavit:
nikdy nepouZitf argument, ktory sme do vsetkych désledkov nepochopili, len taky,
o ktorom vieme vsetko, aZ do bodky nad i a Ciarky cez t. Ale to je dokonca este horsie.
Euler prvy vedel, Ze pri praci s nekone¢ne velkymi a nekoneéne malymi veli¢inami st
taZkosti. Keby bol cheel Euler pisat na takej vysokej urovni presnosti, ku ktorej uéebnice
niekedy vedu §tudentov, nebol by nikdy napisal ani &iarku. Ziadna matematicka kon-
Strukcia sa pred Cauchym a Weierstrassom nedala spravit presne.

Preto navrhujem tretiu moZnost: Zmierit sa so skutoénostou, Ze kritérid pravdivosti
v matematike sa menia. Matematika sa vyvija dvoma smermi. Nielen postupnym na-
rastanim mnoZstva vysledkov, ale aj nahlymi skokmi. Len ak prijmeme moZnost teraj-
§icho omylu, mozZeme dufat, Ze budicnost prinesie podstatné zdokonalenie naSich
poznatkov. MdZeme sa pritom uteSovat tym, Ze vacSina zo starych tehli¢iek najde svoje
miesto niekde v novej stavbe. Matematika nie je tou jedinou vedou bez nahlych zmien.
Povedzme radsej, Ze matematika je oblasfou Tudskej ¢innosti, v ktorej kazda nova etapa
vyvoja prindsa so sebou najprevratnejsie, no pritom najmenej destruktivne zmeny.

Tento ¢lanok bol pévodne napisany pre Mathematical Assotiation of America, Southern California
Section, v marci 1972. Autorka vyjadruje svoju vdaku Elmerovi Tolstedovi za jeho podporu a pripomienky.

Literatara

[1] N. H. ABEL: Recherches sur la série 1 + (m[1) x + [m(m — 1)/1.2] x2 + [m(m — 1) (m — 2)/
1.2.31x3 + .... Oeuvres complétes, Vol. I, Christiania, 1881.

[2] J. BEN DAVID: The Scientist’s Role in Society. Prentice-Hall, Englewood Cliffs, 1971.

[3]1 G. BErRkELEY: The works of George Berkeley. Vol. IV. Ed. A. A. Luce and T. E. Jessor. Edin-
burgh, 1948 —1957.

[4] B. BoLzANoO: Funktionenlehre. Schriften, Band I, Prague, 1930.

[5] — Rein analytisher Beweis des Lehrsatzes, dass zwischen je zwei Werthen, die ein entgegenge-
setztes Resultat gewaehren, wenigstens eine reellle Wurzel der Gleichung liege. 1817, Engelmann,
Leipzig, 1905.

[6] CARL BoYER: History of Analytic Geometry. Scripta Mathematica. New York, 1956.

[71 — History of the Calculus and its Conceptual Development, Dover, New York, 1959.

[8]1 F. CAJORL: A History of the Conceptions of Limits and Fluxions in Great Britain from Newton
to Woodhouse. Open Court, Chicago, 1931.

[9] L. N. M. CARNOT: Réflexions sur la métaphysique du calcul infinitésimal, Duprat, Paris, 1797.

[10] A.-L. CaucHY: Cours d’analyse de I’école royale polytechnique. Imprimerie royale, Paris, 1821
in Oeuvres Complétes, Series 2, Vol. III, Gauthier-Villars, Paris, 1897.

[11] — Résumé des legons données a I’école royale polytechnique sur le calcul infinitésimal.Imprimerie
royale, Paris, 1823, v Oeuvres Complétes, Series 2, Vol. IV, Gauthier-Villars, Paris, 1899.

[12] — Exercices d’analyse. 1840, in Oeuvres, Series 2, Vol. XI.

[13] JEAN D’ALEMBERT: Réflexions sur les suites et sur les racines imaginaires. Opuscules mathémati-
ques, vol. V, Paris 1768, str. 171 —215.

[14] RicHARD DEDEKIND: Essays on the theory of numbers. Dover, New York, 1963.

[15] LeoNHARD EULER: Institutiones calculi integralis. 1768, Opera Omnia, Series I, vol. XI, Teubner,
Leipzig and Berlin, 1911.

[16] — Introductio in analysis infinitorum. 1748, Opera Omnia, Series I, vol. 8 —9.

89



[17] K. F. Gauss: Disquisitio generales circa seriem infinitam

aB ae+DBB+1) , al@+D@+2)pB+DB+2) 4
14+ —x+ x“ 4 x et
1.y 1.2+ D 1.2.3.y+ D@+ 2)

1813, Werke, Vol. 3, str. 123—162; nemecky preklad, Berlin, 1888.

[18] C. C. GiLLIsPIE: Lazare Carnot Savant. Princeton, 1971.

[19] A. R. HALL: The Scientific Revolution, 1500— 1800. Beacon, Boston, 1966.

[20] H. HANKEL: Die Entwicklung der Mathematik im letzten Jahrhundert, 1884, citované podla
M. MoRITZ: On Mathematics and Mathematicians, Dover, New York, 1942, str. 14.

[21] F. KLEIN: Vorlesungen iiber die Entwicklung der Mathematik im 19. Jahrhundert. 1926, nové
vydanie Chelsea, New York, 1967.

[22] J.-L. LAGRANGE: Legons élémentaires sur les mathématiques, données a I’école normale en 1795.
Oeuvres, VIII, Gauthier-Villars, Paris, 1867— 1892, str. 181 —288.

[23] — Legons sur le calcul des fonctions. 2. vydanie, 1806, Oeuvres, X.

[24] — List Eulerovi, 24. novembra 1759. Ocuvres, X1V, str. 170—174.

[25] — Traité de la résolution des équations numériques de tous les degrés. 1808, Oeuvres, VIIIL.

[26] — Théorie des fonctions analytiques. 2. vydanie, 1813, Oeuvres, IX.

[27] S. L’HuILIER: Exposition élémentaire des principes des calculs supérierus. Decker, Berlin, 1787.

[28] IsaAc NEWTON: On the analysis by equations of an infinite number of terms. 1669, v D. T. WHITE-
SIDE: The Mathematical Works of Isac Newton, Johnson Reprint, London and New York, 1964,
vol. I.

[29] — Universal Arithmetic. 1707, v D. T. WHITESIDE: The Mathematical Works of Isaac Newton,
vol. II, Johnson, London and New York, 1970.

[30] R. REIFF: Geschichte der unendlichen Reihen. Tiibingen, 1889.

[31] D. J. STriUK: Concise History of Mathematics. Dover, New York, 1967.

[32] — A Source Book in Mathematics, 1200— 1800. Harvard, Cambridge, 1967.

O tajich
matematikovy prace*)

J. E. Littlewood

Co znamena byt matematikem

O tomto tématu se da fici mnoho. Za prvé matematik musi byt naprosto estny ve své
préci, nikoliv na zaklad€ néjaké vyssi moralky, ale prosté proto, Ze s pad€lky by nemohl
mit uspéch. Univerzitni profesofi humanitniho zaméfeni, zejména v Oxfordu, pry véfi,
Ze na vSechno lze dat polemickou odpovéd; nic neuznavaji za skute¢né pravdivé a v disku-
si je jejich hlavnim cilem dokazat, Ze oponent je sméSny ubozidk. My jsme toho vSeho

*) J. E. LirtLEwooD: The Mathematician’s Art of Work. The Rockefeller University Review,

September — October 1967. Uvadime pieklad druhé &asti €lanku.
© The Rockefeller University Press.
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