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Eulerovy C&tverce
Detlef Laugwitz, Darmstadt,*) NSR

Uloha o distojnicich a dloha s vysokymi kartami')

Proslulé EULEROVE tiloze je pravé 200 let. Tato tiloha neni zdaleka jen n&akou h¥i¢kou
rekreaéni matematiky, jak by mohl napovédét jeji ptivod ve zndmé ,,iloze o distojni-
cich“: Sefadte 36 dustojnikli — Sesti riiznych hodnosti ze $esti riznych pluki, pfi¢emz
z kaZdého pluku je vybrano pravé 6 dustojnikti riznych hodnosti — do ,,Eulerova‘
étverce, tj. do Ctvercového Siku sloZeného z 6 fad po 6 distojnicich tak, aby v kazdé
fad€ a v kaZzdém zastupu byly zastoupeny vSechny hodnosti a viechny pluky. Pfipomeii-
me si proto slova samotného Eulera z jeho poznimky, kterou pfedloZil petrohradské
akademii 17. fijna 1776:

1. Une question fort curieuse, qui a exercé pendant quelque temps la sagacité de bien du monde,
m’a engagé a faire les recherches suivantes, qui semblent ouvrir une nouvelle carriére dans I’ Analyse
et en particulier dans la doctrine des combinaisons. Cette question rouloit sur une assemblée de 36
officiers, de six différens grades et tirés de six régimes différens, qu’il s’agissoit de ranger dans un
quarré de maniére que sur chaque ligne, tant horizontale que verticale, il se trouvat six officiers tant
de différens caractéres que de régimens différens. Or, aprés toutes les peines qu’on s’est données pour
résoudre ce probléme, on a été obligé de reconnoitre qu’un tel arrangement est absolument impossible,
quoiqu’on ne puisse pas en donner de démonstration rigoureuse.

Jednodussi uloha téhoZ druhu se objevila uz v roce 1723 ve vydani Récréations
mathématiques et physiques od OzNAMA: VyloZte 16 vysokych karet — esa 4, krale K,
damy D a kluky B jedné karetni hry o &tyfech barvach — do &tverce se 4 fadky a 4
sloupci tak, aby kazdy fadek a kaZdy sloupec obsahoval viechny barvy a viechny vysky
karet (v nasledujicim feSeni je poZadavek spln€n dokonce i pro thlop¥icky):

Euler pfedpokladal, Ze uloha o distojnicich nema feSeni, pfestoZe se nezda byt pod-
statné odlind od ulohy s vysokymi kartami. AvSak to se podafilo dokazat teprve
v 1. 1900 G. Tarrymu?).

1) Na stran& 215 Notices of the Amer. Math. Soc., 1976, nalezneme tuto zpravu:
“Editor, the Notices,
1 should like to register an objection to the Society’s total neglect of the bicentennial. I seems to me
that an event of major importance is being neglected. Not one special lecture, nor one special seminar
celebrates this important anniversary. In 1776, on 17th of October, L. Euler presented a paper to the
St. Petersburg Academy in which the Euler conjecture on Latin Squares was first presented. The final
settling of this conjecture was not achieved until 1960. Surely a problem which remained unsolved
for 184 years deserves recognition on its bicentennial year. E. Mendelsohn”

2) G. TARRY: Le probléme des 36 officiers. C. R. Assoc. Fr. Av. Sci., 1 (1900), 122—123; 2 (1901),
170—203 (pozn. piekl.).

*) DETLEF LAUuGWITZ: Eulersche Quadrate. Jahrbuch Uberblicke Mathematik 1977, s. 174—180.

Copyright © Bibliographisches Institut AG, Mannheim, 1977.

Volné& pfelozili a poznamkami opatfili VEROSLAV JURAK a JoSEr KLOUDA.
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Pfejdéme nyni k pfirozenému zobecnéni ptedeslé dlohy, k tzv. problému Eulerovych
¢tvercil.

Euleriv &tverec obdrZime piekrytim dvou vhodnych ,,latinskych‘ étverct. Latinskym
étvercem fadu n rozumime schéma o n fadcich a » sloupcich, kde v kazdém fadku
a v kazdém sloupci se kazdy prvek néjaké mnoZiny M mohutnosti n objevuje pravé
fednou. V obr. 1. patii vys§ky karet jednomu latinskému &tverci, barvy zase druhému
latinskému ¢&tverci a celek pak znazortiuje pfekryti téchto dvou latinskych &tverci.
Jsou-li tedy dany dva latinské &tverce L a L', jejichZ prvky jsou postupné prvky mnozin
M a M'téZze mohutnosti n, pak jejich pfekryti bude pravé tehdy Eulerovym &tvercem,
kdyz kazda dvojice (m, m’) e M x M’ se v ném objevi pravé jednou?).

Obr. 1.
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MuzZeme se snadno pfesvéddit, Ze neexistuje Zadny Eulertv ¢tverec fadu 2. Euler sim
nagel konstrukci pro vSechny fady n + 4k + 2, kde k = 0,1,... a pfedpokladal, Ze pro
n = 6,10, 14, ... Zadné takové &tverce neexistuji. Pro 4k + 2 = 10 nemél viak pravdu:

3y Protoze Eulertv &tverec zapisujeme ve tvaru matice, pfena$ime odtud také pojmy jako je fadek.
sloupec a uhlop¥icka. Dale, pocet fadkd, a tedy i poéet sloupci Eulerova &tverce, nazveme jeho fadem,
Eulertv &tverec Fadu 5 je uveden na str. 53 v knize J. BosAk: Latinské $tvorce, Skola mladych mate-
matik@, 38, Praha (1976). Tamtéz na str. 60 najdeme podklady k sestrojeni Eulerova ¢&tverce fadu 3
(pozn. prekl.).
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V roce 1959 nalezl E. T. PARKER?*) prvni Eulertiv &tverec fadu 10 a v témZe roce R. C.
BOsE a S. S. SHRIKHANDE®) provedli konsirukci pro viechny ¥ady 4k + 2 > 10.

Jednoduché existencni véty

Existenci Eulerovych &tverct lichého fadu si miiZeme snadno ovéfit. Pfedevsim, jak
uz bylo feCeno, tyto &tverce obdrZime piekrytim dvou vhodnych latinskych &tvercu
téhoz fadu n. Pro zjednoduseni vyberme prvky obou latinskych &tvercti z téZze mnoZiny
M = {0,1,...,n — 1}. Jeden takovy latinsky &tverec je uveden v tabulce I:

Tab. I. 0 1 2 3 ... n—1
n—1 0 1 2 ... n—=2

n—2 n-—1 0 1 n—3

n—-—3 n—-—2 n—-10 n—4

1 2 3 4 0

Ctverec vytvofeny uspofédanymi dvojicemi &isel (¢, 7) € M x M bude pravé tehdy Eulero-
vym &tvercem, kdyZ g a rovnéZ r samy o sobé& tvoii latinské &tverce a kdyZ dale kazda
dvojice (g, r) se v ném objevi pravé jednou. Dva takové latinské &tverce se nazyvaji
,,ortogonalni“. Toto pojmenovéni snad pochazi z toho, Ze (pfi lichém n) otofenim
latinského &tverce z tabulky I kolem jeho stiedu o 90° (napk. ve sméru pohybu hodino-
vych rudidek) vznikne novy latinsky &tverec, ktery po piekryti s prvnim tvofi Eulertiv
&tverec. Pro n = 3 dostavame

Tab. II 01 12 20
22 00 11
10 21 02

Avsak definice ortogonalnich latinskych &tvercli je mnohem obecnéjsi! (Euler pouzil
misto prvnich &islic ¢ latinsk4 pismena a misto druhych &islic r feck4 pismena®); pojme-
novani latinsky ¢tverec ma pak tuto vn&j§i pfiCinu).

Existenci Eulerovych étvercti pro vSechna lichd n dokaZeme jesté jinym zpisobem.
Utvofme matici fadu n, jejiz prvky jsou uspofadané dvojice (x, y) zbytkovych tfid mo-
dulo n, pfi¢emZ v i-tém fadku a v j-tém sloupci je napsana dvojice (i — 1,7 — 1). Nyni
sestrojime dv& nové matice f&4du n, které budou navzijem ortogonalnimi latinskymi

4y E. T. PARKER: Construction of somesets of mutually orthogonal Latin squares. Proc. Amer.
Math. Soc., 10 (1959), 946—949 (pozn. pfekl.).

5) R. C. BosE, S. S. SHRIKHANDE: On the construction of sets of mutually orthogonal Latin squares
and the falsity of a conjecture of Euler. Trans. Amer. Math. Soc., 95 (1960), 191—209 (pozn. pfekl.).

6) Eulerovy &tverce se v literatufe proto ¢asto nazyvaji fecko-latinskymi &tverci. Viz str. 53 a dalsi
ve vyse citované knize Bosdkové aj. (pozn. piekl.).
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&tverci. Pokud je na nékterém mist& v plivodni matici napsana dvojice (x, y), napiseme
na odpovidajici misto v druhé matici zbytkovou t¥idu ¢ vyhovujici kongruencix — y = ¢
(mod n) a v tfeti matici zbytkovou t¥idu d vyhovujici kongruenci x + y = d (mod n).
(Matice s hodnotami ¢ vznikne zfejmé z tabulky I pfechodem ke zbytkovym tfidam).
Aby piekryti obou novych matic dalo Euleriv &tverec, je nutné a staéi, aby ke kazdé
usporadané dvojici (c, d) existovala pravé jedna uspoiadana dvojice (x, y) takova, Ze
x —y=c (modn), x + y=d (modn). Aviak kongruence 2x = ¢ + d (mod n),
2y = d — ¢ (mod n) tvofi systém, ktery je pro liché n jednoznaéné feSitelny modulo n,
protoZe 2 a n jsou nesoudélna &isla.

Geometrické hledisko

Celo¢iselné kongruence modulo #n, které jsme vySe pouZili, se daji geometricky inter-
pretovat jako ,,primky** v ,,kone&né roviné&“ s n? ,,body*. Pro n = 3 dostaneme celkem
9 bodu a 4 svazky rovnobéZek (po tfech pfimkach v kazdém svazku). Celkem zde mame
12 ptimek, které (uspofddany po jednotlivych svazcich) jsou popsany kongruencemi

X =0,1,2(mod3),
y =0,1,2(mod3),
x+2p=x—-—y=0,1,2(mod3),
x+y =0,1,2 (mod3).7)

Oba posledni svazky vedou v podstaté k pfekryti ortogonalnich latinskych &tverct, jez
je znazorn€no v nasledujici tabulce:

Tab. IIL. 00 11 22
21 02 10
12 20 01

Tento ptiklad se d4 zobecnit na prvociselné fady n = p. Vyjdéme z kongruenci
) ax+by=d(=0,1,...,p — 1) (mod p) ,

pfiéemZ a, b nejsou soudasné ob& kongruentni s 0. Je-li @ = 0 (mod p), pak b % 0
(mod p) a existuje b’ takové, Ze je b'b = 1 (mod p). Potom z (1) obdrZime

@) y = c(=b'd) (modp),

coZ je svazek, ktery ma p ,,vodorovnych* ptimek.®) KdyZ @ £ 0 (mod p), nasobme

7) Zde ptimka obsahuje body, jimiZ jsou uspofddané dvojice ¢isel modulo 3 — soufadnic bodu.
Napftiklad, pfimka o rovnici x + y = 0 (mod 3) obsahuje pravé body (0,0), (1, 2), (2,1). (Pozn
pfekl.)

8) Autor nazval pfimky tohoto svazku vodorovnymi. Bylo by dobfe, aby si étendf uvédomil, Ze
zde dostdvame svazek pfimek, z nichZ 74dné dv& nemaji Zddny spoleény bod — svazek ,,rovnob&zek*,
Podobng, je-li b = 0 (mod p), pak a F 0 (mod p) a existuje a’ takové, Ze je a’a = 1 (mod p). Potom
z (1) obdriime x = ¢’(= a’d) (mod p), coZ je zase svazek, ktery ma p ,,svislych* p¥imek. (Pozn.
prekl.)

72



kongruenci (1) &islem @', pti¢emZ opét a’a = 1 (mod p), takZe dostdvime
€)) x+by=d (modp),

kde b probiha mnoZinu zbytka 0, 1, ...,p — 1. Pro kazdé b £ 0 (mod p) obdrZime la-
tinsky &tverec, jestliZe na misté oznadeném (x, @) (tak jako v tabulce I) zapi§eme hod-

notu d = x + by (mod p). Kazdé dva z té&chto p — 1 latinskych &tverct jsou ortogo-
nélni, nebot dvojice kongruenci

x + bly = dl (mOdp) ’
x + b,y =d, (modp),

ma pro b; £ b, (mod p) pravé jedno fefeni, takZe dvojice (dy, d,) se naléza pravé

na jednom misté (x, y) piekryti pfislu§né dvojice ortogonalnich latinskych &tverci.
Podali jsme tedy, v pfipadé prvoéiselného fadu, souvislost ortogonalnich latinskych

&tvercil téhoZ Fadu s jistymi kone&nymi afinnimi rovinami.’)Uveden4 souvislost zfistava

v platnostii v pfipadg, kdy Fad latinskych &tvercti je mocninou prvodisla; viz DEMBOWSKI,
str. 47f.

Otdzka o poétu latinskych tverci — jeSté jedna vyvricend domnénka

Opravdovy kombinatorik se zajima nejen o existenci, ale i o pocet latinskych &tverci.
Ozname I, podet redukovanych (nékdy se ¥ika standardni misto redukovany) latin-
skych &tvercli fadu n, tj. latinskych &tverct, které maji v prvnim fadku a v prvnim

sloupci &sla 0,1, ...,n — 1 zapsand v pfirozeném pofadku. Pro jmenovany podet do-
stavaime odhad

Lzm—=-2)!(n-3)...11
a pro mala »n jsou znAimy mnohem vétsi pfesné hodnoty

Iy=1,1, =4, Iy = 56, I = 9408, I, = 16 942 080.1°)

%) Kone&nou afinni rovinou rozumime kone&nou mnoZinu, jejiZz prvky nazveme ,,body‘, spolu
s jistymi jejimi podmnozZinami, jeZ nazveme ,,pfimky*‘, pfi€emZ plati
(a) kaZdé dva rizné body jsou incidentni pravé s jednou pfimkou,

(b) kazdy bod, ktery neni incidentni s danou pf¥imkou /, je incidentni pravé s jednou pfimkou, jeZ
neni incidentni s pfimkou /,

(c) existuji asponi tfi rizné body, které nejsou incidentni s jednou pfimkou.
Pfitom to, Ze bod je incidentni s pfimkou, nebo pfimka je incidentni s bodem, znamen4, Ze soufadnice
bodu spliluji rovnici pfimky, atd. Misto toho, miZeme také Fici, Ze bod leZi na pf¥imce, atd., jak se
v geometrii obvykle hovofi. Pojem fddu se pfendsi z latinskych &tvercd i na pfislu§nou koneg-
nou afinni rovinu. TakZe n — 1 riznych latinskych &tverct fddu n po dvou ortogondlnich urduje
kone&nou afinni rovinu ¥4du n. Ctenaf si mie ovéfit sdm, Ze v na§em p¥ipad¥ je spln&na uvedeni
definice koneéné afinni roviny. (Pozn. pfekl.)

10) Panu B. GANTEROVI vd&&im za uZite¢nd upozornéni k tomuto &lanku, mj. za toto sdéleni:

Ig = 535 281 401 856 (M. B. WELLS, 1967), lg = 377 597 570 964 258 816 (S. E. BAMMEL, J. RoTH-
STEIN, 1975).
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U ortogonalnich latinskych Etvercli miiZeme byt bez obav, nebot jejich podet je pre-
hledng&jsi:

KaZdd mnoZina po dvou ortogondlnich latinskych ¢tvercii Fddu n md nejvyse n — 1 preki.

(Pro prvodiselné fady jsme tohoto maximalniho &isla dosahli. Stejny vysledek plati pro
mocniny prvocisel.) Tato véta je z geometrického hlediska zfejma a jeji diikaz je zcela
jednoduchy. Bez ujmy obecnosti mtizeme pfedpokladat, Ze prvni fadek vSech po dvou
ortogonalnich latinskych &tverct fadu »n je 0,1,...,n — 1. Toho muZeme dosahnout
precislovanim. Pfitom neporusime ortogonalitu étvercl. Pro prvni misto druhého fadku
potom pfichézeji v ivahu jenéisla 1, 2, ..., n — 1 a urtiznych étvercti nemohou na tomto
misté byt stejna Cisla k, nebof jinak by po prekryti byla dvojice (k, k) na tomto misté
a pak jest€ v prvnim fadku. Tim je dikaz proveden.

Pomoci jistého rozkladu v direktni soudin Ize dokazat: Existuje-li ¢ latinskych &tverci

po dvou ortogonélnich fadu m, popfipadé n, pak existuje také ¢ takovych Etverci fadu
mn. Odtud ziejmé plyne: Jestlize N = pi'p% ... pi(py < Py < ... < p,, % < 0) je prvo-
&iselny rozklad prirozeného &isla N, pak existuje alespofi ¢ latinskych &tvercit po dvou
ortogonalnich fadu N, pokud ¢ = min {p} — 1} = 2, N % 2 (mod 4).
MACNEIsH dokazal tuto v&tu v roce 1922'") a ptipojil domnénku, Ze t = min {p}’ — 1}
je také horni hranici. Také tato domné&nka byla vyvracena: Parker (viz pozndmku*)) nasel
4 latinské étverce fadu 21 po dvou ortogonalni a je znamo dokonce 5 takovych étverct
fadu 12.

Z MacNeishova vysledku nevyplyva existence ortogondlnich latinskych &tverct pro
suda &isla N, jeZ nejsou délitelna 4, tedy pro ¥ady, které postihuje Eulerova doménka.
Pro prvoéisla N = p a pro N = 4 (podobné postupujeme pfi N = 8) jsme zde feSeni
nagli.

Pojmenovani ,,ortogonalni* neni zrovna pfihodné, protoze vyvolava predstavy, které
vidy dobfe nevystihuji podstatu véci. Tak ze samotné existence ,,uplného ortogonalniho
systému® n — 1 latinskych &tverct fadu n po dvou ortogonalnich neplyne, Ze by kazdy
latinsky &tverec fadu n po doplnéni dal§imi vedl k uplnému ortogonalnimu systému.

My’

Snadno ovéfime, Ze ke tverci

W N = O
S W N =
- O W N
N = O W

neexistuje Z&dny s nim ortcgenalni.

Pripad fadu 10

Snad by mohl leckdo namitnout, Ze by pfece jen v dobé samocinnych poéitacii nemélo
byt obtizné rozhodnout o Eulerové tloze o distojnicich. VZdyt je tfeba prozkoumat jen

11y H. F. MACNEisH: Euler squares. Ann. of Math. 23 (1922), 221—227. (Pozn. pfekl.)
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koneény pocet ¢iselnych &tverca. Skutedné, TARRYHO zpusob feseni z roku 1900 spodiva
v systematickém probrani v§ech moZnych piipadi.'?) V ptipadé f4du 10 se vSak ani pfi
nasazeni samo¢inného pocitage nedospélo dal nez ke dvéma ortogonalnim latinskym
Stvercim. To, Ze existuji dva, se d4 dokonce ponékud elegantné dokazat i bez pocitade
(RYSER 1963).1%)

Vystavba koneéné geometrie

Shora uvedené dvahy zahalené do geometrického havu nas v pfipadé prvoéiselného
fadu pfivedly k maximéalnimu poétu latinskych &tvercli po dvou ortogonalnich. Nyni
obratme smér této uvahy: Latinské &tverce nas pfivadéji ke konednym rovinam, tj. ke
koneénym mnoZindm s geometrickou strukturou, jeZz se daji popsat jednoduchym
systémem axiomll — jsou to afinni a projektivni roviny. Vratme se opét k tabulce III
a utvofme z 9 = 3% bodd ,,afinni rovinu* se 4 svazky po 3 rovnobéZnych pfimkach:
svazek vodorovnych pfimek, svazek svislych pfimek a dva svazky, které dostaneme
pfekrytim 2 = 3 — 1 ortogonalnich latinskych &tverch. Ziejmé plati: Kazdé dva rtizné
body jsou incidentni pravé s jednou pfimkou; kazdé dvé riizné pfimky jsou incidentni
nejvyse s jednim bodem (prusedik). Ke kazdému neincidentnimu paru bod P — pfimka
g existuje pravé jedna pfimka incidentni s P a neincidentni s g (pfimka, ktera neprotina
g — axiom rovnobé&znosti). Kromé toho plati jesté udaje o podtech bodi a pfimek.
JestliZe vyjdeme od latinskych &tverci ¥adu n, dostdvame: V pfipadé afinni roviny fadu
n (viz pozn.®)) leZi na kazdé pfimce pravé n rliznych bodii a kazdym bodem prochazi
pravé n + 1 riznych pfimek. Pfidime-li k tomuto souboru ,,nekone¢né€ vzdalenou‘
ptimku, tj. takovou, Ze viechny pfimky jednoho svazku rovnobéZek a pravé jenom tyto
piimky by prochazely pravé jednim bodem nekoneén& vzdalené piimky,'#) budeme mit
k dispozici pravé n(n + 1) + 1 riznych bodl a tentyZ podet riiznych p¥imek a budou
splnény elegantni axiomy projektivni roviny, jejiZ model jsme pravé nasli. Uvedeme
pro uplnost abstraktni definici projektivni roviny: Budte dany dvé neprazdné disjunktni
mnoZiny 2, P (bodl, pfimek) a relace, tj. ¢ast kartézského soudinu S < # x 2,
kterou nazveme incidence, pfi¢emZ pfedpokladame, Ze

(P1) ke kazdym dvéma boduim B,, B, € #,kde B, + B,, existuje pravé jedna pfimka
p € P takova, Ze (B,, p), (B,, p) € £ (spojnice bodi);

(P2) ke kaZdym dvéma pfimkam p,, p, € 2, kde p; + p,, existuje pravé jeden bod
B e A takovy, Ze (B, p,), (B, p,) € # (priselik pfimek).

12y Kone&né dnes jsou uz k dispozici krat3i diikazy, jako: R. A. FisHER, F. YATEs: The 6 X 6 latin
squares, Proc. Camb. Phil. Soc. 30 (1934), 492—507, K. YAMAMOTO: Euler squares and incomplete
Euler squares of even degrees. J. Math. Soc. Japan, 5 (1953), 13—23. (Pozn. pfekl.)

13) Jmenovany dikaz se najde v Ryserové knize uvedené v zavéru tohoto &¢ladnku. V jejim ruském
ptekladu: H. J. Ryser: Kombinatornaja matematika. Mir, Moskva 1966, je na str. 90—93. (Pozn.
piekl.)

14) Autor nazval novou pfimku ,,nekonené& vzddlenou*. Ctena¥ necht si jen uvédomi, Ze se pfFi-
dava dal§i mnoZina n + 1 bodd, o nichZ prohldsime, Ze leZi pravé na jedné pfimce. (Pozn. pfekl.
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Ve formulaci téchto axiémi je skryt princip duality. Znéni axiému zistane v podstaté
zachovano, kdyZ zaménime roli bodii a pfimek. Aby nase geometrie nebyla pfilis chudd,
pfidame jesté dalsi axiém, ,,axiém hojnosti‘:

(P3) Existuji Etyfi rizné body, z nichZ 74dné tfi nejsou incidentni s touZ pfimkou.
Odtud snadno plyne duélni vyrok:

(P4) Existuji ¢tyfi rlizné pfimky, z nichZ Zadné tfi nejsou incidentni s tymZ bodem.

Nyni lze snadno ukézat: Jestlize mnoZina 2 bodu je koneén4, lezi na ka?dé pfimce
stejny poCet bodi. Je-li to prévé n + 1 rliznych bodd, pak kazdym bodem prochazi
pravé n + 1rlznych piimek. Poget viech bodii (pfimek) je n* + n + 1. Mluvime potom
o kone¢né projektivni rovin€ fadu »n. Odstranime-li jednu pf¥imku a na ni leZici body,
zlistane ndm kone¢na afinni rovina téhoZ fadu n s n® riiznymi body a n(n + 1) riiznymi
pfimkami. Abychom dosahli uspofddani bodi této afinni roviny do &tverce, miizeme
vybrat dva svazky rovnobéZek. Jeden z nich nazveme svazkem vodorovnych p¥imek a
druhy svazkem svislych pfimek.

Ke kazdému ze zbyvajicich n — 1 svazkii rovnobéZek nalezi jeden latinsky &tverec
fadu n: OCislujme vSech n pfimek jednoho takového svazku a ke kaZzdému bodu roviny
(jejiz body uzZ mame uspofddany do &tverce) ptipiSme &islo pfimky svazku, s niz je
tento bod incidentni. Z (P2) plyne, Ze tyto zdpisy davaji n — 1 latinskych &tverct, jeZ
jsou po dvou ortogonalni. Obracené tvrzeni plati také, takZe dostavame:

Kone¢na afinni rovina, a tedy i kone¢na projektivni rovina fadu n = 3 existuje pravé
tehdy, jestliZe existuje n — 1 latinskych &tvercii fadu n po dvou ortogonalnich.

Nyni tedy vime: Existuji kone&né projektivni roviny ¥adu 3, 4, 5, 7, 8, 9, 11, ..., obecné
fadu, ktery je mocninou prvodéisla. Jisté neexistuje 74dn4 konedna projektivni rovina
fadu 6. Dale, neni doposud znidmo, zda existuje kone&na projektivni rovina fadu 10.

Konecna projektivni rovina fadu 2 neni touto v&tou popsana. K jejimu sestrojeni neni
tieba dvojice ortogonélnich &tvercli. Vystatime s jedinym latinskym &tvercem 93. Ko-
neCnou afinni rovinu fadu 2 a k ni pfislusnou koneénou projektivni rovinu mame
znazornénu na obr. 2. Nekoneéné vzdaleni pfimka je zde znizornéna jako kruZnice
vepsand trojihelniku.

Obr. 2.
: ;
&
H H
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BRUCK a RYSER (1949)'%) dokazali, Ze kone&né projektivni roviny neexistuji i pro
né&které dalsi fady. Bud n = 1, nebo 2 (mod 4) a necht kvadraticky zbytek n obsahuje
aspoii jeden prvociselny ¢initel p = 3 (mod 4), potom neexistuje Zidna kone&na projek-
tivni rovina fadu n, a tedy neexistuje Zadnych n — 1 latinskych &tverct ¥adu n po dvou
ortogonilnich. Tato v&ta znovu postihuje fad 6, dale fady 14, 21 a dalsi, avsak nikoliv
fad 10.1°)

Magické Etverce

S Eulerovymi &tverci souvisi jedna metoda konstrukce magickych &tverct,!”), ktera
byla autorsky feSena v letech 1687—88 francouzskym vyslancem v Siamu (S. DE LA
LOUBERE, Du Royaume de Siam). Pro dané liché n postupujeme podle tohoto zplisobu
takto: Nakreslime si &tvercovou mfiiZku, ktera bude mit n x n poli¢ek. Doprostied
prvniho fadku zapiSeme 1 a pak zapiSeme postupné daldi ptirozeni &isla 2, 3, ..., n®
takto: Nasledujici ¢islo zapiSeme hned vpravo, ale o fadek vys, aZ na nasledujici vyjimky.
JestliZe by zapis nasledujiciho ¢isla pfekrodil horni okraj miiZky, zapiSeme jej sice zase
vpravo, ale do posledniho fadku. Kdyz by zapis nasledujiciho &isla pfekrodil pravy
okraj mtizky, zapiSeme jej o fadek vys, nez je zapsan pfedchudce, avS§ak do prvniho
sloupce. Koneéné, kdyZ zapiSeme &islo délitelné n, pak jeho nasledovnik bude zapsin
v témZe sloupci o fadek niz.'®) Pro n = 5 dostdvame tuto tabulku:!®)

Tab. IV. 17 24 1 8 15
23 7 14 16
4 6 13 20 22
10 12 19 21 3
11 18 25 2 9

W

Abychom snadnéji poznali, Ze tento Ctverec je magicky, zapi¥me vSechna jeho disla
v soustavé se zakladem n,2°) pfi¢emZ pfedtim ode viech &isel odeteme jednicku. Byl-li

15) R. H. BRUCK, H. J. RYSER: The non-existence of certain finite projective planes. Canad. J.
Math., 1 (1949), 88— 93. (Pozn. piekl.)

1ﬁ) Ne&kdy byva tvrzeni Bruckovo-Ryserovo vysloveno takto: Je-li n = 1 nebo 2 (mod 4), pak
neexistuje Zddna kone&nd projektivni rovina fadu n, vyjma ta n, jeZ se daji napsat ve tvaru souctu
dvou &tvercd, tj. n = a? + b2. (Pozn. prekl.)

17) Magickym ¢&tvercem fadu # rozumime sestavu n? nezapornych celych &isel (obvykle, ale niko-
liv nutn& po sob& jdoucich a obvykle, ale nikoliv nutné& riznych) do &tverce n X n tak, Ze soucet
¢isel v kazdém Fadku, v kazdém sloupci a v kazdé uhlopfice je tyz. (Pozn. piekl.)

18) Ctenat snadno porozumi zpiisobu zépisu, kdyZ si m¥izku vystfihne a sto&i ji do tvaru plasté
vélce. Jednou tak, aby horni okraj splynul s dolnim okrajem, po druhé zase tak, aby levy okraj
splynul s pravym okrajem. Ddle si pak snadno odvodi eventudlni zmény v postupu. Odtud uz pak
pochopi, Ze dostane magicky &tverec. (Pozn. pfekl.)

19) Zde soudet &isel v kazdém fadku, v kazdém sloupci a v kaZdé z uhlopfiéek je roven 65. (Pozn.
pfekl.)

20y Pro nezaporné celé &islo a < n? dostdvame aln= « + B/n, tak¥e a = an' + pn°, kde &, B =
=0,1,...,n— 1. V soustavé se zdkladem » je pak stru¥n& zapisujeme ve tvaru ap.
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plvodni &tverec magicky, bude magicky i potom. Pro n = 5 dostavame tuto tabulku:

Tab. V. 31 43 00 12 24
42 04 11 23 30
03 10 22 34 41
14 21 33 40 02
20 32 44 01 13

To je ziejné Eulertv &tverec. Bezprostfedné totiZ vidime, Ze v kazdém fadku, v kazdém
sloupci a v kazdé uhlopfi¢ce dostavame tyZ soucet, a to

O+1+...+—-1)n+0+1+..4+@m=1)=nr-—1)#+ 1)22)

Tato metoda selhava pro suda n, ale poznamka, Ze Eulertiv étverec vede k magickému
étverci, plati, jestliZe pokladame z4pisy za Cisla napsana v soustavé o zakladu n. Z Eule-
rova &tverce z tilohy o vysokych kartich (obr. 1.) naptiklad obdrZime:

00 11 22 33
23 32 01 10
31 20 13 02
12 03 30 21

nebo v desitkové soustavé a po pfidteni 1:

1 6 11 16
12 15
14 9 8

7 4 13 10

Zde je soudet &isel v kazdém fadku, v kazdém sloupci a v kazdé z uhlopficek roven 34,
Prosluly DURERUV &tverec??)

16 3 2 13
5 10 11 8
9 6 7 12
4 15 14 1

je sice magicky, ale nepiislu$i Zddnému Eulerovu &tverci. Zatimco neexistuje Zadny
Euleriiv &tverec fadu 6, zkonstruoval uZ CORNELIUS AGRIPPA (1486 —1535) magické
&tverce vSech fadi od fadu 3 az po fad 9 a dal je do souvislosti se sedmi astrologickymi
planetami.?3) Magicky &tverec fadu 3, ktery je vytvofen podle siamského pravidla,

21) Tabulce tedy odpovidaji soudty rovné 60 (nezapomeiime, Ze jsme v tabulce IV nejdfive kazdé

¢islo zmensili o 1). (Pozn. pfekl.)
22) Vyobrazeny na médirytiné MELENCOLIA¢I z roku 1514. (Pozn. pfekl.)
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a vede k Eulerovu &tverci

21 00 12
02 11 20
10 22 01

je pripisovan &inskému &isafi YU (ktery Zil kolem roku 2200 pfed n. 1.)%4)

To je také aZ na symetrie a otadeni jediny magicky &tverec fadu 3. Existuje 880 pod-
statné riiznych magickych &tvercti fadu 4. Poget magickych &tverci fadu 5 podstatné
riiznych neni zniam, ale odhaduje se, Ze je jisté vyjadien sedmimistnym ¢&islem.

Co tomu ¥ik4 algebra?

Ukéazali jsme, jak souvisi naSe kombinatorické otazky s geometrii a s elementarni
teorii Cisel. Jak je tomu s algebrou? S tou jsme se uz setkali pfi konstrukci latinského
&tverce pomoci kongruence x + a = d (mod n). Tento ¢tverec neni nic jiného nez multi-
plikativni tabulka (bez zahlavi) aditivni grupy zbytkovych tfid mcdulo » a je ziejmé,
Ze kazda kone&na grupa (G, o), G = {e = ay, ay, ..., a,—} M4 za svou multiplikativni
tabulku latinsky &tverec. Obracené tvrzeni neplati: latinsky ¢tverec neni obecné multi-
plikativni tabulkou grupy, ale pouze kvazigrupy.?®)
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23) CorNELIUS AGRIPPA je autorem slavného spisku Laus Asini. Znamenity &insky matematik
YANG Hui (2. pol. 13. stol.) uvadi ve své uéebnici 13 magickych &tvercti od ¥adu 3 poéinaje do fadu
10 v&etné. (Pozn. pf.)

24y Podle legendy jej spat¥il na §tité Nebeské Zelvy. (Pozn. piekl.)

25) Bud G neprazdnd mnoZzina a (x, y) — x . y bindrni operace na G. MnoZina G s touto bin4rni
operaci se nazyva kvazigrupa, jestlize ke kaZzdym dvéma prvkiim a, b € G existuje pravé jedno x € G
a pravé jedno y € G tak, Ze a. x = b = y.a. Odtud a z definice latinského &tverce uz plyne, Ze jej
muizeme poklddat za multiplikativni tabulku kvazigrupy. (Pozn. pfekl.)
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