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POKROKY MATEMATIKY, FYZIKY A ASTRONOMIE
ROENIK XV—CISLO 3—4

DOTYK A OSKULACE V ANALYTICKE GEOMETRII

KAREL SINDELAR, Zilina

Pojem oskulace a dotyku byvd ¢im ddle tim vice odsunovdn z analytické geometrie
do geometrie diferencidlni. Domnivdm se, Ze se tim analytickd geometrie zbyteéné
ochuzuje, nebot prdvé jeji dnesni pojeti — dokonce jiZz na urovni stfedni skoly —
ddva pomérné ucinné ndstroje ke studiu téchto jevl, a to zcela nezdvisle na matema-
tické analyze, zejména na pojmech limita a derivace. Na né€kolika dalSich strdnkdch
bych rdd ukdzal, jak si studium dotyku a oskulace jiZz v analytické geometrii piedsta-
vuji.

Pfimka urcend parametrickymi rovnicemi
(1) X = Xo + U,

Y = Yo + vyt

protind rovinnou ¢dru o rovnici

(2) F(x, y) =0
v bodech odpovidajicich tém hodnotdm parametru ¢, jez jsou koteny rovnice
(3) F(xo + vy, yo + v,t) = 0.

Muze viak nastat i ptipad, Ze nEkteré kofeny rovnice (3) jsou vicendsobné. Tento
pripad uréité nastane, kdyZ piimka (1) prochdzi vicendsobnym bodem &iry (2),
a to tak, Ze je-li to k-ndsobny bod &ry, je piislusny kofen rovnice (3) pro t aspoil
k-ndsobny. Je-li v§ak bod odpovidajici vicendsobnému — na priklad k-ndsobnému —
kofenu rovnice pro ¢ jednoduchym bodem dané &dry (2), znamend to, Ze v ném sply-
nulo k spole¢nych bodd pfimky (1) s danou &arou (2), Ze v ném tedy nastal dotyk
nebo i oskulace pfimky s danou ¢arou. V ptipadé k = 2 je pfimka obycejnou tecnou
&dry, v ptipad® k > 2 je pfimka inflexni te¢nou (k — 2)-ho fddu dané &dry v piislus-
i1ém bodg.

Z toho vyplyvé velmi jednoduché parametrické urdeni teny dané &ry (2) v jejim
daném bod& Py(xo; yo). Oznatme nezndmy smérovy vektor hledané teny V{v,; v,},
takZe jeji parametrické rovnice budou (1). Dosazenim z t&chto rovnic za x a y do
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rovnice dané &dry (2) dostaneme algebraickou rovnici (3) pro ¢ nejvyse takového
stupné, jakého je rovnice dané ¢dry. Jeden kofen takto utvofené rovnice pro t je
viak nula, nebot jemu odpovidd bod P, zvoleny na dané &fe (2). To znamend, Ze
absolutni ¢len rovnice (3) pro ¢ je nula. Tento nulovy kofen rovnice pro ¢ je potom
rovny nule i koeficient pti jejim linedrnim ¢lenu. Je-li P, jednoduchym bodem &éry
(2), je tvar koeficientu pfi linedrnim &lenu rovnice pro ¢

av, — bo,,

pfiemz obg Cisla a, b nejsou zdroveil rovna nule.

Zvolime-li pak v, = b, v, = a a dosadime-li do parametrickych rovnic pfimky
(1), dostaneme parametrické vyjadifeni hledané teCny, kterd se Cdry (2) dotykd v jejim
jednoduchém bod& Py(x; yo)-

Anuluji-li soufadnice takto nalezeného vektoru V{b; a} kromé& toho i koeficienty
pfi Clenech vysich stupiiii rovnice pro t, je nalezend te¢na inflexni, a to ¥ddu (k — 2)-ho,
jsou-li soufadnicemi vektoru V anulovdny koeficienty pfi ¢lenech druhého, tfetiho,...
(k — 1)—ho stupné, ne vsak jiz koeficient pfi €lenu k-tého stupné rovnice pro t.

Na ptiklad parabola n-tého stupné

4) y=x"

(kde n je pfirozené &islo, n > 1) md v pocdtku teCnu, jejiz parametrické vyjddieni
dostaneme, dosadime-li z parametrickych rovnic pfimky prochdzejici pocatkem

(5) X = Ut

y =t

do rovnice paraboly (4). Dostaneme tak podle otekdvdni rovnici n-tého stupné pro ¢
vpt" — vt =0

bez absolutniho ¢lenu. PoloZime-li rovny nule jesté koeficient pii Clenu linedrnim,
dostaneme v, = 0, a za v, Ize potom zvolit libovolné ¢&islo (aZ na nulu), na pfiklad
v, = 1. Parametrické rovnice hledané tecny tedy jsou x = ¢, y = 0. Druhad z nich je
pak 1 obycejnou rovnici teény y = 0. Osa x je tedy teCnou dané paraboly n-tého
stupné v pocdtku, a to obyejnou v piipadé obycejné kvadratické paraboly (n = 2)
a inflexni (n — 2)-ho fadu v p¥ipad& paraboly, jejiz stupeii n je vy$si nez 2.

Jinak viak tomu je, je-li zvoleny bod Py(x,; y,) vicendsobnym (na piiklad k-ndsob-
nym) bodem &dry (2) n-tého stupn& (n > k). Dosazenim z parametrickych rovnic
primky (1) do rovnice dané &dry (2) dostaneme i v tomto pfipad& rovnici (3) pro ¢
nejvyse n-tého stupné, ve které vsak vedle absolutniho ¢lenu chybi jesté dalsi Cleny
nejniZsich stupiit aZ ke ¢lenu (k — 1)-ho stupn&. Teprve &len k-tého stupn& nechybi
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a jeho koeficient md tvar bindrni formy k-tého stupné ve v,, v,

(6) et + et

v, F o+ oot + etk
v niZ mohou byt po pfipadé rovny nule nékteré z koeficientl ¢y, ¢y, ... ¢, nikolivsak
vSechny tyto koeficienty.

RozloZme takto nalezenou bindrni formu na k forem linedrnich (to je vidy moZné
nad t&lesem &isel komplexnich, n&kdy jiz nad t€lesem ¢&isel redlnych); dostaneme

(7) (ayv, — byv,) (azv, — byvy) ... (v, — by,).

Je nyni zfejmé, Ze zvolime-li v, a v, tak, abychom anulovali nékterého z té€chto Cini-
teld, dostaneme teCnu nékteré vétve dané Cdry v jejim bod€ P,. Téchto teCen je
nejvyse k, ale mizZe jich byt i méné, coZ nastane v piipadé€, kdyZ smérovy vektor
V{v,; v,} n&které te¢ny anuluje zdroveii dva nebo i n&kolik Einiteléi nalezeného sou-
¢inu (7). Je-li takovych anulovanych &initeld i (1 < h < k), 1ze teénu povaZovat za
h-ndsobnou te¢nu dané &dry (2) v pfisluiném jejim bod& P,. (Tento pfipad nastane,
je-li P, bod uvratu nebo dotykovy uzel dané &dry.)

Smérovy vektor tecny V{vx; vy} takto nalezeny miiZe ovSem svymi soufadnicemi
anulovat i koeficient pfi ¢lenu (k + 1)-ho stupn& rovnice (3) pro #, pfipadng i koe-
ficienty pfi jejich €lenech vy3§ich stupiiti az do (k + r)-tého; pak je tato te¢na inflexni,
a to r-tého fddu. '

Na priklad Descartesiv list
(8) X +yP=2xy =0

ma v pocdtku, ktery je jeho bodem dvojndsobnym, teny, jejichZ smér uré¢ime dosa-
zenim z parametrickych rovnic pfimky prochdzejici pocdtkem (5) do jeho rovnice
(3); po uipravé dostaneme rovnici pro ¢

9) (v + ) — 2002 =0.

Koeficient pfi jejim kvadratickém c¢lenu vymizi, nabude-li v, nebo v, hodnoty nula.
M4 tedy dand &dra v po&dtku dv& te¢ny se smérovymi vektory V,{1; 0} a V,{0; 1},
coZ jsou primky y = 0 a x = 0, tedy osy soustavy souradnic. Obé nalezené teny
jsou obyCejné, zddnd z nich neni inflexni, nebof ani jeden z nalezenych vektort
neanuluje koeficient p¥i vy3§im tj. kubickém &lenu rovnice (9) pro 1.

Naproti tomu tecny kissoidy
(10) x>+ xy? =22 =0

v poddtku, ktery je rovnéZ i jejim dvojndsobnym bodem, se chovaji jiz ponékud jinak.
Dosazenim z parametrickych rovnic pfimky prochdzejici potdtkem (5) do rovnice
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kissoidy (10) dostaneme (po {ipravg) rovnici
(11) (v + o) — 220%* =0,

tedy opé&t kubickou rovnici pro ¢, v niZ chybi €len linedrni a absolutni. PoloZime-li
i koeficient pfi jejim kvadratickém &lenu rovny nule, dostaneme pro smérovy vektor
teCny kvadratickou rovnici

jejiz oba koteny splyvaji v jediny dvojndsobny. Proto splyvaji i oba smérové vektory
teCen v jediny V{1; 0}, a tedy i ob& te¢ny v jedinou dvojndsobnou te¢nu y = 0 dané
kissoidy v pocdtku. Tato tecna vSak neni inflexni, nebot jeji smérovy vektor V{l; 0}
neanuluje koeficient p¥i kubickém €Elenu rovnice (11) pro t.

Konecné lemniskdta

(12) (2 + y?)* — 2(x* — y?) = 0

md dvojndsobny bod rovnéZ v poédtku soustavy soufadnic. Dosadme tedy k uréeni
jejich teCen v tomto bod€ opét z parametrickych rovnic pfimky prochdzejici po-
&dtkem (5) do rovnice lemniskdty (12); dostaneme tak rovnici pro ¢

(13) (0 + o)1t =20} —v)) P =0.

PoloZime-li i v tomto pfipadé koeficient pfi nenulovém ¢lenu nejniz§iho stupné tj
koeficient pfi ¢lenu kvadratickém rovny nule, dostaneme rovnici

2

2 _
vy —v, =0,

tedy po provedeni rozkladu
(ve —v) (v +v,)=0.

To vede ke dv&ma riznym smériim teSen uréenym vektory V,{1;1} a V,{1; —1}.
Pro kazdy z nich’je v8ak rovny nule i koeficient pfi kubickém ¢&lenu rovnice (13)
pro t, nebot tento &len v rovnici (13) chybi. Naproti tomu Zddny z obou nalezenych
vektorit neanuluje- svymi soufadnicemi koeficient pfi ¢lenu ¢tvrtého stupné rovnice
(13) pro t. M4 tedy dand lemniskdta v poddtku dvé rizné te€ny x — y = 0ax + y =
= 0, jeZ jsou ob¢ jejimi teCnami inflexnimi, a to prvniho fddu.

Pristupme nyni k obdobnym dtvarim v prostoru. Predpoklddejme, Ze je ddna
v prostoru algebraickd plocha rovnici n-tého stupné

(14) F(x,y,2z) =0
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a mé&jme nejprve za ukol urdit jeji teCnou rovinu v jejim daném reguldrnim bod&
Po(Xo5 Yos Zo)-

Kazdou ptimku prochdzejici bodem Py(xq; yo; zo) lze vyjddfit parametrickymi
rovnicemi

(15) X = Xq + 0,1
y=yO+Uyt
V4 =ZO +Uzt,

kde V{v,; v,; v,} je jeji smérovy vektor.

Hledejme nejprve, které z t&chto pfimek jsou te¢nami dané plochy (14) v bod& Py,
Jsou to ziejmé ty ptimky, jejichZ aspoti dva spole¢né body s uvedenou plochou (14)
v bod¢€ P, splyvaji.

Dosadme tedy z parametrickych rovnic pfimky (15) do dané rovnice plochy (14);
tak dostaneme algebraickou rovnici nejvyse n-tého stupné pro t

(16) F(xo + vet, yo + 01, 2o + v,t) = 0

bez absolutniho &lenu. To proto, Ze rovnice (16) pro t md nulovy kofen ¢t = 0, jemuz
odpovidd bod P,, ktery je ziejmé spoleénym bodem obou ttvar. Naproti tomu
linedrni &len rovnice (16) pro ¢ nemiiZe vymizet identicky (protoZe P, je reguldrnim
bodem dané plochy), takZe v jeho koeficientu tvaru

(17) av, + bv, + cv,

je aspoi jedno z &isel a, b, ¢ riizné od nuly.

Viechny vektory V{v,;v,; v,} anulujici svymi soufadnicemi uvedeny koeficient
pfi linedrnim &lenu rovnice (16) pro ¢ urduji viak sméry pfimek, majicich s danou
plochou (14) v bod& P, aspoii dvojndsobny spole¢ny bod, tedy te¢en dané plochy
v bod& Py. To jsou viak prdvé viechny vektory kolmé na vektor N{a; b; c} (a vedle
nich i vektor nulovy, ale ten z naSeho hlediska nemd vyznam, nebot neurluje Zadny
smér). Je tedy vektor N{a; b; ¢} sm&rovym vektorem normdly dané plochy v jejim
bodeé P,, takZe tuto normadlu lze vyjadFit parametrickymi rovnicemi

(18) X = Xo + at

Il

y =y, + bt

z =129 +ct.

A protoze vektor N{a; b; ¢} je kolmy i na te¢nou rovinu plochy (14) v jejim bod&
Py, je rovnice hledané te€né roviny

(19) a(x — xo) + b(y — yo) + ¢(z — z9) = 0
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neboli

(20) ax + by + cz — (axo + by, + ¢z) = 0.

vvvvv

vyrazu (17) dosadime za soufadnice vektoru V{vx; vy5 vz} rozdily soufadnic bézného
bodu teéné roviny P(x; y;z) a jejiho bodu dotykového (te¢ného) Po(xe; yo; zo)s
tedy rozdily x — x4, ¥y — yo, z — zo, @ vznikly vyraz poloZime rovny nule. Tak
vznikne pravé rovnice (19).

Teény, jejichZ smérové vektory anuluji svymi soufadnicemi vedle koeficientu pfi
linedrnim ¢lenu rovnice pro t i koeficient pfi jejim ¢lenu kvadratickém, pfipadné
i koeficienty pfi €lenech vy$8ich stupiiti rovnice pro ¢, maji s danou plochou v bodé P,
spolecny bod vice neZ dvojndsobny. V nejjednodussim pripad€ uruji asymptotické
sméry dané plochy (14) v jejim reguldrnim bodg& Py, nebof jsou tam asymptotami
jeji Dupinovy indikatrix.

Nelze vSak vyloucit ani tu mozZnost, Ze koeficient pfi kvadratickém ¢lenu rovnice
pro t, coZ je terndrni kvadratickd forma ve v,, v,, v,, se rozpadd na soucin dvou forem
linedrnich, mezi nimiz se vyskytuje jako jeden z Ciniteli koeficient (17) pfi linedrnim
glenu této rovnice (16) pro t. Potom kaZd4 te¢na md s danou plochou (14) v jejim
reguldrnim bodé P, dotyk aspoii trojbodovy, takZe bod P, je plandrnim bodem plo-
chy (14).

Na piiklad kazdd pfimka prochdzejici reguldrnim bodem Py(2; 1; 4) plochy

x? —4yz + 6x =0

mad parametrické rovnice

X =24 vt
y=1+n¢
z =44 v,;t.

Dosadime-li z nich za x, y, z do rovnice plochy, dostaneme rovnici pro ¢, jeZ po
dpraveé nabude tvaru

(0% = 40, # + (100, — 160, ~ 40.) 1 = 0,

z n€hoZ je zfejmé, Ze je to kvadratickd rovnice, kterd md jeden kofen nulovy, protoze
chybi jeji absolutni ¢len. Tomuto kofenu odpovidd parametrickymi rovnicemi pfimky
bod Py(2; 1; 4). Bod P, bude pak dvojndsobnym spoleénym bodem p¥imky s plo-
chou, bude-li odpovidat dvojndsobnému nulovému kofenu rovnice pro ¢, coZ nastane,
kdyz bude platit 10v, — 16v, — 4v, = 0 &ili 5v, — 8v, — 2v, = 0. VSechny vektory
splitujici tuto podminku jsou smérové vektory tecen, které se dané plochy v bodé&
Po(2; 1; 4) dotykaji. To jsou viak prdvé viechny vektory kolmé na vektor N{5; —8;
—2}, s nimZ jejich skaldrni souéin je rovny nule. Nalezeny vektor N je tedy vektor
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normaly dané plochy v bod& P,, takZe rovnice této normadly jsou

x — 2 y — 1 z —4
5 -8 -2

a rovnice te¢né roviny dané plochy v bod¢ P, je
5—2) =8y —1)—2(z—-4)=0,
to je
5x =8y —2z4+6=0.
Mezi sméry vsech tecen jsou asymptotické sméry pravé ty, jejichz smérové vektory
anuluji i koeficient p¥i ¢lenu kvadratickém rovnice pro t, tedy vyraz »2 — 4o,v,.

Jsou to vektory V {2; 1; 1} a V,{8; 1; 16}, jejichZ soufadnice v§ak potom anuluji celou
rovnici pro ¢, nebot ta je jen kvadratickd. P¥imky, které s bodem P(2; 1; 4) uruj,

8 1 16

leZi tedy celé nejen v nalezené te¢né roviné 5x — 8y — 2z + 6 = 0, nybrZ v tomto
ptipadé i na dané plose x? — 4yz + 6x = 0, nebot jsou prisecnicemi obou uvede-
nych ploch.

V ptipadé vicendsobného bodu Py(xo; yo; zo) plochy (14) chybi v rovnici (16)
pro ¢t vedle absolutniho ¢lenu jesté vyssi €leny, a to ¢len linedrni, kvadraticky, kubicky
a dal3i ¢leny aZ do €lenu (k — 1)-ho stupng, je-li ndsobnost bodu P, na dané plose
(14) pravé k. Koeficient pfi ¢lenu k-tého stupn& rovnice pro ¢ je pak terndrni forma
k-tého stupné ve v,, y,, v,, jeZ neni identicky rovna nule.

Dosazenim vyrazilt x — Xo, ¥y — Yo, Z — Zo postupné za v,, vy, v, do této formy
a jejim anulovdnim dostaneme rovnici kuzZelové plochy k-tého stupné, kterd md
vrchol v bod& Py,. Je to kuZelovd plocha teden, které se v bod& P, dané plochy (14)
dotykaji. VSechny tyto pfimky maji s danou plochou v bodé P, spolecny bod aspoii
(k + 1)ndsobny, n&které z nich (jejichZ smérové vektory anuluji i koeficienty u &lenit
(k + 1)-ho stupng, piipadng i vysSich stupfidi rovnice (16) pro ¢, maji s danou plochou
(14) v bod& P, spoleény bod vice neZ (k + 1)ndsobny.

Ke kuZelovym plochdm dojdeme i vedenim vSech teCen k dané ploSe z bodu leziciho
mimo tuto plochu. Jako ptiklad vedme z bodu P,(0; 0; — 1) leziciho mimo plochu

2+ y2P—z=0

viechny teCny k této ploSe a napiSme rovnici kuZelové plochy vsech téchto tecen.
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Piimka prochdzejici bodem Py(0; 0; —1)

X = U,t
y =
z=—1+4 vt

se s danou plochou protind v bodech odpovidajicich tém hodnotdm parametru f,
které jsou kofeny rovnice

(v:t)* + (vt)> = (=1 +0,0) =0,

jez vznikne dosazenim za x, y, z z parametrickych rovnic pfimky do rovnice dané
plochy. Upravou a sefazenim jednotlivych ¢Elenti rovnice pro ¢ dostaneme

(Wi4+0)tP—vt+1=0.

Protoze dvojndsobny prusecik odpovidd dvojndsobnému kofenu rovnice pro t,
uréuji soufadnice vektoru V prave tehdy smér hledané te¢ny, je-li kofen rovnice pro ¢
dvojndsobny, tedy je-li jeji diskriminant rovny nule

v2 —4(v2 + ) =0,
to je plati-li
402 + dvl — 02 =0.

Do tohoto vztahu je jeSté tieba za v,, v,, v, postupné dosadit rozdily x — 0 = x,
y—0=y,z—(—1)=z+ 1, &imZ dostaneme po upravé

4x? + 4y — 22 -2z -1=0,

coZ je rovnice hledané kuZelové plochy teden.
Hledejme jesté te€nu Cary, kterd je v prostoru ddna jako prinik dvou ploch

(21) _ Fi(x,9,2) =0 a Fy(x,y,2)=0,

a to v jejim bodé P,. Je-li P, regularnim bodem obou ploch, jez se v dané dfe pro-
tinaji, staci uréit teCné roviny kazdé z téchto ploch v bodé P,. Hledand teCna je
potom priseénici obou nalezenych te¢nych rovin. V pripadé, Ze P, je singuldrnim
bodem né&které z obou ploch, je pak teCen vice, pokud vSechny nesplyvaji v jedinou
teCnu vicendsobnou.

V dal§im zobecnime své dosavadni uvahy tak, aby se hodily i pro zkoumdni aspori
nékterych utvari transcendentnich.
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M¢éjme nejprve rovinnou ¢dru danou parametrickymi rovnicemi takovymi, Ze
funkce, které v nich vystupuji, 1ze vyjadrit mocninnymi fadami

(22) X = ay + a;t + a,t* + at> + ...
y = by + byt + byt> + byt> + ...

a hledejme tednu této Edry v bodg, ktery odpovidd (pro jednoduchost) hodnot& para-'
metru ¢ = 0, tj. v bod& Py(ao; by). Kazdou piimku prochdzejici bodem P, lze vy-
jadfit rovnici

(23) h(y — by) = k(x — a,), kde

(h, k) + (0,0).
Dosadime-li do ni z parametrickych rovnic dané Cdry (22), dostaneme
(24) h(byt + byt? + bst® + ..) = k(a,t + at* + ast® + ...).

To je rovnice pro ¢, v niZ chybi absolutni ¢len, takZe md kofen ¢ = 0, jemuZ v daném
parametrickém vyjddfeni &dry (22) odpovidd spole¢ny bod P, s pfimkou. Zvolime-li
Cisla h a k tak, aby v rovnici (24) pro ¢ vymizel i ¢len linedrni (SehoZ Ize dosdhnout
tfeba volbou h = ay, k = b,), bude v bods P, aspoii dvojndsobny spoletny bod
pfimky s danou Carou, takZe pfimka

(25) a;(y — bo) = by(x — ay)

je teCnou dané &dry (22) v bodg Py,

Tato teCna je obycejnd, neanuluje-li se touto volbou h a k koeficient pii kvadratic-
kém ¢lenu rovnice (24) pro t. Jinak je to te¢na inflexni, a to ¥ddu (s — 2)-ho, je-li
nejnizsi ¢len rovnice (24), ktery tak neni anulovdn, stupn& s-tého.

Pfi nulovych hodnotdch obou koeficienti u linedrnich &lenti rovnic (22) a; = 0
i by = 0 md kazdd pfimka prochdzejici bodem Py(ao; by) s Carou styk aspoil dvoj-
bodovy, nebot v rovnici pro ¢ vedle ¢lenu absolutniho chybi i €len linedarni. Pied-
poklddejme hned pro v&tsi obecnost, Ze v rovnici (24) pro ¢ chybi i koeficienty ¢lenit
tfetiho stupng, &tvrtého stupnd a vy$3ich stupiid, az koeficient pfi ¢lenu (s — 1)-ho
stupng, ale nechybi jiz koeficient pfi &lenu s-tého stupng. Rovnice (24) pro t m4d po-
tom tvar

h(byt* + by %' + ) = k(at® + ag ' + ..)

a pfimku majici pak s danou Carou (22) v bod¢ P, dotyk aspofi (s + 1)-bodovy
dostaneme, poloZime-li h = a,, k = b,

Jako dalsi vezmé&me v tivahu Cdru v prostoru danou parametrickymi rovnicemi

(26) X =ag+ at + a,t* + ast> + ...
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y = b() + blt + bztz + b3t3 + e
z=co + cif + P + et + ..
a podobné i v tomto pfipade hledejme jeji teCnu v bodé&, ktery odpovidd nulové
hodnoté parametru ¢ = 0, coZ je v bod& Py(ae; bo; ¢o).
Kazdd rovina prochdzejici bodem P, mad rovnici
(27) h(x — ag) + k(y — bo) + m(z — ¢o) = 0
(h, k, m) # (0,0, 0) .

Dosadime-li do ni z parametrickych rovnic (26) dané &dry, dostaneme

h(agt + a,t* + ast® + ..) + k(byt + byt* + byt +..) +
+ m(cyt + et + et +..) =0,
to je
(28) (hay + kby + mc,)t + (hay + kb, + mc,) t* +
+ (has + kby + mc3) 3 + ... =0.
V této rovnici pro t chybi absolutni ¢len, takZe jeden jeji kofen je nula. Tomuto
kotfenu odpovidd spole€ny bod P, roviny s danou darou. K tomu, aby se rovina

(27) dané &dry (26) v bodé P, dotykala, je tfeba, aby nulovy kofen rovnice (28) pro ¢
byl aspoii dvojndsobny, coZ nastane, kdyz plati

(29) ha; + kby + mc, =0,

to je, kdyZ smérovy vektor normdly roviny (27) M{h; k; m} je kolmy na vektor
T{a,; by; ¢,}. Vektor T je tedy rovnob&Zny se viemi teCnymi rovinami dané &ry
v jejim bod€ P, tvoficimi svazek rovin; to vSak znamend, Ze je smérovym vektorem
osy prislusného svazku, coZ je te¢na dané prostorové &dry v jejim bod€ Py(ao; bos; ¢o)-
Nalezeny vektor T{ay; by; ¢} je tedy smérovym vektorem teSny dané &ry v jejim
bodé Po(ao; by; ¢o), takZe tato te€na md rovnice

(30) ' x = ap + ajt

y = bo + blt

Z = Cg + C’lt .
Je v8ak moZno pokracovati takto jesté ddle. Z nalezeného svazku tenych rovin lze
vybrat takovou rovinu, Ze v jejim dotykovém bod€ P, s danou ¢arou splyvaji aspoii
tfi spole¢né body obou utvard. Smérovy vektor normély této roviny M{h; k; m} musi

pak anulovat vedle koeficientu u linedrniho &lenu rovnice (28) pro ¢ i koeficient u jejiho
kvadratického &lenu. Musi tedy krom& rovnice (29) spliiovat i rovnici

(31) ha, + kb, + mc, = 0.
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Obg rovnice (29) i (31) tvofi soustavu dvou homogennich linedrnich rovnic pro
soufadnice smérového vektoru normadly hledané roviny, které odtud jsou

¢y ay

(32) h = [

K = 1b1l
> b |

la
, m =
P

€, Ay

[

2|

Hledand rovina je oskula¢ni rovina dané &dry (26) v jejim bod& P, a vektor prave
nalezeny je smérovy vektor jeji normdly, tedy smérovy vektor binormdly dané Cdry
v jejim bod& Py(ae; be; co).

Z teéchto vysledkil se pak jiz snadno urci i v§echny zbyvajici prvky hlavniho troj-
hranu &dry (26) v jejim bod& Py(ag; b; ¢o).

Na zdvér vénujme jesté pozornost oskulaéni kruznici dané rovinné ¢dry a oskulacni
kulové plose dané Cdry prostorové.

Hledejme oskulaéni kruZnici ¢dry dané parametrickymi rovnicemi (22) v roving
v jejim bod& Py(a,; by), ktery odpovidd hodnoté parametru ¢ = 0. Dosadme z téchto
rovnic do rovnice kruZnice se stiedem S(m; n) a s polomérem r

(33) (x =m)? + (y — n)*> =r*.
Dostaneme tak

(a0 — m + ayt + at® + a3t + ..)* + (b — n + byt + byt +

+ byt + .. =1r?,

coZ je rovnice pro t, kterd nabude, sefadime-li ji vzestupné podle mocnin ¢, tvaru
(34) (ao — m)* + (bo — n)* — r* + 2[(ag — m)ay; + (bg — n) by] t +

+ {2[(ap — m) ay + (by — n) by] + a? + b3} * + 2[(ag — m) as +

+ (bo - n)b3 + a1a2 + blbz] t3 + ... = 0.

Uvedend rovnice md nulovy kofen ¢ pravé tehdy, kdyz jeji absolutni ¢len je nulovy,
tedy plati-li

(ao — m)> + (bo — n)? — 12 =0,

coZ je skute¢n& podminka toho, aby kruznice se stiedem S(m;n) a polomérem r
prochdzela bodem Py(ao; by).

Tento nulovy kofen je vicendsobny, aspoii dvojndsobny, je-li nulovy i koeficient
u linedrniho ¢lenu rovnice pro ¢, tj. plati-li

(ap —m)ay + (by — n)b, =0,
coZ lze zapsat také ve tvaru

am + bln - (aoal + bObl) =0.
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Za piedpokladu (ay, b,) # (0, 0) prdv& napsand podminka znamend, Ze stfed kruZ-
nice S(m; n) leZi na ptimce prochdzejici bodem Py(ao; bo) a kolmé na te¢nu Edry
(22) v tomto bodg, tedy na jeji normdle v bod& Py(ao; bo)- Splnéni obou téchto podmi-
nek znamend, Ze kruZnice se dané &iry (22) dotykd v jejim bod& Po(ao; bo).

Podminkou trojndsobnosti nulového kofene rovnice (34) pro ¢ je pfi splnéni obou
napsanych podminek je§té nulovd hodnota koeficientu pfi > v rovnici (34), tedy
splnéni vztahu

2[(ap — m) a, + (by — n)by] + ai + b} =0,
ktery lze napsat také ve tvaru

aym + byn — [aga, + bob, + 3(al + b3)] = 0.
Splnéni vSech téchto tii podminek &isly m, n, r znamend, Ze uvedend kruZznice je
oskulagni kruZnici dané &ry (22) v jejim bod& Po(ao; bo).

Tato kruZnice oskulaéni je zfejm& hyperoskula¢ni kruZnici dané &dry (22) v jejim
bod& Py(ao; bo), kdyZ soutadnice jejiho stiedu S(m;n) a jeji polomér r spliiujici
nalezené t¥i podminky anuluji vedle toho je§t& koeficient pfi ¢* v rovnici (34) pro ¢,
pfipadné jestd i koeficienty pfi Clenech vySSich stupiitit v této rovnici, a to pii t*,

1°, ... 1%, ne viak jiz pii t*"!, v kterémZto ptipad& jde o hyperoskulaci (k — 2)-ho
fadu.

Kone&n& m&me &ru v prostoru danou parametrickymi rovnicemi (26) a hledejme
jeji oskulaéni kulovou plochu v jejim bod& Pg(ao; bo; ¢o), ktery odpovidd hodnotd
parametru ¢t = 0.

Dosadime-li opét z t€chto rovnic prostorové &dry do rovnice kulové plochy se
sttedem S(m; n; p) a polomérem r

(35) (x=mP?+(y—-n?+(z-p?=r,
dostaneme rovnici pro ¢

(a0 — m + ayt + ayt* + ast® + ..)* + (bo — n + byt + byt* +
+ byt + )+ (co = p+ eyt + ot +eat® + ) =
Sefadme ji je§t& vzestupné podle mocnin ¢, ¢éimZ nabude tvaru
(36) (ao — m)* + (bo — n)* + (co — p)* — r* + 2[(ap — m)a; +
+ (bo — n) by + (co — p) c1]t + {2[(ao — m)ay + (bo — 1) by +
+ (co — p)ea] + ai + b} + i} £ + 2[(ap — m)az +
+ (bo — n) by + (co — p) 3 + aya + byby + c163] % + ... = 0.
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Nulovd hodnota absolutniho ¢lenu
(a0 — m)* + (bg — n)* + (co — p)* — 1*

znamend i v tomto piipadg, Ze kulovd plocha se stfedem S(m; n; p) a s polomérem r
prochdzi bodem Py(ay; by; ¢,) a obrdcend. Obdobn& nulovd hodnota koeficientu pfi

1
linedrnim Clenu

2[(ag — m)ay + (bo — n) by + (co — p) ¢4]
tedy splnéni rovnice
alm + bln + Clp - (a0a1 + bObl + c()cl) = 0

soufadnicemi stfedu S(m; n; p) znamend, Ze stied kulové plochy leZi za predpokla-
du (ay, by, ¢,) % (0,0, 0) v roving prochdzejici bodem P, a kolmé v ném na te¢nu
dané &ry (26) rovnob&Znou s vektorem T{a; by; ¢}, to je na normdlové roving
dané &dry v jejim bodé P,. Dile pak nulovd hodnota koeficientu pti kvadratickém
¢lenu rovnice pro ¢

2[(ao — m)a, + (b — n) by + (cy — p) c2] + ai + b} + i,
tedy splnéni rovnice
aym + byn + c,p — [aga, + boby + coey + H(al + b + ¢7)] =0

soufadnicemi stfedu S(m; n; p) hledané kulové plochy, znamend, Ze tento stied za
pfedpokladu (a,, by, ¢;) + 10, 0, 0) lezi jest€ na daldi rovin€ kolmé na vektor
N {a,; by; c,}.

Neni-li tento vektor N, rovnobéZny s te€nou dané ¢dry v bodé P, protind se tato
rovina s normdlovou rovinou &dry (26) v bod& P, v ptimee, jeZ je geometrickym mis-
tem stfed kulovych ploch prochdzejicich bodem P, a majicich v ném s danou €arou
dotyk aspoti trojbodovy. Tato piimka je tedy osa kfivosti (,,poldra‘‘) dané prostorové
&dry (26) v bodg Py,

Asporti ¢tyibodovy dotyk s danou Carou v bodé P, md ta kulovd plocha ze vsech
nalezenych, jejiz stted S(mj; n; p) svymi soufadnicemi anuluje i dal$i koeficient, tj.
koeficient pfi 1> v rovnici (36) pro ¢, tedy spliiujici podminku

(a9 — m)as + (bg — n) by + (co — p) c3 + aya, + byb, + ¢y, =0,
které lze ddt tvar linedrni rovnice pro soufadnice m, »n, p

asm -+ byn 4 c3p — (agas + bobs + coes +
+ aya, + byby + ¢¢c,) =0,

coZ znamend, Ze stied této kulové plochy za ptedpokladu (as, bs, ¢3) == (0, 0, 0), leZi
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jesté na dal§i roving, kterd je kolmd na vektor N3{as; bs; c3}. To je prav& hledand
oskula¢ni kulovéd plocha dané &dry (26) v jejim bod& Po(ao; by ¢o).

Tato oskulagni kulovd plocha miZe mit s danou &arou (26) v jejim bod€ P, styk
i vice nez ¢tyfbodovy a byt tak jeji kulovou plochou hyperoskulaéni, coZ nastane,
kdyZ nalezené soufadnice jejiho stfedu S(m; n; p) a jeji polom&r r anuluji i koeficient
pfi €lenu Etvrtého stupné a pripadné i koeficienty pfi dal§ich clenech vysSich stupiiti
rovnice (36) pro .
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SPECIALNE POCITACIE JEDNOTKY NA POCITACI TESLA AP-S
UMOZNUJUCE REALIZOVAT JEDNODUCHE HYBRIDNE VYPOCTY

STEFAN SZARKA, Bratislava

1. HYBRIDNE POCITACE

Pocitace, v ktorych sa strojové premenné, predstavujuce matematické veliCiny
menia spojite, zaradujeme do skupiny analdgovych pocitacov. Na druhej strane,
v Cislicovych pocitacoch, su vSetky premenné reprezentované diskrétne. Skor, ako
budeme definovat hybridny pocita€, resp. hybridné pocitanie, uvedieme najdole-
ZitejSie charakteristické vlastnosti elektronickych analdgovych a é&islicovych podi-
tacov.

Analdgové pocitace

1. Pracuju paralelne, tj. pre kazdi matematickii operdciu pouZivaji oddelent
(zvld3tnu) poditaciu jednotku.

2. Pocitaju velmi rychle, bez ohladu na zloZitost tilohy. RozsiahlejSie tlohy
vyZzaduji pocitac s vac§im poctom pocitacich jednotiek. Rychlost vypoctu je obmed-
zend predovSetkym frekvenénymi vlastnostami poditacich jednotiek.

3. Presnost vypoctu zdvisi od kvality pocitacich prvkov a len zriedkavo dosahuje
0,01%.

4. Mozu jednoducho realizovat také matematické operdcie ako scitanie, integro-
vanie, ndsobenie a generovanie roznych nelinearnych funkcii, ale maju velmi obmed-
zené schopnosti pre logické rozhodovanie, pamétanie numerickych hodn6t a nenu-
merickych informdcii.
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