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Digitalni sluneCni hodiny,
paradoxni mnoZziny a VituSskinova hypotéza

K. J. Falconer, Bristol

1. Uvod

Svét se v posledni dobé ,,digitalizoval'‘. Davérné zndmé ciferniky hodin a hodinek
jsou nahrazovdny digitdlnimi ukazateli ¢asu; digitalni displeje vytlacuji ruéicky vah
a voltmetrQ i stupnice teploméri. V tomto ¢lanku se zabyvame vrcholnym prikladem
digitalizace — ukdZeme totiz, jak lze nahradit jeden z nejstarich méficich pfistrojd, a to
sluneéni hodiny, jeho digitdlnim protéjskem.

Obr. 1. Tradi€ni slune&ni hodiny — All Souls College, Oxford.
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Jedna z nejstarsich zminek o slunecnich hodindch je v IzaidSovi (XXXVIII v 8) kde
slune¢ni hodiny zaznamendvaji otoeni o 10° zemské rotace jako prorocky znak. Mnoho
krdsnych a rozmanitych ukdzek tradi¢nich sluneénich hodin je moZno vidét na nddvotich
sttedov&kych zdmkd, domi a starych univerzit (viz obr. 1). Ideu digitdlnich slunecnich
hodin ukazuje obr. 2. Tyto ,,sluneéni hodiny‘“ sestdvaji z jistého — jak uvidime, zna¢né
komplikovaného — ,,objektu‘‘ ktery je sestrojen tak, aby v kaZzdém okamzZiku jeho stin
vrZeny sluncem sestdval ze zvyrazn&nych*) &islic vyjadfujicich dany &as. BEhem pohybu
slunce je stin vrhdn do rliznych smérd a tak miZeme doufat v takové uspofdddni, kde
se &islice stinu budou pfi pohybu slunce odpovidajicim zptisobem mé&nit. Re¢eno mate-
maticky, hleddme mnoZinu E < R*® takovou, Ze ortogondlni projekce (neboli stin
z nekonena) mnoziny E do roviny md v kazdém sméru pfedepsany (libovoln& zvoleny)
tvar. Abychom potom dostali sluneéni hodiny, staéi pfedepsat &islice €asového udaje od-
povidajiciho kaZdému konkrétnimu sméru slune€nich paprski. Ve skutednosti, uvazu-
jeme-li téZ vy¥ku slunce nad obzorem, méZeme takto ,.tisknout* i datum (dvojzna&ng)

Obr. 2. Digitalni slune&ni hodiny.

a kone¢ng& miiZzeme provést i vypis sezénni opravy uvedenych tidaji hodin. (Jako mate-
matikové mdme ovSem povoleno délat fyzikdlni pfedpoklady, Ze sluneCni paprsky
jsou absolutn& rovnob&zné a Ze' difrakce nenastdvd.)

*) tzn. nenulové dvojdimenziondlni miry — pozn. pfekladatele
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Existuji takové mnoZiny? Striktné vzato nikoli, protoZe nemiiZeme napf. vytvofit
objekt, ktery md neprdzdny stin v jednom sméru a prdzdny v druhém. Pokud oviem
pracujeme s piesnosti ,,aZ na mnoziny miry nula‘, tzn. jestlie pfipustime stiny li§ici se
od pozadovanych jenom mnoZinou miry nula, bude — jak naznadime ddle — odpovéd
kladnd. Piesné&ji, dostdvame ndsledujici vysledek, ktery formulujeme pro projekce
z R" na jeho k-dimenzidlni podprostory. Je-li IT takovy podprostor, ozna¢ime symbolem
projg ortogondlni projekci z R” na II.

Véta 1. Zvolme pevné 1 < k < n. Pro kaZdy k-dimenziondlni podprostor II = R"
méjme ddnu mnoZinu Gp < I1 (pfedpokldddme méfitelnost zobrazeni {II +» Gp}).
Potom existuje E = R" takovd, ¢ Gy < projgE pro vSechna II a proj-E \ Gy md
nulovou k-dimenziondlni miru pro skoro vSechna II,

(Ctendf neznajici teorii miry by nemél byt odrazen podminkou méfitelnosti G;;: cokoli
,,definovatelného* tuto podminku spliiuje). Abychom dostali na3e sluneéni hodiny, vez-
meme n = 3, k = 2 a predepiSeme G jako soubor ¢islic ¢asu odpovidajiciho poloze,
kdy slunce sviti kolmo na IT. Potom mnoZina E z uvedené véty md projekci na I7 li§ici

se od G nejvyie mnoZinou miry nula, a to pro skoro viechny sméry (tzn. ,,vyjime&né
sméry pokryvaji mnoZinu miry 0 na jednotkové sféfe).

2. Hausdorffova dimenze a projekce

Plo3né obsahy projekci dané mnoZiny jsou v izkém vztahu s jeji Hausdorffovou dimen-
zi. Nechf E =« R" a necht 0 < s < n, 6 > 0. PoloZme

HGE)=1inf{) (diam U, E =« YU;& 0 < diam U; < 6},
i=1 i

kde infimum bereme pfes viechna pokryti E mnoZinami U; diametru nejvySe 6. Potom
se zmen3ovdnim & roste J3(E) a miZeme definovat s-dimenziondlni Hausdorffoou
(vnéjsi) miru vztahem
A¥(E) = lim #(E).
6—0

Neni t&zké ukdzat, Ze existuje kritickd hodnota, oznatovand dim E, takovd Ze o *(E) =
= o0, pokud s < dimE a #%(E) = 0, pokud s > dim E. Veli¢ina dim E se nazyvd
Hausdorffovou dimenzi E a zobeciiuje pfedstavu, Ze pfimka &i kfivka md dimenzi 1,
plocha md dimenzi 2 atd. Napf. zndmé Cantorovo diskontinuum (vzniklé postupnym
,-vytrhdnim** viech prostiednich tfetin zbylych intervalii z {0, 1)) md dimenzi log 2/10g 3.
(Detailngjsi informaci Ize nalézt ve Falconerovi [3]).

Ndsledujici vysledek, patfici Marstrandovi [5], md znacnou dileZitost v teorii
Hausdorffovych mér.

Vé&ta 2. Nechf 1 < k < n jsou pFirozend cisla. Nechf E = R* je ,rozumnd* (tj.
borelovskd) mnoZina. Potom plati:
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(a) Jestlize dim E < k, tak projgE md nulovou k-dimenziondlni miru pro viechny
k-dimenziondlni podprostory II.

(b) Jestlize dim E > k, tak projpE md kladnou k-dimenziondlni miru pro s.v. k-di-
menziondlni podprostory Il.

TakZe v dimenzi 3 objekt Hausdorffovy dimenze mensi neZ 2 md stin nulové miry do

viech rovin, aviak objekt dimenze vét3i nez 2 md stin kladné miry skoro ve vsech smé-
rech.

Co se stane, kdyZ dim E = k? Ve skuteCnosti se miiZe stdt tém<f cokoli! Naptiklad:
Kfivka v roving md projekce kladné miry do viech piimek (popf. aZ na jednu), zatimco
mnoZina v R?, jejiz body v 4-adické soustavé maji vyjddieni

{(.ayay ..., .byby...):a, b; =0 nebo 3},

je téZ 1-dimenziondlni mnozZina, jejiZ projekce maji vSak nulovou miru skoro ve viech
sm¢rech.

Prdavé v tomto kritickém pripadé¢ je mozné provést konstrukce natolik jemné, aby pro-
jekce mély vlastnosti pozadované pro nase digitdlni sluneéni hodiny.

3. Konstrukce mnozin majicich zadané projekce

V tomto odstavci nazna¢ime ideje ditkazu Véty 1; detailni znéni viz Falconer [4]

Za prvé, budeme pracovat v roviné. Necht I je iseCka rovnobéznd s osou x, necht I
oznacuje pfimku vedenou z poédtku, kterd svird s osou y tihel @ proti sméru hodinovych
ruci¢ek. MzZeme nahradit I mnoZinou J, sestdvajici z konecného souboru uselek tak,
Ze projekce I a J na [, vypadaji ,,velmi podobné*, pokud —in < @ < 0, ale pfitom tak,
ze délka projekce J na Iy je ,,velmi mala‘, pokud 0 < © < in. Toho Ize dosdhnout
posloupnosti krokit naznacenych na obr. 3 a 4. Pii pouZiti velkého poctu kroki a tisecek

N ———

7 s / yd v
o T T T
i it ittt

J

Obr. 3. Etapy konstrukce mnoZiny J.
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Obr. 4. Praméty mnoZiny J (pramét §ikmo vzhiru je pferuSovana usecka, pramét Sikmo dolu je plna
usecka).

muizeme pribliZit vlastnosti ,,velmi podobny*, , velmi maly‘‘ tak blizko k ,,identicky*,
,,nulovy*, jak jenom chceme. (Prvni konstrukce tohoto typu ndlezi Besikovicovi [1],
jenZ pouzil opakované nahrazeni tisedek ke konstrukci mnoziny v R?, kterd m4d 1-dimen-
ziondlni Hausdorffovu miru a pfitom je projekce nulové délky ve viech smérech). Potom
bude J ,,vypadat jako interval*“ z nékterych smérii a pfitom bude ,,témér neviditelnd*
z jinych sméri. Pomérné komplikovanym procesem zaloZzenym na dvojité indukci lze
tuto konstrukci rozsifit do vyssich dimenzi. Takto lze ukdzat ndsledujici tvrzeni: Pro
kazdou kouli B v R", pro kazdy k-dimenziondlni podprostor [1, < R", kazdy thel
o> 0a e > 0 lze najit mnoZinu A takovou, Ze plati: Symetrickd diference (projy4) A
A (proj; B) md k-dimenziondIni miru nejvySe rovnou e, jestlize uhel mezi IT a I1,, je mensi
nez « a zdrovei proj;A ma miru nejvyse ¢, pokud tento tihel je vétSi neZ « + &. To je
Jiz ,Jokdlni*¢ verze hlavni véty. Zbytek konstrukce zdlezi ve sjednoceni velkého poctu
takovych mnozin, pficemz dbdme, aby ty mnoziny, které maji nezanedbatelnou projekci
na II, ddvaly v souhrnu priblizeni predepsané mnoziny G;. Provedenim limitnich ivah
dostdvdme zddané presné vlastnosti.

4. Dualni formulace

Roku 1952 dokdzal Roy Davies [2] pozoruhodny fakt, Ze libovolnd podmnozina
muze byt pokryta mnozinou pifimek bez zvétSeni jeji plochy. Presnéji: oznadime-li
symbolem m (Lebesgueovu) miru v roving plati

Véta 3. Necht F = R* je méritelnd. Potom existuje systém & primek takovy, Ze
mnoZina L = {x : x € | pro n&jakou [ € &} spliuje viastnosti F = L a m(L\ F) = 0.
Naznacime, jak lIze tento vysledek odvodit z rovinné verze V&ty 1 (pron = 2, k = 1).
Necht o je pevné zvoleny pocdtek roviny a necht I, je pfimka prochdzejici o ve smeé-
ru ©. Pokud x € R* \ {0}, ozname symbolem x’ odpovidajici bod v kruhové inverzi
(takovy Ze o, x, x lezi v piimce a |ox| [ox'| = 1). Oznagme symbolem L(x) poldrni piimku
k x, tzn. pfimku kolmou k ox a prochdzejici x". Pro E = R" definujme mnoZinu L(E) =
= {ye L(x) pro n&aké x e E}. Pouzivime zde tvrzeni z elementdrni geometrie, Ze
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L(x) n I and projex jsou inverzni body (kde proje oznauje ortogondlni projekci lg).
TakZe pro kazdou E jsou mnoZiny L(E) n lg a projgE vzdjemn& inverzni.

Abychom odvodili V&tu 3 polozme Gg = {x' : x € F N I} pro kazdé @. Podle Véty 1
miZeme nalézt takové E < R?, Ze projoE = G pro viechna @ a projgE a Gg maji
stejnou délku pro skoro viechna @. Potom L(E) N l4 obsahuje inverzni mnoZinu k Gg,
tedy mnoZinu F n lg, pro kazdé ©. TakZe L(E) o F. Navic maji L(E)nlga Fnlg
stejnou délku pro skoro viechna O, a tedy maji L(E) a F stejnou miru. Volbou & =
= {L(x), x € E} dostdvdme Vétu 3.

5. Vituskinova hypotéza

Finsky matematik Pertti Mattila neddvno poznamenal, Ze konstrukce podobnd té,
kterd byla naznaena v odstavci 3, ukazuje, Ze duleZitd VituSkinova hypotéza z teorie
funkci komplexni prom&nné neplati [6]. Nazvéme kompaktni mnoZinu E v komplexni
rovin€ odstranitelnou, pokud pro kaZdou otevienou mnoZinu ¥V o E a kaZdou omezenou
analytickou funkci na V \ E existuje jeji analytické rozsifeni na V. Mnoho papiru bylo
popsédno ve snaze ddt geometrickou charakterizaci odstranitelnych mnoZin. Je jizZ dlouho
znamo, ¢ mnoziny E spliiujici podminku dim E < 1 jsou odstranitelné, na rozdil
od téch, pro néz je dim E > 1. Navic rektifikovatelnd kfivka nebo jeji podmnoZina ne-
nulové miry nejsou odstranitelné. Proto kriticky pfipad je dim E = 1. Tento poznatek
spolu s éetnymi pfiklady vedl VituSkina k pfedpokladu, Ze E je odstranitelnd prdavé
tehdy, kdyZ jeji projekce jsou v podstaté nulové, tj. kdyZ projekce do skoro viech pfimek
prochdzejicich podtkem maji nulovou délku.

Piedpoklddejme, Ze V je oteviend mnozina v komplexni roviné a f je konformni
zobrazeni z V na f(V) takové, Ze obraz n&jaké usecky je zak¥iven. Mattila ukdzal, Ze je
moZno sestrojit mnoZinu E (opakovanym nahrazovdnim usetek skupinami kratSich
tseek podobné jako v konstrukci odstavce 3), kterd md v podstaté nulové projekce
a pfitom projekce f(E) na kaZdou pfimku md kladnou délku. Odtud plyne, Ze vlastnost
,,vSechny projekce jsou v podstaté nulové‘‘ neni invariantni viéi konformnim trans-
formacim. V protikladu s tim je odstranitelnost zfejmé& vlastnosti, kterd se zachovdva
pii konformnim zobrazeni, takZe uvedené dv& vlastnosti nemohou byt ekvivalentni.
Vitugkinova hypotéza neplati.

Neni dosud zndmo, zdali musi mit odstranitelnd mnoZina v podstaté nulové projekce,
a obrdcené. Mattilav ptiklad prosté ukazuje, Ze tyto dvé implikace nemohou platit z4-
roveri.
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Pulsary a kvazary:
podobnosti a rozdily

Vladimir Karas, Praha

I. Gvod

Uplynulo témé¥ tisic let od okamziku, kdy jedna z hvézd souhvézdi Byka dospéla
pfi svém vyvoji do dramatické etapy, kterou dnes nazyvdme vybuchem supernovy.
Tento proces je charakterizovdn gravitaénim smr$ténim centrdlni &4sti hvézdy spojenym
s gigantickou explozi a odmriténim povrchovych vrstev. Slo o jednu z vice neZ 600 dosud
pozorovanych supernov, jejiz popis se ndm zachoval v ¢inskych a japonskych zdznamech
a kterd je také zachycena na jeskynnich malbdch v Arizoné. Supernovu bylo moziné
vidét po tfi tydny za denniho svétla a po témé&f 600 noci. Pozustatky exploze postupné
zesldbly a pfestaly byt pozorovatelné prostym okem. Avsak i dnes registrujeme v misté
nékdejsi supernovy Krabi mlhovinu, utvar o priméru asi 5 obloukovych minut, ktery je
pomérné silnym zdrojem rddiového, infracerveného, viditelného, rentgenového i y-zd-
feni. V jejim stfedu je pulsar, bodovy objekt vysilajici elektromagnetické signdly s ne-
smirné stabilni periodou 0,33 s. Vyjime¢nost tohoto objektu je ddna jeho astronomicky
nepatrnym stdfim a malou vzddlenosti od Zemé (asi 1400 pc). Zdkladni scéndf je viak
zfejmé spoleCny pro vSech vice neZz 300 dosud objevenych pulsard: rychle rotujici
neutronova hv€zda se silnym magnetickym polem obklopend hmotou ve formé plazmy.

Neutronové hvézdy jako jedno z koneénych stadii hvézdné evoluce byly studovdny
jiZ v tticdtych letech. V roce 1967, jesté pred objevem pulsari, pogital Pacini [1] pfenos
energie z rotujici magnetizované neutronové hvézdy do okolni mlhoviny. Je pozoruhod-
né, jak velky dil nasich znalosti o pulsarech byl nalezen béhem dvou let po objevu prvniho
z nich, PSR 1919 +21, A. Hewishem a S. J. Bellovou 28. listopadu 1967 [2]. Interpretace
pulsari jako rotujicich neutronovych hvézd byla poprvé rozpracovina Goldem [3].
(Tém&F uplnd bibliografie praci o pulsarech do r. 1981 je v piehledovém &ldnku Michela
[4].) Existuji t¥i kli¢ové problémy, které musi teorie pulsard vysvétlit: proces emise zd-
feni, mechanismus ddvkujici pozorované zdfeni do extrémné pravidelnych pulsi a pro-
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