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VYUCOVANI MATEMATICE A FYZICE

O NEREDUKOVATELNOSTI GEOMETRIE

VitEzsLAv JozirFek, Praha

Ve dnech 23. zdfi az 2. fijna 1968 se konalo v Bukuresti mezindrodni kolokvium
o aktudlnich problémech vyuCovdni matematice. Na ném prednesl prof. JEAN DE
SIEBENTHAL z Lausanne zajimavy referat, v némZ obhajoval zdvaznost geometrie
pro vyuéovani a pro kulturu vibec. Z této pfedndsky pfind$ime nékteré zajimavé
myslenky.

Piedndska se déli na pét ¢dsti. V prvni ¢dsti se zabyvd prof. Siebenthal dne$nimi
pohledy na geometrii, zvld§t€ na geometrii vénovanou zobrazovdni (deskriptivni
geometrii). Jeji vyznam je dnes popirdn a odsouvdn ve prospéch ,,Zivych®* ¢dsti ma-
tematiky. Toto pohrddni by podle autora mohlo vést k vaZnym zdvériim, Ze k odi-
vodiovdni v geometrii nemizZeme pouZzit obrazi, ale Ze miZeme spravné zdavodiio-
vat uZitim nesprdvnych obrazi.

Jsou i snahy vyskrtdvat tuto geometrii z pfedmétti vyuCovdni. Mnozi védci citi
takové nebezpeci. Je to napf. GONSETH, ktery v jedné diskusi prohldsil: ,,Ponévadz
mdm oéi, pracuji v geometrii®. COXETER nazval své pojedndni (v piekladu J. H.
BURKHARDTA) ,,Unvergdingliche Geometrie‘*. DIEUDONNE fekl kdysi ,,A bas Euklid*,
ale pozd&ji v r. 1965 na rhodejském symposiu zménil sviij ndzor prohldSenim ,,Je
ne fais que la géometrie*. Ostatné o zdvaznosti geometrie mluvi také pozndmka
z knihy N. BOURBAKL: ,,Eléments d’histoire des mathématiques: ,,... ovéfuje se velmi
presvédCivé, Ze je nutné zachovat terminologii, kterd pochdzi z klasické geometrie
prostori dvou- a tfirozmérnych a rozsitit ji na prostory n-rozmérné. Takto ji pfeméni-
me na vSeobecné uzivany jazyk soufasné matematiky, jazyk pruzny a nesrovnatelné
pohodlny* (vyd. 1960, str. 145).

Prof. Siebenthal se ddle zamysli nad tim, zda md tato geometrie prdvo na urlitou
autonomii a jak ji upravit, aby se co nejlépe sjednotila s ostatni matematikou. Chce
zji§fovat, proC pravé ona je neredukovatelnou sloZkou nejen matematiky, ale i jinych
oborii. Brédni totizZ dneSni matematice, aby se vzddlila Zivotu a aby sklouzla do ne-
srozumitelnosti. O tom mluvi v dal§ich ¢dstech své predndsky.

V druhé &dsti se zabyva otdzkou, co je vlastné geometrie? Geometrie elementarni,
nebo lépe geometrie v prvnim stadiu, je studiem prostornosti (I’étendue) hmotnych
téles. Toto studium spocivd ve vidéni, ve sledovdni poloh prvk@ prostoru, ve
zkoumdni konfiguraci, ve v8tipeni soucasnosti do paméti. Podstatu tomuto stadiu
ddvd jiz fecky ptivod slova geometrie, ktery urcuje i jeji jazyk. MnoZstvim pokusit

33



se utvafi na této urovni prostoru elementdrni geometrie, kterd uzivd hmotnych pro-
stfedkl, nacini. Ale monopol v geometrii nemaji jen problémy jejiho uZiti; jsou zde
i problémy estetické. Vzdyt architektura je vlastné geometrii toho, co CORBUSIER
nazyvd ,,I’éspace indicible** (nevyslovny prostor).

Predstava prostoru se stdvd ddle zdleZitosti logiky, prostorové nazirani je kontro-
lovatelné. Geometrie je dnes podrobena logickym tivahdm. Hmotné téleso je uvaZo-
véno ,,rozumové®, pfiemz rozum tvofi logickou kostru, kterd je pfistupnd odivod-
fiovdni a neni nikdy uzaviena dal§imu prohlubovdni. Pfitom jde stdle o hmotné
téleso, o prostornost. Geometrie je potom sloZena z fady deduktivnich soudl v oboru
hmotného svéta. Logické tivahy vytvaieji pfesny pojem prostoru, jsou ndstrojem
nesrovnatelného dosahu, ale pouze ndstrojem a pojmem. Pfedstava, pfimé vidéni je
stdle prvotni. Toto pojeti neni Zddnou redukci prostoru. Geometrie nechce byt jen
jakymsi druhem kostry plastického, tvofivého jazyka. Pfispivd k tomu, Ze télesa
jsou tvofena ldtkou nehmatatelnou, rozumovou, a tak se stdvd ,,vytvorem lidského
ducha‘, ,,vytvorem rozumu‘* (étre de raison).

Zbyva udinit teprve rozhodny krok. Prostorova télesa vedou k t€émto rozumovym
vytvorim: bod, pfimka, rovina, kulovd plocha atd. Geometrie v nejvy$§im stupni
zdlezi v logickém chdpdni vytvort rozumu (étre de raison) v prostoru, uskutecnitel-
nych, popf. neuskuteCnitelnych v hmoté, v ldtce pfesné definované.

V tomto pojeti nelze geometrii odstranit do muzea elementdrni matematiky;
ona naopak zasahuje do vét§iny obortt matematiky a kultury.

O tom mluvil profesor SIEBENTHAL v tfeti €dsti své pfedndSky, kterou bychom
mohli nazvat: Geometrie je zdkladni, nezjednodusitelnou souédsti kultury.

Geometrie vystiZzend v posledni definici napliiuje v§echny obory. Je nerozluéitelnou
slozkou matematiky. Prof. SIEBENTHAL cituje op&t GONSETHA (z knihy Les fondements
des mathématiques) ,,Geometrie miZe byt jen uméle odtrZena od svych intuitivnich
zdkladi*“. Axiomatika sama je metodou; aniZ by se chtéla zneuznat jeji duleZitost,
musi se ji pfisoudit jen iloha srovnatelnd se zdkonoddrnou Einnosti.

Geometrie md v matematice své omezeni. Odvoldvéni se na pfedstavu, i pies jeji
uZitenost a plodnost, mtZe se stdt neuZitecné, aZ Skodlivé.

Vyznam geometrie pro fyziku je vcelku zndm. Fyzikové mivaji o prostoru znepoko-
jujici, az pohrdavé minéni. Fyziku bud matematizuji, nebo se zajimaji o matematické
metody teoretické fyziky, ponévadz uZivaji ve svych studiich vcelku béZnych analytic-
kych, popt. algebraickych metod. Ze moderni fyzika prolind z velké &4sti geometrii,
ukdzal napf. A. EINSTEIN, kdyZ uZil pfi svych objevech geometrickych vlastnosti
prostoru. BéZné fyzikdlni jevy maji své misto v Eukleidovském trojrozmérném pro-
storu a jejich studium vyZaduje logické znalosti. I kdyZ se povaZzuje hmota za ja-
koli nediileZitou, vraci se vZdy a zapadne do nékterého raimce matematiky, ponévadZ
je zatiZena geometrii. Autor mél na mysli problémy vystavby vesmiru, ktery je v pod-
staté prostorovy, ve smyslu trojrozmérnémo prostoru eukleidovské geometrie.
Geometrie je také nepostradatelnd pro techniku. Cilem technika je realizovat
v prostoru konstrukce podrobené pied tim vypodtiim. Proto musi mit inZenyr
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prostorovou predstavivost, schopnost predstavit si svilj projekt stdle prohloubenéji.
Zivot technika je v ovlddani prostorovych konfiguraci. Architekti maji jesté vétsi
potfebu geometrie. Konstrukce inZenyrd i architekt jsou dila materidlu i formy.
Forma je pro architekta hlavni, zvld3t& po strance estetické. Clovék se nespokojuje
jen s uZzitkovou funkci dila, Zddd také krdsu. Nestaci ovSem jen krdsa materidlu,
Z4da se i1 krdsa formy. V kazdé krdsné konstrukci je myslenka, idea, a tato idea
tvoii i formu a kompozici forem, které patii do domény geometrie.

Technologie doddvd stavbdm pozoruhodné materidly, geometrie opét pozoru-
hodné tvary. Architekt musi mit znalost klasickych forem, dusevni schopnost tvotit
formy a také prostiedky tyto formy pocetné vystihnout. Profesor SIEBENTHAL si
stézuje, Ze dneSni architektura zdaleka nedosahuje urovné klasické architektury
v bohatosti forem staveb. Architektura se podobd uméni. Zde cituje VAN GOGHA,
ktery rikd: ,,My ostatni umélci jsme zamilovani do pofdadku a symetrie*, i A. DUERE-
RA, ktery se neobdval ristu logické estetiky mnohem ddl, neZ je vSeobecné zndmo.
Jeho pokus povaZuje profesor SIEBENTHAL za velmi instruktivni. Geometrie vndsi,
i kdyZ omezené, do matematiky také filosofii.

Ve ¢tvrté Cdsti své predndsky uvazuje autor o geometrii uvnitf matematiky. V minu-
losti, od starovéku podinaje, se délila matematika na aritmetiku a geometrii. Slova
matematik a geometr byla synonyma. Dnes zplsobil pokrok matematiky, Ze jsou
algebraici, analytikové, topologové, logici atd. a jen mdlokdo se nazve geometrem.

Lidskd pfirozenost a pravdivost nds zavazuji, podle ndzoru pfedndsejiciho, vy-
hledat pro geometrii oprdvnéné misto ve smyslu moderni struktury. Podle n¢ho
neni jedna matematika, ale mnoho matematik; jedna matematika je vSak v jednoté,
v niZ jednotlivé Cleny rozkvétaji podle svého vlastniho genia, podle obecnych, velmi
srozumitelnych zdkoni se spoleCnym jazykem.

Geometrie v nejbéznéjsim slova smyslu je geometrie jedno- a dvourozmérnd; na
ni navazuji Mongeova projekce a perspektiva. Jde o zobrazovdni primétu rovin,
ploch kuZelovych a vdlcovych, rotaénich a Sroubovych v rovnobéZiné projekci
Mongeové nebo v axonometrii, o projektivni geometrii. Geometrii nelze redukovat
jen narozsah nejbéznéjsi geometrie. Takovouto matematiku by bylo moZno povazovat
za fosilni, i kdyZ problémy, které se vztahuji k euklidovskému prostoru, nejsou zcela
vyCerpdny. Omezovdnim geometrie na euklidovsky prostor ddvdme argument tém,
ktefi maji potiZe s prostorovym vid€nim. Ti redukuji geometrii na axiémy linedrni
algebry a na neomezené rozvijeni algoritmi, které maji v ni ptivod, bez jakéhokoli
usili o pfesné zobrazeni, bez vztahu k realité. Takovy postoj neni pfijatelny. Z druhé
strany vede algoritmizovéni k formalizovédni, které je bez vychodiska.

Geometrie ve smyslu definice z druhé ¢dsti referatu existuje. K ovéfeni staci pohled
na literaturu. Zndme geometrii analytickou, algebraickou, topologickou, diferencidlni.
Geometrie se opird o v8ecky prostfedky pocetniho kalkulu. Bylo by nemoZné izolovat
geometrii od jinych obordl. Nejbezprostiednéjsi pokraCovani nebo prohloubeni ele-
mentdrni geometrie je geometrie ve smyslu Kleinové. Prof. SIEBENTHAL se zabyval
potom podrobnéji pracemi ELIENA CARTANA, ktery dal matematickému svétu nej-
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krdsnéj§i obrazy. Jde o prdce o Lieovych grupdch a o symetrickych prostorech,
které predndsejici povaZuje za klasické a nutné k vychové matematikii. Pfedndsejici
ukdzal ddle rozsah dneSni m-rozmérné geometrie v modernim pojeti podle nize
pfipojeného pfehledu literatury. Pfitom nezapominal na aplikace v dneSnich védec-
kych nebo i uméleckych oborech. Podrobnéji se zabyval topologii.

Posledni ¢dst pfednasky vénoval prof. SIEBENTHAL vyu€ovani geometrii. RozliSuje
vyucovdni na st¥edni §kole (II. cyklu), ddle kurs propedeuticky v prvnich dvou letech
university a na néj navazujici kurs pro pokrodilé. Cilem vyucovdni matematiky na
stfedni §kole je zajistit pfesnou pfedstavu umisténi geometrie ve vSeobecném vzdéldni.
Z4k se md cvidit v logickém odiivodiiovdni a seznamovat se s axiomatikou motivo-
vanou fyzikdlné. Kritika rtiznych soustav byla nékolikrdt provedena A. DELESSERTEM
(viz ¢ldnek FR. HRADECKEHO v prvnim &isle Pokroki r. 1969).

Profesor SIEBENTHAL mluvil o soustavé axiomi, o pojeti a o postupu vyuCovdni
geometrii na université podle své uéebnice uréené pro vysokou $kolu technickou
v Lausanne. Zdk druhého cyklu vyzkousi své schopnosti na zékladnich prostorovych
utvarech, na konstrukcich jejich obrazii v rovnobéZnych projekcich. Pfedmétem
nejveétsi péce je logické vnimdni prostoru. K tomu se pouZije modeld, stereoskopic-
kych obrazi, filmu atd.

Propedeuticky kurs na université je uren nejen matematiklim, ale i fyzikim,
chemikiim atd. SpoleCny duch pfedndSek ma byt nanejvy§ Zddouci. V koncepci
vyslovené axiomatické je totiZ jedind matematika a odtud jediny kurs, jediné vyuco-
vani. Pro vychovu matematiki-védcii i vychovatelii neni pcuze toto feSeni vhodné.
Pro obory negeometrické, které se v8ak bez gecmetrie neobejdou, se nabizi redukovat
geometrii na jakési technické kresleni. OvSem rysovdni v gecmetrii a v technickém
kresleni je rozdilné v cilech i v postupu a li8i se i od kresler.i uméleckého. Rysovani
v geometrii je ndrcCné na logiku, kterou postrddd kresleni technické i umélecké. Vy-
ucovdni geometrii by mélo byt na kfiZovatce vyuCovani matematice, fyzice, technic-
kym oboriim i filosofii.

Minimum rozsahu tohoto vyucovdni je neztytné a mélo by obsahovat: 1. Kurs,
kde pocetni kalkul je rczhodujici, aniZ bychom opcmenuli odkazy k prostoru; §lo
by o obvykly pocet diferencidlni a integrdlni. 2. Kurs, kde je rozhodujici prostor opfe-
ny o kalkul, ale neredukovany na jedncduchy kurs analytické geometrie a linedrni
algebry. V ném by byly uzndvdny jisté autonomie geometrie a bylo by v ném uZzito
vypoctu pro lepsi jejich spojeni. Asi néco, co nazyvd prof. SIEBENTHAL kursem plas-
tické matematiky; naznacil jeho podrobné&jsi rozvrZeni. Podobny kurs pro pokroéi-
lejsi posluchace obsahuje diferencidlni geometrii a teorii kfivek a ploch. Podrobnosti
jsou uvedeny v autorové ucebnici.

Pokud se tyée metodiky a prostfedkl vyucovdni, Zddaji se modely, zafizeni podobné
promitacim platntim velkych rozméra spolu s retroprojektory, klisé peclivé pfipra-
vené, kolekce klasickych ryst a konstrukci rozdélenych na listy. Doporuduje se ddt
poslucha¢im do rukou ti§téné pfedndsky, které by je osvobodily od psani a dovolily
by jim sledovat pfedndsku profesora, a dobfe pochopit vyloZené pojmy, nezbytné
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k dalsimu studiu. Profesor pfedndsi potom jen nejzdvazné&jsi pasdZe a predklddd po-
sluchadim celkovy obraz discipliny s uritymi dopliiky.

Autor se pfimlouvd za modely konstruované studenty a za projekci n&kterych dy-
namickych pochodi, jako je otddeni, Sroubovdni apod. Doporuuje samoziejmé
i anaglyfy a ukdzky pfibuznosti fyziky a geometrie. Vyznamnd jsou ov§em promysle-
nd cviceni jak poétem, tak vybérem. Ve svém referdté se autor také zminil (bez hod-
noceni) i o programovaném studiu a o potfebé institutu, ktery by mél na starosti
prostudovdni a realizaci zminénych prostiedk.

Problém vyucovdni je problémem ziskdni znalosti spojenych s asimilaci kultury.
Zkouska se nemd zizit na povrchni inventovani znalosti, fakti, ale mad zjistit v jakém
stadiu jsou schopnosti studenta samostatné fesit dany problém, i zjistit, co bylo ziska-
no studiem posluchace, co je ddno vieobecnym jeho vzdélanim, osobnosti posluchace.

Proto by se mélo ve vyucovdni (pravdépodobné na université) pfejit k individuali-
zovani studia tak, Ze se dd posluchaci ndmét, ldtka, kterd by mu dovolila vzestupné
sjednocovdni a sceleni znalosti. Zdk dostane sviij tikol, podklad pojmi, na které
zachyti béhem Skolniho roku fakta a jevy vylcZené v predndskdch. Tento ukol,
ktery je stdle prohlubovdn a vyZaduje v geometrii fadu ndkresti, popf. i model,
fadu mensSich studii logickych i analytickych, je zkoumdn podle pfesnych smérnic,
ale s velkou ddvkou volnosti. V pfedndSce predvedl profesor SIEBENTHAL ukdzku
na Sroubové ploSe. Problém feSil v axonometrii, analyticky i uzitim diferencidlni
geometrie. Studoval obrys plochy, rovinné fezy na ploSe, tecné roviny, délku k¥ivek
na plose definovanych riiznymi podminkami, a to i v zobrazeni (pokud je to vhodné)
a vypoctem.

V zdvéru shrnul podstatné a zvldsté podtrhl obory, které se bez geometrie neobe-
jdou. Uvedl, Ze uchvacujici je historie vztahtt mezi geometrii jako oborem vé€dnim
a mezi mcznostmi aplikaci geometrie ve vSech oborech lidské prdace a kultury. Do-
mnivd se, Ze tim prokdzal opodstatnénost tvrzeni, Ze geometrie md plné pravo na
svou neredukovatelnost, na svou autonomii ve sluzbé matematiky a kultury.

Na konec bych rdad pfipojil nékolik svych pozndmek. Referdt ukazuje na zanice-
ného ctitele geometrie, ktery svym teoretickym studiem oboru, jak ukazuje v podrob-
nostech i v ndrysu prdce, dospél k pfesvédéeni o pravdivosti vSech svych tvrzeni.
Pozoruhodné je, Ze podtrhuje harmonii geometrie a schopnost i duleZitost aplikaci
ve vSech oborech kultury. PodtrZeni aplikovatelnosti a jejiho vyznamu je novym
pohledem, ktery se li§i od predchozich ndzortt mnohych védct. To bylo pfijato na
bukuresfském semindfi jako zdvazné novum.
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