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Teorie deterministického chaosu
a nékteré jeji aphkace

cast*)
Ivan Dvofdk, Jaromir Siska, Praha

8. Odhady charakteristik atraktorii z ¢asovych fad

V minulé kapitole jsme zavedli n&které kvalitativni charakteristiky atraktori. Jejich
vypolty jsou zaloZeny na predpokladu, Ze zndme na atraktoru pravdépodobnostni
invariantni miru popisujici frekvenci ,,ndvit&v¢‘ jednotlivych stavii systémi. Pokud
znédme generujici rovnice dynamického systému, je mozno postupy uvedenymi v pied-
chozi kapitole pravdépodobnostni miru odvodit. Vypocet charakteristickych invariant
potom je pouze technicky (byt ne vZzdy jednoduchy) problém.

Situace je mnohem komplikované&jsi, pokud sledujeme redlné existujici systém, ktery
vykazuje chaotické chovdni. U takového systému mdme k dispozici méfeni jistych
signdli jim generovanych (ziskanych zpravidla ve formé Casovych fad), nezndme viak
ani rovnice pfislusného dynamického systému ani invariantni miru na atraktoru ve
stavovém prostoru. Obecné 1ze dynamiku studovaného systému zobrazit v M-rozmér-
ném prostoru, zpravidla plati M > 1. Signdly méfené na systému byvaji zpravidla
jednorozmérné, neddvaji ndm tedy Zddny zjevny ndvod ani pro stanoveni velikosti M.
Metodika vyloZend v této kapitole se zamé&fuje na odhad charakteristickych invarianti
atraktorit u systémd, jejichZ generujici rovnice nezndme. Tento problém se vlastné roz-
padd na problémy dva:

1. Rekonstrukce atraktoru v pfislusném M-rozmérném stavovém prostoru z naméiené
casové fady.
2. Odhad zvoleného charakteristického invariantu z této rekonstrukce.

Pozndmka: Uvedenou metodiku 1ze samoziejmé pouzit i pro ¢asové fady generované
na pocitacich pro dynamické systémy, jejichZ generujici rovnice zndme. Tohoto postupu
se také asto pouzivd. UmoZiiuje jednak testovdni pfesnosti dané metody, jednak stano-
veni hodnot technickych parametrii (délka zpracovdvané &asové Ffady, potfebnd
pfesnost m&feni atd.).

8.1. Takensova metoda ¢asovych zpoZdéni

vvr

Nejjednodussi a patrn& také nejlepsi zpisob, jak rekonstruovat mnohorozmérny
signdl z jednorozmé&rného, je metoda Easovych zpozdéni [14], [21]. Jeji smys] je moZno
shrnout takto (viz obr. 4):

*) 1. &ast &lanku byla oti§t€na v minulém disle.
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Necht piivodni dynamicky systém md topologickou dimenzi (polet os stavového
prostoru) M. Projekci atraktoru do jedné dimenze necht vznikne nd§ mé&feny signdl {x,-}.
Zkonstruujme z tohoto signdlu K-rozmérny signdl x¥, kde :

K

(38) {xi} = {(xis Xitrs Xid27s o0 xi+(K—1)t)} s

kde t je vhodné zpoZdéni (cely ndsobek vzorkovaciho kroku); K nazyvdme dimenzi
vnofeni. Potom, pokud je dimenze vnofeni

(39) K=2M +1,

reprezentuje zkonstruovany proces v K-rozmérném stavovém prostoru pohyb po atrak-
toru, ktery md vlastnosti (a tedy i hodnoty svych charakteristik) shodné s atraktorem
ptvodniho studovaného dynamického systému.

V praxi vyuZivdime této metody ndsledujicim zplsobem: Pfedpokldddme néjakou
(nizkou) dimenzi stanoveného prostoru a zvolime odpovidajici K, napt.K = 1. Z jedno-
rozmérného signdlu rekonstruujeme K-rozmérny signél (pro K = 1 jsou péivodni a re-
konstruovany signdl samozfejmé totozné) a odhadneme n&kterym z postilpﬁ vyloZenych
déle hodnotu pfislu§ného charakteristického invariantu. Pokud zvolené K bude p¥ili§
nizké, bude rekonstruovany atraktor pouze projekci atraktoru plivodniho a zjisténd
hodnota charakteristického invariantu nebude odpovidat. Zv&t§ime-li K o jedni¢ku
a zopakujeme-li cely postup, projekce se zlepsi, a proto i odhad charakteristického in-
variantu bude bliZ§i hodnot& skutecné. DalSim opakovdnim tohoto postupu se miZzeme
dostat aZ do saturaéni oblasti, kdy se hodnota charakteristického invariantu jiz ddle ne-
méni. Pfislu§né K potom povaZujeme za dostate¢né a hledanou saturaéni hodnotu ozna-
¢ime za odhad hodnoty pfislusného charakteristického invariantu.

M - rozmérny K - rozmérny
dynamicky systém / dynamicky systém

X9

jednorozmérny méreny signal
Obr. 4. Rekonstrukce stavové trajektorie n-rozmérného dynamického systému z jednoroz-
merné Casové rady.
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8.2. Politdni invariantii z experimentdlnich dat

Budeme se zabyvat dvéma odliSnymi typy experimentli: po&itaovymi experimenty
a experimenty s redlnymi fyzickymi systémy. Mezi t&mito experimenti je podstatny kvan-
titativni rozdil, ponévadZ dynamické evolucni rovnice s pevnymi poédteénimi podmin-
kami lze studovat na pod&itadi mnohem presnéji neZ na jiném fyzickém modelu. Nicméng
kvalitativnim rozdilem je skuteCnost, Ze pfi pocitaovém experimentu jsou evolu¢ni
rovnice explicitn& zndmy a je proto trividlni spo&itat nap¥. pfimo ,,te¢né zobrazeni* Df*.
Ve fyzickém experimentu umime naopak naméfit pouze body na trajektorii a z nich pak
pomoci interpolaci poditdme derivace.

Je dobré mit na paméti skuteCnost, Ze i kdyZ ddle uvedené metody na ziskdvdni in-
formaci z experimentdlnich dat maji vé&t§inou zdravy zdklad, zaostdvaji je§t€ hodng
za solidni matematickou teorii, jeZ byla prezentovdna v predchozich kapitolach.

Z duvodu jednoduchosti se omezime jen na pocitdni dimenze z experimentdlnieh dat.
Metody zde popsané jsou zaloZeny na vysledcich L. S. Youngové, P. Grassbergera
a I. Procaccii.

Pfedpoklddejme, 7e méme experimentdlni &asovou fadu u(1), u(2), ..., ziskanou pra-
videlnym méfenim za urlity ¢asovy interval. AniZz bychom omezili obecnost naich
uvah, miZeme kvili jednoduchosti pfedpoklddat, Ze u(i) € R. UZitim zpoZd&nych sou-
fadnic zkonstruujeme bod x(i) = [u(i), ..., u(i + n — 1)], a ziskdme tak posloupnost
bodi x(1), ..., v R". Tato konstrukce pfifazuje bodim X(i) z fdzového prostoru jejich
projekei x(i) = p,X(i) v R". Jestlize m je fyzikdlni mira popisujici nd§ systém (tj. m je
nesena ve stavovém prostoru atraktorem), budou body x(i) stejnom&rn& rozd&leny
vzhledem k projekci miry p,m do R". Ve skute¢nosti to neni uplné& vZdy pravda: jestliZe
dasovy interval mezi ndslednymi méfenimi je celoiselny ndsobek ,,pfirozené periody*
systému, napf. je-li systém periodicky nebo kvaziperiodicky, nejsou body x(i) stejno-
mérné rozd&leny. Tyto vyjime&né pfipady lze snadno rozpoznat a zvladnout. Na zdkladg
téchto faktli a s moZnosti ménit n chceme spocitat dimgm. Jinak fefeno, vyjdeme z pied-
pokladu, Ze pro n dosti velké je dimyp,m = dimgm. Skuteéné, je-li dimym < N, pak
pro vétsinu N-dimenziondlnich projekci je dimypym = dimgym.

Piesngji plati:

Véta [22]. Necht0 < M < n. Jestlie E je suslinovskd mno%ina v R" a dim E < M,
existuje borelovskd mno¥ina v prostoru ortogondlnich projekci p: R* - R™ takovd,
Ze jeji doplnék md miru nula vzhledem k pFirozené rotacné invariantni miie na pro-
jekcich a dim pE = dim E pro vSechna p z G.

Nyni bychom samoziejm& potiebovali umé&t dokdzat, Ze nase projekce p, patfi do té
dobré mnoZiny G (coZ by implikovalo dimyp,m = dimgm, pro n dosti velké) z pravé
uvedené v&ty. Nicméng& z vySe uvedeného je patrné, Ze to miZeme (s relativng &istym
svédomim) pfedpoklddat.

Dfive neZ budeme pokradovat ddl, je na misté pfipomenout, Ze z libovolného experi-
mentu ziskdme pouze koneénou ¢asovou fadu, a proto informace, jeZ z ni miaZe byt
ziskdna, md pfirozenou horni hranici; n&které otdzky mohou byt p¥ili§ jemné (anebo
statistické fluktuace p¥ili§ veliké) na to, aby existovala rozumnd odpovéd.
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Algoritmus na po&itdni informa&ni dimenze je zaloZen na ndsledujici v&ts, kterd ddvd
do souvislosti informaéni dimenzi s mirou malych kouli ve fazovém prostoru.
Vé&ta [20]. Necht m je pravdépodobnostni mira na konecné dimenziondlni varieté M.
‘Predpoklddejme, Ze
‘ .. log m|{B(r
(40) | lim 108 M[BL1)] _
. r—0 logr

o

pro m-skoro vSechna x. Pak dimpm = a.
Pozndmka. JestliZe m je ergodickd mira, pak stadi pfedpoklddat, Ze

im log m[B,(r)]
r=0 logr

existuje m-skoro vSude; z ergodi¢nosti pak plyne, Ze limita je skoro vSude konstantni,
a ted rovnd dimy m.
UZijeme nyni nadi posloupnosti x(1), x(2), ..., x(N) v R" pfi konstrukei funkce

(41) C'(i,7) = 1N . card {1 < j < N; d(x(i), x(7)) < 7},

kde d(—, —) je euklidovskd (nebo n&jakd jind ekvivalentni) metrika v R". Funkci
C,(i, r) ziskdme setfid&nim x(j) vzhledem k jejich vzddlenostem od x(i).
Uvédomme si, Ze plati

(42) Nlim C"(i, 7) = (pm) [Boo(7)]

s vyjimkou bodt nespojitosti pravé strany. Piedpokldddme-li ddle, Ze plati

(43) lim lim 281 _ i e [Ba(] _
r-0N-ow logr r=0 logr

pak dimgp,m = a,, a jestlize navic projekce p, je z dobré mnoZiny G, pak «, =n
v pripadé, ze dimgm = n anebo o, = dimym v pfipad€, Ze dimym = n. Experimentdlné
Ize «, ziskat vynesenim log C"(i, r) proti log r a uréenim sklonu ziskané k¥ivky.

Uvedenym zplsobem lze odhadnout z experimentdlnich dat informaéni dimenzi.
Samoziejmé, Ze se miiZe stdt, Ze ziskany vysledek je nesprdvny: napf. projekce p, ne-
musi byt z dobré mnoZiny G. Aby ziskany vysledek mél nadé&ji byt spravny, musi «, byt
pro dosti velkd n na n nezdvislé; s vétSim N by se vysledek nemél podstatn€ zménit
a téZ by mél byt nezdvisly na volb& indexu i.

Abychom odstranili ndhodné fluktuace a vylepsili statistiku ziskanych vysledki,
je moZno spoéitat dimenzi jako pramér z «, pro n€kolik riznych x(i). Zpisob s poti-
tdnim priim&ru ze viech o,(i) pouZili k pogitdni dimenze Grassberger i Procaccia a téZ

Takens. Pfi tomto postupu se pocitaji prameéry
C'(r) = JLVZC”(i, r) = NL"Z card {uspof. dvojice [x(i), x(j)] takové,ze d(x(i), x(j)) < r}

a dimenze je pak definovdna

lim lim 1-0~g——c(l—’r) =v,.
r-0 N-o IOg r

158 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, rocnik 36 (1991), &. 3



Vétsina Etendit md asi v této chvili pochybnosti, zda takto definovand dimenze je
vskutku informaéni dimenze. Jejich pochyby jsou pln€ namist€ — v, nemusi byt rovné
informaéni dimenzi. Tato novd dimenze se nazyvd korelani dimenze a obecné pro ni
plati, Ze je men3i nebo rovnd informadni dimenzi; hypotéza je, Ze pro ,,vétSinu‘‘ atrak-
tort plati a, = v,. Korelaéni dimenze md pfi pocitdni z experimentdlnich dat lepsi
statistiku neZ informa&ni dimenze, a proto je v soudasnosti nejéast&ji poéitanou dimenzi.
Navic je nutno si uvédomit, Ze problémy s pfipadnou nerovnosti obou dimenzi nastdvaji
az pii limitnich pfechodech v jejich definicich, a tedy nikoli pfi vypo&tu z koneéns
mnoha dat.

PfestoZe metoda Grassbergera a Procaccii neni pIn& matematicky zdtvodnéna, lze ji
s trochou opatrnosti uZivat k ziskdvdni reprodukovatelnych vysledki. S pouZitim pri-
mérné vypodetni techniky je s ni moZno poditat Gsp&$né aZ do n = 5.

1n C(e)

0r——-— “"____—-__T

Obr. 5. Zavislost log C(¢) na In & pri
odhadu korela&ni dimenze.

-10

0 Inc¢
oblast oblast oblast
Sumu signalu saturace

Pozndmka. Vynesme napocitané hodnoty log C*(r) jako funkci log r. Pak pro mald r
typicky dostaneme diky Spatné statistice shluk bodd. Pokud v méfeném systému neni
pfili§ mnoho Sumu, existuje potom interval (ro, ry), ve kterém vynesend data leZi prak-
ticky na pfimce. Pro r = r; by se kfivka proloZend body zalala ohybat v disledku
nelinedrnich efektd. Interval (rq, r4) je intervalem, ve kterém rozdgleni vzddlenosti mezi
dvojicemi bodi je statisticky vyznamné (viz obr. 5). Pro odhad korela¢ni dimenze proto
nakonec pouZivime pouze vzddlenosti padnouci do uvedeného intervalu (7o, ;). Od-
hadnuté &islo pak neni ovSem limitni hodnotou podilu logaritmii C"(i, r) a r pro r — 0.
V novéjsi literatufe se proto pro tuto veli¢inu setkdvdme s oznadenim ,,koreladni
exponent*‘,

Vratme se na zdvér k jiz uvedenému postupnému zvySovdni dimenze n. Uvedenymi
metodami se ziskd vZdy hodnota pfislusného charakteristického invariantu v zdvislosti
na zvoleném n. Na obr. 6 je ukdzdna jako pfiklad zdvislost korelaéni dimenze v, na n
pro rizné typy procest.
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Kdybychom postupem vyloZenym v této kapitole pocitali korelaéni dimenzi pro
»,skutetn& ndhodny*“ proces (napf. Browniiv pohyb), dostali bychom pro kazdé n di-
menzi vnofeni — Cislo blizké n. Teoreticky je korela¢ni dimenze ,,skute¢né ndhodného**
procesu vZdy rovna dimenzi celého stavového prostoru. Vyplyvd to ze skuteCnosti,
Ze pti rekonstrukci n-rozmérného signdlu z pivodni 1-rozmérné realizace vyplni dany
signdl vZdy podprostor stanoveného prostoru o stejné topologické dimenzi. Jestlize
tedy ani pro nejvétSsi n umoZnéné pouZitym poditaem nedojde k saturaci hodnoty
korela¢ni dimenze, znamend to jednu ze dvou moZnosti:

1. Bud je pfislu$nd dimenze stanoveného prostoru odpovidajiciho studovanému systému
vétsi nez n,
2. nebo je studovany proces skuteéné ndhodny. :

Mezi témito dvéma moZnostmi nemiZeme rozhodnout pomoci poéitadl, jejichz
moZnosti jsou koneéné. Znamend to, Ze jsme schopni detekovat jako chaotické pouze
procesy, které probihaji ve stanoveném prostoru s relativné nizkou dimenzi. Chaotické
procesy probihajici ve stanoveném prostoru s dimenzi > 100, v naSich podminkéch jiZ
dokonce > 10, nejsme prakticky schopni odlisit od procesii skuteéné ndhodnych.

Vysledky vypoéti koreladni dimenze riiznych signdli v zdvislosti na dimenzi vnofeni
ukazuje obr. 6.

9, Aplikace v biologicko-lékai'ské oblasti

V piedchdzejicich kapitoldch jsme se sezndmili se zdklady teorie deterministického
chaosu. Jeji vznik a rozvoj byl v riiznych etapdch pfimo stimulovdn problémy vznikaji-
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cimi na poli fyzikdlniho, chemického a biologicko-léka¥ského vyzkumu. Zdkladni préce
Lorenzova v oblasti meteorologie byla jiZ uvedena. Ve fyzikdIni oblasti se v€novala
teorii deterministického chaosu nejvét§i pozornost v souvislosti se studiem vzniku
turbulence v proudicich kapalindch. V chemické oblasti se tusi nejvétsi vyuZiti pfi popisu
vzniku prostorové proménnych-struktur, jejich pfikladem je zndmd Bé&lousova-Zabotin-
ského reakce. Autofi tohoto sd€leni se zabyvaji aplikaci teorie deterministického chaosu
v oblasti biologicko-1éka¥ské; ndsledujici vyklad se proto soustfeduje na tuto oblast.
Oblast biologickych jevi se jevi jako velmi vhodnd pro vyuZiti uvedené teorie zejména
ze dvou dtvodu:
1. Chovdni Zivych objektd neni ndhodné, je Fizeno Casto velmi sloZitymi, ale v zdsad&
deterministickymi zdkonitostmi. '
2. Signdly mé&Fené na biologickych objektech maji ve velké vétsiné chaoticky charakter.
Ze Sirokého spektra vyuZiti deterministického chaosu pfi studiu biologickych jevii
jsme zvolili pro ukdzku dvé& oblasti, které se jevi jako nejvice stimulujici pro:'zpétny
rozvoj matematické teorie. Prvni oblasti jsou matematické modely ekologickych spole-
Censtev. Ndsledujici ukdzka ilustruje postup, jak lze dospét k jednoduchym funkénim
modeliim vykazujicim chaotické chovédni. o
Druhou oblasti jsou neurobiologické systémy. Zde sahd oblast uplatnéni teorie deter-
ministického chaosu od elektrickych projevii membrén nervovych bun€k aZ po studium
globélnich signdld, jako je elektroencefalogram (EEG).

9.1. Chaos v ekologickych systémech

Ekologickd spoleCenstva jsou charakterizovdna zpravidla velkym mnoZstvim vzd-
jemné interagujicich organismi, jejichZ detailni matematické modely vedou k velmi
rozsdhlym a zcela neprthlednym soustavdm rovnic. Postupujeme proto Casto tak, Ze
jeden druh si v ekologické nice oznadime za vyznamny a vliv vSech ostatnich shrneme
do né&€kolika mdlo parametrii modelu. Ty reprezentuji ,,vliv* okoli na vyvoj poctu
jedinct populace daného druhu. Zp&tné plisobeni daného druhu na své okoli samo-
zfejmé také musime vzit n&jakym zpisobem v uvahu.

Omezme nyni naSe uvaZovdni na populace (napf. hmyzu), které maji kazdy rok
pouze jednu generaci a prakticky pfitom nedochdzi k pfekryvu generaci. Vyvoj po&tu
jedincti X dané populace v zdvislosti na &ase ¢t miZe pak vypadat jako na obr. 7.

JiZ z tohoto obrdzku je patrné, Ze studovat pocet jedinct populace v kaZzdém Casovém
okamZiku je vlastn€ zbytené. Na zvolené trovni presnosti uplné postaéi, budeme-li
sledovat pramérny pocet pfislu$nikid populace v kaZzdém roce.

Oznacime-li T délku periody (tj. jeden rok), bude tento priimé&rny polet X, definovdn
vyrazem

X, = [T x(1) dt,

kde index n znadi pfislusny rok. O tomto prim&rném po&tu miZeme pfedpoklddat,
Ze plati

(44) X1 = E(X,). F(X,).
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: ){(t).
[pocet]

Obr. 7. Vyvoj podtu jedincu populace
ﬂ . ‘ s neprekryvajicimi se generacemi.

n nll n+d n+3 n+d n+5 t [roky]

Funkce F zde predstavuje ndrlst dané populace v roce n + 1. O ném miZeme pfed-

poklddat, Ze je pfimo imérny poctu pfislusnikt populace v pfedchozim, tj. n-tém roce

(45) ' F(X,) =fX,,

f znadi fertilitu populace. Funkce E zde reprezentuje vliv okoli, ktery uréuje ,,pravdé-

podobnost pieziti* jiz narozenych jedinci. Na pfijaté Grovni aproximace miizeme pred-

poklddat, Ze plati

(46) E(X,) = K — ¢X,,

tj., Ze ,,pravdépodobnost pfeZiti‘‘ je v n + 1-nim roce tim mensi, &im byla v n-tém roce

populace v&t§i. Tato volba funkce E tedy reprezentuje jakési vySerpdni potravinovych

zdroji. Pfedpokldddme K a ¢ samoziejmé takové, aby hodnoty E byly pouze kladné.
Dosadime-li vztahy (45) a (46) do rovnice (44), dostaneme diferenéni rovnici

X1 = (K - an)'an,

kterou zavedenim novych proménnych

Y, = eX,

K

a nového parametru a = fK prevedeme na tvar
(47) Yoer = aX(1 = Y,).

Ten pfedstavuje jednoduchy matematicky model dynamiky ekologické populace
s neprekryvajicimi se generacemi. Sledovdni ekologického problému — studium poétu
pfislusnikt populace s nepfekryvajicimi se generacemi — bylo tak pfevedeno na feSeni
problému matematického — Feleni rovnice (47). Pro toto studium pak miZeme vyuZit
vSech metod chaotické dynamiky, o kterych jsme se dozvédéli v minulych kapitoldch.

Chovéni tohoto modelu nemiiZe byt zddnlivé sloZité. Rovnice (47), které se n&kdy
fikd Mayova nebo Feigenbaumova, je vlastng pouze diskrétni verzi tzv. Verhulstovy rov-

nice pouZivané pro popis (spojitého) vyvoje pottu prislusniki réiznych populaci jiz od
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roku 1845. O Verhulstové rovnici je zndmo, Ze vykazuje pomérné jednoduché chovéni;
jejt ¥eleni se pro libovolnou potdtetni podminku monoténné bliZi staciondrnimu stavu.

Zcela jinak je tomu u rovnice (47), jejiz YeSeni v zdvislosti na-hodnoté parametru o
vykazuje celou §kdlu riiznych typt chovdni od zcela jednoduchého s jednim stabilnim
pevnym bodem aZ po chaotické.

PInd analyza zdvislosti feSeni na hodnoté parametru a je pomé&rné rozsdhld a je uve-
dena napf. v Mayov& &ldnku v Nature [7]. Zde se omezime pouze na nastin&ni jejiho
postupu. -

Pouzitd normalizace byla zvolena tak, aby normahzovane hodnoty Y, lezely v intervalu
[0,.1]. Celkem snadno se lze pfesvédCit, Ze pro splnéni této podminky je nezbytne
aby a bylo z intervalu [0, 4].

Naleznéme nejdfive staciondrni ¥gSeni rovnice (47) t_] takovd, pro které plati Y,,+ 1=
=Y,..Ihned vidime, Ze jsou to body

(48) - Y,=0ay=%"1
o

Pokud je a < 1 (uvaZujeme pouze a > 0), nemd druhé staciondrni feSeni rovnice (47)
smysl — primérny pocet pfisluSnikli populace musi byt kladny V takovém pripadg
existuje pouze jeden staciondrni stav Y, = 0.

Chovdni populace lze dobfe zndzornit na obrdazku, kde vyneseme zdvislost pravé
strany rovnice (47) jako funkce Y,. Zvolime na ose ¥, n&jakou vychozi hodnotu. Hodno-
tu Y,,; v ndsledujicim roce dostaneme tak, ¢ v daném bod& Y, vztyéime kolmici
a v jejim prasediku s parabolou aY,(1 — Y,) vedeme rovnob&zku s osou Y,. Priisetik
této rovnob&Zzky s osou prvniho kvadrantu uddvd hodnotu Y, ;. Promitneme ji zpét
na osu Y, a postup opakujeme; dostédvdme tim hodnoty jednotlivych iteraci (v naSem
ptiklad® pramé&rné polty ptisludniké populace v postupnd ndsledujicich letech). Zaji-
mav&j§i je situace a > 1. Objevuje se druhy staciondrni stav, ktery je priiseSikem
paraboly Y,,; = a. Y,(1 — Y,) s osou prvniho kvadrantu. Tento stav miiZe byt stabilni,
nebo nestabilni. Stabilita druhého staciondrniho stavu zdvisi zjevné na hodnot& derivace
pravé strany rovnice (47) ve staciondrnim bodg. Ta je rovna 2 — a, tedy op&t zdvisi
na parametru a. Pro a > 2 je tento staciondrni stav nestabilni. Dalsi analyza ukazuje,
Ze pro hodnoty parametru a trochu vétsi neZ 2 md rovnice (47) stabilni oscilujici feSeni
s periodou dvé.

V urditém rozmezi hodnot a je toto feSeni stabilni; pfi dal§im zvySovdni hodnoty
parametru a v§ak svou stabilitu ztrdci a misto n€ho vznikne stabilni ¥eSeni s periodou 4
(tzv. period doubling). P¥i dal§im zvySovdni hodnoty a zdvojovéni periody stabilniho
feSeni pokracuje. Hodnoty parametrd a, pro které dochdzi ke zdvojovdni periody
stabilniho FeSeni, konverguji k &islu a,, = 3,5699456. Pro né&které hodnoty para-
metru a v&t§i neZ a,,, md systém (47) chaotické chovdni.

Pro biologické aplikace prindsi tento pfiklad jeden poznatek, Ze totizZ md smysl hledat
jednoduché modely i pro systémy s velmi sloZitym chovdnim. V tomto pfipad& md uve-
deny model navic tu vyhodu, Ze prom&nnd modelu (prim&rny podet ptislusnika populace
v daném roce) je veliina jednoduse odvoditelnd z experimentdlnich m&feni. Tak tomu
ovsem vzdy byt nemusi — vzpomeifime na Lorenziv model, kde prom&nné modelu sou-
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visi s ptivodnimi fyzikdlnimi prom&nnymi velmi sloZitymi vztahy. I kdyZ pro systém se
sloZitym chovdnim existuje jednoduchy model, neni nikde zarueno, Ze tento model
Ize formulovat v bezprostfedn& méFitelnych veliéindch. :

Vrafme se je§t& k pfechodu od staciondrniho chovéni systému (47) proa <1k slon-
tému chovani pro a = a,,.

Prévé naznaeny typ tohoto pfechodu se nazyvd Feigenbaumiiv scéndi (vyrazu scéndf
pro piechod od striktniho uspofdddni k' chaosu se pouZivd jako synonyma ke slovu
priib&h). Krom& n&ho je zatim zndmo a pojmenovdno pouze nékolik dalSich scéndfil
(Ruelletiv-Takenstiv-Newhousetiv a Pomeautiv-Manevilliv). Zajimavé pfitom je, Ze
typ scénédfe zdvisi pouze na typu pfitomnych nelinearit v danych rovnicich dyna-
mického systému, a viibec ne na piivodnim fyzikdlnim (nebo biologickém) charakteru
systému, jehoZ dynamiku dané rovnice popisuji. Tyto scéndfe tedy naznaduji moZnost
jakychsi univerzdlnich dynamickych zdkonii. Z teoretického hlediska tedy jejich objeveni
Ize chdpat jako zatim nejv&tsi pfinos teorie deterministického chaosu biologickym véddm.
Jako komplement ke ,,strukturdlni univerzalit€‘c dané DNA a proteiny nabizi ,,dynamic-
kou univerzalitu* danou zdkony pfechodu mezi uspofdddnim a chaosem.

9.2. Chaos v neurobiologickych systémech

Neurobiologické systémy pfirozenym zpisobem pfitahuji pozornost hledaca chaosu,
nebot generuji vesmeés signdly velmi nedeterministického priibéhu. Seznam literatury
([27]-[36]) ukazuje, jak velikd pozornost byla chaosu v neurobiologickych systémech
dusud vénovana. Publikované prace pokryvaji fadu irovni organizace nervové tkdné —
od chaotickych jevit na membrédndch nervovych bungk [27] pfes chaotickou dynamiku
jednotlivych excitabilnich bun&k [28], [29], [36] aZ po chaotické vlastnosti globdlnich
elektrickych projevit mozku [30]—[33]. Dosavadni vysledky je moZno shrnout takto:

A. Membrdny nervovych bunék

Membrédny excitabilnich bun€k tvori velmi sloZity systém, jehoZ struktura je zndma
pouze ¢dstené. Lze povaZovat za jisté, Ze dynamika jejich excitace se vyznacuje fadou
nelinedrnich efektlt — vznik chaotickych rezimil by byl tedy moZny. Tuto moZnost po-
drobng ilustruji n&které teoretické modely [27]. Experimentdlni poznatky jejich zdvérim
neprotifedi, konkrétni analyzu naméfenych experimentdlnich dat pomoci metod chaotic-
ké dynamiky v této oblasti v§ak dosud postrdddme.

B. Jednotlivé excitabilni buiiky

MoZnost vzniku chaotickych reZimt pfi generaci vzruchit aktivnimi nervovymi buiika-
mi byla studovéna teoreticky i experimentdlng. Teoretické modely [28] ukazuji, Ze za
piedpokladu dostate¢nych nelinearit (ktery neodporuje nasim experimentdIlnim poznat-
kim) mohou excitabilni butiky generovat série ak&nich potencidli odrdZejicich chaotic-
kou dynamiku. Experimentdlni studie provddéné Rappem a kol. [29], [30] viak ddvaji
mnohem méné jednoznatné vysledky. Aplikace metod chaotické dynamiky (konkrétn&
vypodty korelani dimenze) na série akénich potencidli generovanych riznymi typy
neurontl (registrovanou promé&nnou zde byl &asovy interval mezi dv&ma impulsy)
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ukdzala, Ze zkoumané neurony lze rozdélit do dvou skupin. Neurony prvni skupiny
ddvaly ofekdvané vysledky potvrzujici existenci chaotické dynamiky (hodnota korela&ni
dimenze se saturovala s rostouci dimenzi vnofeni na kone¢né hodnot&), zatimco neurony
druhé skupiny se zddly generovat ndhodny proces (nebo alespoii chaoticky proces velmi
vysoké dimenze — pro rostouci hodnoty dimenze vnofeni korelaéni dimenze neustdle
stoupala). Uvedené vysledky viak dosud nebyly potvrzeny z v&tiiho po&tu laboratofi,
nelze tedy vyloudit, Ze nejde o artefakty.

C. Globdlni elektrické signdly — EEG

Studiu moZného chaotického charakteru globdlnich elektrofyziologickych signdla
byla v&novdna pozornost v fad& laboratofi, a to patrné zejména pro perspektivu mozZné-
ho vyu#ziti ziskanych poznatkit v klinické diagnostice. Nejv&tsi pozornost byla vénovdna
EEG, nebof jde o mozkovy signdl nejvice sledovany v klinické praxi, v dtsledku toho
se tento typ dat nejsnadngji ziskdvd. Této otdzce se vénuje nejméné pét laboratofi:
Center for Nonlinear Studies v Los Alamos (G. Mayer-Kress), Université Libré, Brusel
(A. Babloyantz), Medical College of Pennsylvania, Philadelphia (P. E. Rapp), Medizi-
nische Hochschule Lubeck (E. Basar) a Vyzkumny dstav psychiatricky*) ve spolupraci
s matematicko-fyzikdlni fakultou UK v Praze. V fadé dalsich laboratofi se o této moz-
nosti uvaZovalo (napt. Ustav aplikované fyziky AV SSSR, Gorkij), prdce zde vétSinou
skonéily pro nedostatek technického zaji§téni. Vysledky dosaZené na jednotlivych pra-
covistich lze zatim pouze t&€Zko porovndvat — méfeni analyzovaného EEG byla vétSinou
provddéna v riiznych fyziologickych a patologickych stavech probandi, které znaéné
ovliviiuji charakter daného signdlu. Navic u vétSiny publikovanych vysledki se neuvadéji
ani parametry registrace ani pfesné popisy numerickych procedur (jejichZ volba miiZe
ziskané vysledky vyrazn& ovlivnit) a ani pfesnost ziskanych vysledkd. U n&kterych publi-
kovanych vysledkli vznikd proto pocit, Ze jde o numerické artefakty.

Pied srovndnim vysledkl analyzy EEG pomoci metod.chaotické dynamiky ziskanych
riznymi pracovi§ti uvedeme struén& né€kolik zdkladnich fakth pro &tendfe, ktefi nejsou
obezndmeni s charakterem EEG signdlu a zpisobem jeho registrace.

EEG (elektroencephalogram) je zdznam &asového prib&hu elektrického potencidlu
registrovaného plochou elektrodou na povrchu skalpu oproti vhodné zvolené referenéni
elektrodé. Jeho amplituda je 3—100 puV, frekvenéni rozsah 0,5—50 Hz. Elektricky
potencidl se zpravidla registruje na n&kolika mistech na hlavé (4, 8, 16 nebo 32) zvanych
registraéni kandly. Rozmisténi registraénich mist je pfesné definovdno pomoci stan-
dardné stanovenych schémat; v soudasné dobé se nejéastéji pouZivd tzv. unipoldrni
10—20 Jaspersovo schéma.

Jak je patrné z obr. 8, md EEG velmi nedeterministicky priib&€h. Tradi¢né& se pro jeho
analyzu pouzivaly metody teorie ndhodnych procesti, zejména frekvenéni metody.
I kdyZ jejich pfinos pro klasifikaci typtt EEG signdlii nelze podcefiovat, vyznaduji se
i obecné zndmymi nedostatky. V uvedenych laboratofich proto vznikla myslenka ana-
lyzovat EEG jako chaoticky proces.

*) Od roku 1991 se tento tstav nazyva Psychiatrické centrum Praha.
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. Zékladni pouZivany postup je ve vSech zminénych laboratofich pfibliZzn& stejny.
EEG se digitalizuje (nejeast&ji frekvenci 128 —250 Hz). Z jednorozm&rného digitalizo-
vaného signdlu se podle Takensovy véty rekonstruuje vicerozmérny signdl. Jisté problé-
my zde plsobi volba vhodného &asového zpoZdéni t pfi konstrukci zpozd’ovanych
soufadnic. Obvykle se jeho hodnota voli jednim z té€chto tfi zplsobi:

a) Na zdklad& zkuSenosti jako polovina reciproké hodnoty dominantni frekvence
signdlu (u EEG je dominantni frekvenci frekvence a-aktivity ~10 Hz, tomu odpovidd
© & 0,05s). ;

b) Na zdklad® vypodtu vzdjemné informace daného signdlu a signdlu zpoZdéného o ©
jako funce 7; optimdlni ¢asové zpozdéni odpovidd prvnimu minimu této funkce.

¢) Na zéklad& vypo&tu autokorelagni funkce daného signdlu; optimdlni asové zpozdéni
odpovidd hodnot€ 7, pro kterou autokorelaéni funkce prochdzi poprvé nulou.

Pro EEG signél davap vSechny metody pfibliZn€ stejné vysledky v rozmezi 0,025 az
0,06 s.

Normdlni EEG pro rdzné kahdly

Frontdlni ssmo i Mt VA A A s A A A AR

Tempoi‘élnl’ A A ANt A APANACNAANAN S bt s P AU PN N At AN AN ANt
Okcipitélninw/M/(w«WMw\AWMh

EEG pfi raznych stavech mozku

Oteviené oci WM’AW
Zaviené oti MWMNWMMMW

Vzruseni WWWMWMWAA’««
Dspalost WMNWM

Hluboky spdnek ~/1/«b@4Af~Auw1/«k/ALAhf/LA““AAq”“
Koma WW

i Obr. 8.: Ruzné prubghy EEG.
EEG pfi raznych formdch epilepsie

Grand mal ﬂ»«»»—4ﬁum4ﬂhﬁmﬂ4m1/L/WAL/“m4&;’\Uﬂ.af\/“¢—
Petit mal“‘“’wWVVWWN\M
Hypsarytmie WAWW\/\/‘/(/\/‘-
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Z mnoha moznych deskriptorii chaotickych atraktort se v§echna uvedend pracovist
soustfedila na vypocet korela&éni dimenze, pro ktery jsou zndmy nejpraktitt&jsi algorit-
my. A Babloyantzovd v Bruselu publikovala i n&které dil&i vysledky vypo&tu ljapunov-
skych exponenti; podobné pokusy provddéné na MFF UK zatim nevedly k uspokoji-
vym vysledkiim. V dal§im vykladu se proto omezime pouze na vysledky vypodti kore-
lacni dimenze.

Podstatnou otdzkou pfi vypoctu libovolné charakteristiky podivného atraktoru je
otdzka jeho dostateCné reprezentace, tj. minimdlni délky ¢asové fady nezbytné pro do-
sazeni ndhodnych vysledkti. Obvykle se za minimdlni povaZuje 1000 vzorki; s rostouci
odhadovanou dimenzi tento poCet oviem stoupd [37]. Vypo&ty korelagni dimenze rtizné
dlouhych usekt EEG signdlu a jejich srovndni ukdzaly, Ze teprve od 10 000 vzorki vyse
jsou vysledky stabilni a nezdvislé na poloze volby vzorku z delSiho signdlu. Pfi vSech
ddle uvddénych vypodtech se proto brala jako vychozi délka 12 000 vzorki, tj. pfi frek-
venci vzorkovdni 200 Hz 1 minuta EEG. Vzhledem k tomu, Ze pfi vypoétu korelaéni
dimenze se pracuje se vzddlenostmi jednotlivych bodi rekonstruované trajektorie,
predstavuje 10* vzorkdt ~ 5. 107 vzddlenosti. Vyhodnoceni t&chto vzddlenosti je velmi
ndro¢né na strojni &as. Ve v&tSin& laboratofi (prakticky s jedinou vyjimkou G. Mayer-
Kresse, ktery disponuje v Los Alamos superpogitatem CRAY-1) se proto pfistoupilo
k riznym metoddm ndhodnych vybérii. Na naSich pracovistich jsme testovali nékolik
takovych metod; ukdzalo se, Ze pouzitd metoda miiZze dosti znacné ovlivnit vysledky.
Jestd vétsi zdvislost vysledkti se ukdzala na délce analyzované asové fady. Pro krat¥i
fady (do 1000 vzorkii) byla korelacni dimenze EEG zpravidla podstatng niZsi (~3—4),
pro fady délky nad 10 000 vzorkt vychdzela korela¢ni dimenze ~5—10. Toto rozmezi
také pokryvd kdlu vysledkil obdrZenych na jednotlivych pracovistich, které viak —
jak jiz bylo feeno — jen téZko lze mezi sebou srovndvat. V zdsadé je mozZno fici, Ze
mé&feni Babloyantzové a Rappa s jejich spolupracovniky ukazuji spiSe na niZ§i hodnoty
koreladni dimenze EEG (2—4), zatimco vysledky Mayera-Kresse a praZskych pracovist
dévaji hodnoty spise vy3si (6 —10). Neni vylougeno, Ze niZ8i obdrZené vysledky jsou nu-
merickymi artefakty vyplyvajicimi z pfili§ malé délky zpracovdvaného tuseku signdlu;
tomu nasv&d&uji i n&které nale studie [31]. V této souvislosti Mayer-Kress [38] upo-
zorfiuje rovné€Z na velkou chybu vysledki, kterou pouzivany Grassbergertiv-Procaccitiv
algoritmus zpravidla ddvd.

Na pfesné stanoveni hodnoty korelaéni dimenze EEG bude nutno jesté pockat, az
bude k dispozici vice nezdvislych méfeni. V kaZzdém piipadé vSak uvedené vysledky
poskytuji doklady pro oprdvnénost pfistupu k EEG jako chaotickému signdlu. Saturace
korelaéni dimenze na koneiné hodnoté i pfi neustdlém zvySovdni hodnoty dimenze
vnofeni potvrzuje pfedpoklad, e EEG md (krom& nezbytného ndhodného Sumu) téZ
velmi vyraznou deterministickou komponentu.

Dalsim krokem, o ktery se v¢tSina uvedenych pracovist pokusila, bylo studium zd-
vislosti hodnoty vypoctené korelaéni  dimenze EEG na mentdlnim stavu probanda.
Zde nejsou jednotlivé vysledky viibec srovnatelné. Pro¢ tomu je tak, ilustruje ndzornd
obr. 9, shrnujici vysledky naSich experimentii. Hodnota vypoétené korela¢ni dimenze
pro signdly registrované ve dvou riiznych kandlech, centrdlnim (C4) a okcipitdlnim (O2),
je zde vynesena pro riizné mentdIni stavy probanda — relaxované bdéni (zaviené o&i),
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Obr. 9. Zavislost hodnoty korelaéni
dimenze. EEG na mentalnim stava
probanda a mist€ registrace.
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bdeni (oteviené oti) a mentdlni aktivitu (opakované postupné odetitdni 13 od 1000).
Z obrdzku je patrné, Ze pti pfechodu mezi jednotlivymi mentdlnimi stavy se EEG v riiz-
nych kandlech chova rtizné. Zatimco v centrdlni oblasti vypo&tend korelaéni dimenze
klesd, v okcipitidlni oblasti stoupd. Tento vysledek neni v rozporu s b&Znymi pfedsta-
vami o intenzité procesii probihajicich v uvedenych ¢dstech mozku, pfi danych mentdl-
nich stavech; je viak pfipomenutim faktu, ¢ EEG je velmi komplikovany signdl. Naddle
patrn€ nemd viibec smyslu hovofit o korela¢ni dimenzi EEG; md smysl pouze hovofit
o korelaéni dimenzi EEG registrovaného v daném kandlu a pfi daném mentdlnim stavu
probahda. ,

- Podrobnd analyza charakteru EEG pomoci metod chaotické dynamiky na uvedenych
pracovistich ddle pokraduje. Nakolik je moZno soudit z ndznaki v literatufe ubird se
hlavn& dvéma sméry: ‘

a) analyza daSich typit EEG signdlii (patologické signdly — epilepsie, spinkové EEG
atd.), . , k

b) vypotty jinych typti deskriptorii podivnych atraktord z EEG signdli (K — entropie,
ljapunovské exponenty).

9.3, Nékolik spekulaci zavérem

Na zdklad€ poznatkii vyloZenych v predeslych odstavcich se domnivdme, Ze sloZité,
nepredikovatelné chovdni biologickych systémi miizeme nékdy interpretovat jako cho-
védni chaotické. M4 tedy smysl i pro systémy vykazujici chovdni zjevn€ velmi kompli-
kované hledat jednoduché matematické modely. Vime vSak jiz také, Ze tyto modely
nemusi byt moZné formulovat v bezprostiedné méfitelnych veli¢indch.
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Nyni jiz zndme fadu riznych biologickych systémi, o kterych se domnivdme (af jiz
pomoci analyzy jejich matematického modelu nebo na zdklad€ analyz experimentdlnich
dat), Ze maji chaotické chovdni. Musime se ptdt: md tento jev n&jaky vyznam? Jsou
systémy generujici chaotické procesy v néjakém smyslu lepsi nez systémy se staciondr-
nim nebo oscilujicim chovdnim ? Nebo je vyskyt chaotickych procesii pouze ndhoda ?

Odpovédné fesit tyto otdzky dosud neumime, nebot pro fundovanou odpovéd mdme
zatim pfili§ mdlo praktickych zkuSenosti s redlnymi systémy, které maji chaotické chovd-
ni. Uvahdm o roli chaotickych procesi v p¥irodg se vénuje fada publikaci [39]—[41].
V soucasné dobé se jiz sformovalo nékolik ndzord, které viak zatim lze oznadit jen za
pouhé spekulace.

Prvnim je ndzor, Ze chaotické chovdni je patologie. Jeho autorem je patrné M. C.
Mackey [42], ktery zaved] pojem ,,dynamickd nemoc*‘. V Mackeyové pojeti tento termin
oznaduje patologické fungovdni fyziologického systému, ktery se ve své anatomii
a morfologii nijak neli§i od systému zdravého; ¢im se vSak odliSuje, je jeho dynamické
chovéni. Jeho projevem muZe byt pravé chovdni chaotické. Mackey dokumentoval sviij
ndzor vysledky studii chaotického chovéni pfi krevnich onemocnénich.

Uvedeny ndzor nelze zcela vyvrdtit, tim spiSe, Ze alesponi v systémech studovanych
Mackeyem (ale i n&kterych dalsich) se chaos skute¢n& zdd byt piiznakem patologie.
Na druhé strané€ to nebude patrné platné pro vSechny systémy — staci vzpomenout
pfedchoziho odstavce, kde jsme studovali EEG. Chaotickym charakterem se- EEG
signdl vyznacuje i u zcela zdravého jedince.

Dalsim moZnym vysvétlenim, jehoZ patrné nejzndméj§im zastdncem je W. Ebeling
z Humboldtovy univerzity v Berling je, Ze chaotické chovdni je vyznamné pro optimali-
zaci chovdni biologickych systémt. Tento ndzor predpoklddd existenci uréitého (sloii-
tého) kritéria definujici optimdlni stav biologického systému. Nalezeni tohoto stavu
ovSem neni jednoduché, nebot funkce definujici kritérium miiZe byt velmi sloZita s mnoha
lokdlnimi extrémy. Pfi teoretickém studiu takovych sloZitych optimalizaci se nejlépe
osvédCily metody kombinujici cilené hleddni s ndhodnou prochdzkou. MuzZe byt, Ze
chaotické chovdni n€kterych systémi slouZi jako generdtor ndhodného procesu v procesu
optimalizace chovéni biologickych systémii vysSich urovni. Obdobné zdiraziiuje vyznam
chaotického chovéni pro adaptaci i Conrad [41]. Tato hypotéza by oviem zasluhovala
podrobngjsi studium.

Autofi tohoto ¢ldnku se nejvice pfikldnéji k ndzoru, Ze chaotické chovdni nékterych
dynamickych biologickych systémil je nevyhnutelnym dusledkem jejich vnitini struk-
tury. Vime, Ze v prub&hu evoluce si jak jednotlivé Zivé systémy, tak i celd jejich spole-
Censtva vyvinuly fadu adaptadnich mechanism@ umoZiiujicich p¥eZiti v krajn& promén-
nych vn&jSich podminkdch. Neni nerozumné predpoklddat, Ze tyto mechanismy zahrnuji
dva typy regulaci: na jedné strané lokdln& orientované reguldtory zaruduji velikou
citlivost na zmény okolnich podminek (a proto umoZiiuji rychlou adaptaci), na druhé
strané globdlIni reguldtory udrZuji systém neustdle v uritych mezich (a stabilizuji tak
urditou integritu). Z teorie reguladnich dynamickych systémi@ vime, Ze takové regulace
je mozno realizovat pouze systémy se silnymi nelinearitami. Je moZné, Ze systémy pro-
dukujici chaotické chovdni jsou prdvé ty, které maji optimdlni vlastnosti z hlediska spoje-
ni lokdlnich a globdlnich regulaci, nebof prdvé u nich pozorujeme velkou citlivost
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na zmény vnéjsich podminek ve spojeni s jistou globdlni stabilitou. Neni samoziejmé
ani vyloucgeno, Ze na kazdém z uvedenych vysvétleni je néco pravdy nebo také, Ze chaos
u riiznych biologickych systémi bude mit riizné vysvétleni.

10. Zavér

V naSem sd€&leni jsme se pokusili podat zdkladni ndstin teorie deterministického chaosu
a jejich moZnych biologickych aplikaci. Vyklddand teorie je ve stadiu prudkého rozvoje
a v dusledku toho vybér vyklddaného materidlu nese jist& rysy subjektivity. Navic stoji
teorie deterministického chaosu na pomezi nékolika jiZ dobfe zavedenych matematic-
kych disciplin (kvalitativni teorie diferencidlnich rovnic, teorie ndhodnych procesi,
teorie informace, topologie); to pfind3i i jisté problémy terminologické. I pfi relativnd
velkém rozsahu sd€leni se ndm samoziejm& nepoda¥ilo zahrnout do textu viechny zaji-
mavé ideje a metody, které bychom rddi Stendidm pfedali. Zdjemce o bliz§i pozndni
teorie deterministického chaosu odkazujeme na sborniky Hao-Bai-Lina [2] a Cvita-
novide [3]. Dobry tvod do celé teorie poskytuje knizka Schusterova [4]. Réiznym aspek--
tom aplikaci a vypoletnich metod jsou v&noviny sborniky [5] a [43]. P¥ehled o aplika-
cich v biologii poddvé ¢ldnek Kloedena a Meese [44]. V matematicky nendro&né forms
poddvaji zdkladni poznatky o teorii deterministického chaosu popularizaéni &linky

[6]-[8]-
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Jsou to ty nejkrasnéjsi?
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vyucovani matematice.
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