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Véta: Existuje netrividlni algebraickd diferencidlni rovnice (ddle ADR) ¢turtého
Fadu
(*) P(y’, y", y///, y"”) — 0 S

kde P je mnohoclen o ctyfech proménnych s celociselnymi koeficienty, kterd ma tuto
vlastnost:
Ke kaZdé spojité funkci ¢ na Ry a ke ka2dé kladné spojité funkci ¢ na R, existuje
nekonecné hladké FeSeni y rovnice (*) takové, Ze

() = ()] < &(t)
pro vSechna te R;.
Tuto vlastnost md napfiklad homogenni rovnice sedmého stupné se sedmi &leny

Lee A. RUBEL: A Universal Differential Equation

Reprinted from Bulletin of the AMS, vol. 4, pages 345—349, by permission of the American
Mathematical Society.
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(**) 3yl4yllyIIII2 _ 4yl4ylll2ym/ + 6yr3y/,2y//,y,,,, +
+ 24y12yll4yml _ 12y13yuy/ll3 - 29y,2y,,3y,,,2 + 12y"7 —0.

Pozndmka 1: Z dikazu bude vidét, Ze pro libovolnou prostou posloupnost {t,}
redlnych ¢isel takovou, Ze t; = oo pro j — oo lze sestrojit feSeni, které navic spliiuje
podminky

) =o(t), j=1,2...

Pozndmka 2: Kromé toho 1ze dosdhnout, Ze feSeni y je monotdnni, pokud je mono-
tonni funkce ¢.

Pozndmka 3: Jsou-li funkce ¢ a & definovdny na otevieném intervalu I (misto na
celém R,), md naSe rovnice feSeni y definované na I a takové, Ze nerovnost

y(®) = o(1)] < ()

plati pro viechna t e I.

Nazveme stejnomérné limity posloupnosti feSeni rovnice jejimi slabymi feSenimi.
Dusledkem na3i véty je, Ze kaZdd spojitd funkce je slabym feSenim rovnice (**).

(V tomto smyslu je funkce y(f) = |¢| slabym FeSenim rovnice y .y’ — ¢t = 0, nebot
je to stejnomérnd limita funkei y,(f) = (> + &*)'/2 pro & — 0).

Uvedend véta se dd interpretovat jako obdoba univerzdlniho Turingova stroje pro
analogové pogitale (viz [R], str. 23), a to na zdklad€ Shannonovy véty (viz [S], véta II),
kterd identifikuje vystupy analogového pocitace s feSenimi algebraickych diferencidlnich
rovnic.

Starsi ¢ldnek Pour-Eliv pozaduje jistou jednoznacnost feSeni diferencidlnich rovnic
a je otevienym problémem, zda v nadi v&t&¢ miZeme Zddat, aby feSeni y rovnice (*),
které aproximuje ¢, bylo jedinym feSenim pfi odpovidajicich po¢dteénich podminkdch.
Podobné bychom mohli kldst otdzku, zda lze funkce ¢ aproximovat analytickymi feSe-
nimi vhodnych algebraickych diferencidlnich rovnic. K nasi problematice se vdZe rovnéz
&ldnek [J], kde jsou popsdny jisté univerzdlni diofantické rovnice.

Podivejme se krdtce na historii uvedené véty. V roce 1899 Borel nalezl spole¢nou majo-
rantu pro vSechna feSeni viech algebraickych diferencidlnich rovnic prvniho fddu v okoli
bodu v nekoneénu (viz [BO]). Tvrdil, Ze podobnd majoranta existuje pro rovnice n-tého
fddu, avsak v jeho dikazu byla mezera.

V ¢&ldncich [BBV] a [V] z let 1932 a 1937 Vijaraghavan a jeho kolegové zkonstruovali
algebraickou diferencidlni rovnici druhého ¥ddu s feSenimi, kterd nemaji a priori Zddnou
majorantu. V roce 1973 Babakhanian ukdzal, Ze ,,v€z* z n exponencidl spliiuje ADR
fddu n, ale neni feSenim Zddné ADR niZsiho Fddu. Tedy ke kazdé ADR P(t, u) = 0
existuje feSeni u nékteré ADR Q(t, u) = 0, které neni feSenim rovnice P(t,u) = 0.
(Symbol u uzivéme pro vektor (u, u’, u”, ..., u™)). Vroce 1975 Bank (Viz [BA], Theorem
4) pozménil piiklad v &ldnku [BBV] a pouzil ho ke konstrukci rostouciho feseni ADR
tfetiho fddu, které nemd apriorni majorantu. Otevienym problémem ziistdvd existence
apriornich hranic pro ta feSeni ADR v komplexni roviné, kterd jsou celymi funkcemi.
Tato otdzka a n&které ptibuzné problémy jsou diskutovdny v préci [BA].

Maidme volné pole k ivahdm na téma, zda ¥dd 4 je v nasi vété nejlepsi mozZny.
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Dékujeme Michaelu Filasetovi a C. Wardu Hensonovi za pomoc pfi strojovych
vypocétech. Vyjadfujeme své zvldstni uzndni Lawrenci C. Brownovi, ktery poukdzal na to,
Ze tyto vypodéty byly mozné jen diky tomu, Ze mnoho &lenti se b€hem vypoétu vyrusilo.

Dukaz véty: Vyjddfime polynom P v explicitnim tvaru. Necht

g(t) =e VA" pro —1<t<1
g()=0 pro teR N (-1,1)
a necht
t
0= o9as,
Nazveme funkci f ,,primitivnim S-modulem*. Nyni g spliiuje ADR
2t
(1- )
Odtud plyne, Ze funkce f a vSechny jeji kombinace af + b, kde a, b jsou konstanty,
spliiuji ADR druhého fadu
(). =272 +f().2t=0.

Myslenka nyni zdleZi v nalezeni (pomoci derivovdni a eliminaci) algebraické dife-
rencidlni rovnice &tvrtého Fddu, které vyhovuje jakdkoliv funkce tvaru y(t) = Af(at +
+ B) + B.(4, B, a, B jsou konstanty).

Nase ptivodni metoda vedla k rovnici dvandctého stupné, Lawrence G. Brown nalezl
jednoduchy zpiisob, ktery vedl k rovnici sedmého stupné. S jeho laskavym svolenim
jej zde uvedeme:

Polozime-li y = Af(at + ) + B, dostdvdme:

(1) = Aof

@y = Aoy

® =4

4 y" = Ad*f" pro |s| <1
@) fs) =TV

g'lg = —

O R e T
-5
4 —
(i)  f"(s) = (___fs 2; e U=
- S

—24S7 - 1235 + 40S3 - 128- C_l/(l_sz).
(1 - 7

™) 1) =

Mohli bychom nyni vyjddfit 4, «, f prostfednictvim y’, y”, y” a t a dosadit do vyrazu
pro y™. Misto toho viak poloZime s = at + B, A = A.exp (—1/(1 — s?)) a vyjddfime
A, « a s. Vyrusi se pfitom prekvapivé velké mnoZstvi ¢lent, takZze vznikld ADR je
jednodussi, nez bychom pivodné oekavali. Vypodlty viak nejsou pFili§ zédbavné.

V novém oznaceni md vzorec (1) tvar 4o = y’, takZe formule (2) pejde ve

2) v = ay'(=2s(1 = %))
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a formule (3) ve

(3) Y= aty((6st = 2)[(1 - 5%)%).

Z (2') vypocteme

—y (1 = s?)

o= 7 oy
coZ po dosazeni ddvd

y = y? 3t -1

y o 2s?
Odtud je
3y’s*t — 2y'y"s? — "2 =0,
tedy
N e e )
3y"?

Dosazenim do (4) obdrzime

Y= Y —65° = 3s* + 105 — 3
y2 2s? )

Dosadime do tohoto vyrazu za s* a upravime jmenovatele. Dostaneme

mo_

y 312 "

+ (6y//2 + 2y1 ///) \/(ylz "2 + 3yu4)] .

Po odstranéni zlomkt a odmocniny dostaneme ADR osmého stupné, délitelnou vyrazem

[ y ///2 — 12 n4 3y n2ym —

3y”, ato
3vr4 u m?2 4y/4 ///2 " + 6y/3 uz /// m + 24y/2 u3 mo__

_12y/3 n. . m3 29y12 u3 ma + 12yu7 — 0.

Vyd¢lenim vyrazem 3y” ziskdme hledanou rovnici (**).

Zbyvd dokdzat Ze FeSeni tfidy C® rovnice (**) aproximuji danou spojitou funkci ¢
s presnosti &(1). ProtoZe spojitd funkce miiZe byt stejnom&rn& aproximovdna po &dstech
linedrni funkci, nevznikne nebezpeci, budeme-li brdt samu funkci ¢ po €dstech linedrni.

Nazveme ,,S-modulem* kaZdou funkci tvaru F(t) = af(at + B) + b na uzavieném
intervalu J; takovd funkce je zfejmé& konstantni v okoli koncovych bodu intervalu J.
Jestlize J = [a, b], potom kazdy S-modul o(¢) je funkce z C*, kterd nabyvd néjaké hod-
noty A v bod€ a a hodnoty B v bodé b. Pro né€jaké malé Cislo 6 > 0 je konstantni na
intervalech [a, a + 8], [b — &8, b] a je monotdnni funkci pro a + 8§ <t < b — &. Je
ziejmé, Ze kazdy S-modul splituje rovnici (**). Krom& toho kazdy ,,S-fetézec je také
feSenim (3) Zde ,,S-fet€zcem** rozumime libovolnou funkci t¥idy C*, kterd vznikne
slepenim nejvyse spocetné mnoha grafii S-moduld definovanych v sousednich intervalech.

Vezméme libovolny kone€ny interval K, na kterém je ¢ linedrni. Rozdélime K na
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velké mnoZstvi N stejn& dlouhych intervalii (N bude zdviset na infimu funkce &(t), na K
a na smérnici funkce ¢ na K) a seijeme k sob& N malych S-modult které interpoluji ¢
v koncovych bodech vSech intervalil vzniklych délenim intervalu K. ProtoZe ¢ je mono-
ténni a protoZe S-moduly jsou také monoténni, je chyba v kaZzdém bodé t € K mensi
nez &(f), pokud N je dosti velké. Nyni pokracujeme s dalsimi linedrnimi ,,kousky* ¢
a spojime vSechny takto vzniklé S-moduly v nekonecny S-fetézec. Ten je, jak vime,
nekone¢n& hladkym feSenim rovnice (**) a vysledek je dokdzdn.

Pozndmka: Prdavé jsem byl upozornén, Ze R. C. Buck obdrZel univerzdlni parcidlni
algebraickou diferencidlni rovnici. Vyuzil pfitom Kolmogorovova feSeni Hilbertova
tiindctého problému. Clinek R. V. Bucka Reseni hladké parcidlni diferencidlni rovnice
mohou byt hustd v C(J) bude publikovdn v asopise ,,Journal of Differential Equations*.
(B&¢hem piipravy Ceského pickladu tohoto textu Buckiv ¢ldnek v citovaném &asopise
skutecné vySel, a to v Cisle 2 svazku 41, ro¢nik 1981).

PreloZil O. John
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