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Věta : Existuje netriviální algebraická diferenciální rovnice (dále ADR) čtvrtého 
řádu 

(*) P(y', y", y'", y"") = o , 

kde P je mnohočlen o čtyřech proměnných s celočíselnými koeficienty, která má tuto 
vlastnost: 

Ke každé spojité funkci cp na R± a ke každé kladné spojité funkci £ na Rx existuje 
nekonečně hladké řešení y rovnice (*) takové, že 

\y(t) - cp(t)\ < e(t) 

pro všechna t e Rt. 
Tuto vlastnost má například homogenní rovnice sedmého stupně se sedmi členy 

LEE A. RUBEL: A Universal Differential Equation 
Reprinted from Bulletin of the AMS, vol. 4, pages 345—349, by permission of the American 

Mathematical Society. 
© 1981 by the American Mathematical Society. 
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(**) 3/yy'" 2 - 4 / y , y " + 6 / y y y " + 
+ 24y,2y"*y"" - 12y'3y"y'"3 - 2 9 / W 2 + 12/'7 = O. 

P o z n á m k a 1: Z důkazu bude vidět, že pro libovolnou prostou posloupnost {tj} 
reálných čísel takovou, že tj -> co pro j -> co lze sestrojit řešení, které navíc splňuje 
podmínky 

y(0) = <P(tj)> I = 1,2, ... 

P o z n á m k a 2: Kromě toho lze dosáhnout, že řešení y je monotónní, pokud je mono­
tónní funkce cp. 

P o z n á m k a 3: Jsou-li funkce cp a e definovány na otevřeném intervalu I (místo na 
celém Rj), má naše rovnice řešení y definované na I a takové, že nerovnost 

ly(0 ~ <K0I < e(0 
platí pro všechna t e I. 

Nazveme stejnoměrné limity posloupností řešení rovnice jejími slabými řešeními. 
Důsledkem naší věty je, že každá spojitá funkce je slabým řešením rovnice (**). 

(V tomto smyslu je funkce y(t) = \t\ slabým řešením rovnice y . y' — t = 0, neboť 
je to stejnoměrná limita funkcí yjf) = (t2 + c 2 ) 1 / 2 pro e -> 0). 

Uvedená věta se dá interpretovat jako obdoba univerzálního Turingova stroje pro 
analogové počítače (viz [R], str. 23), a to na základě Shannonovy věty (viz [S], věta II), 
která identifikuje výstupy analogového počítače s řešeními algebraických diferenciálních 
rovnic. 

Starší článek Pour-Elův požaduje jistou jednoznačnost řešení diferenciálních rovnic 
a je otevřeným problémem, zda v naší větě můžeme žádat, aby řešení y rovnice (*), 
které aproximuje cp, bylo jediným řešením při odpovídajících počátečních podmínkách. 
Podobně bychom mohli klást otázku, zda lze funkce cp aproximovat analytickými řeše­
ními vhodných algebraických diferenciálních rovnic. K naší problematice se váže rovněž 
článek [J], kde jsou popsány jisté univerzální diofantické rovnice. 

Podívejme se krátce na historii uvedené věty. V roce 1899 Borel nalezl společnou majo-
rantu pro všechna řešení všech algebraických diferenciálních rovnic prvního řádu v okolí 
bodu v nekonečnu (viz [BO]). Tvrdil, že podobná majoranta existuje pro rovnice n-tého 
řádu, avšak v jeho důkazu byla mezera. 

V článcích [BBV] a [V] z let 1932 a 1937 Vijaraghavan a jeho kolegové zkonstruovali 
algebraickou diferenciální rovnici druhého řádu s řešeními, která nemají a priori žádnou 
majorantu. V roce 1973 Babakhanian ukázal, že „věž" z n exponenciál splňuje ADR 
řádu n, ale není řešením žádné ADR nižšího řádu. Tedy ke každé ADR P(ř, u) = 0 
existuje řešení u některé ADR Q(t, u) = 0, které není řešením rovnice P(t, u) = 0. 
(Symbol u užíváme pro vektor (w, u', u",..., w(n))). V roce 1975 Bank (Viz [BA], Theorem 
4) pozměnil příklad v článku [BBV] a použil ho ke konstrukci rostoucího řešení ADR 
třetího řádu, které nemá apriorní majorantu. Otevřeným problémem zůstává existence 
apriorních hranic pro ta řešení ADR v komplexní rovině, která jsou celými funkcemi. 
Tato otázka a některé příbuzné problémy jsou diskutovány v práci [BA]. 

Máme volné pole k úvahám na téma, zda řád 4 je v naší větě nejlepší možný. 
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Děkujeme Michaelu Filasetovi a C. Wardu Hensonovi za pomoc při strojových 
výpočtech. Vyjadřujeme své zvláštní uznání Lawrenci C. Brownovi, který poukázal na to, 
že tyto výpočty byly možné jen díky tomu, že mnoho členů se během výpočtu vyrušilo. 

D ů k a z věty: Vyjádříme polynom P v explicitním tvaru. Nechť 

g(t) = e " 1 " 1 - ' 2 ) pro - 1 < í < 1 
g(t) = 0 pro teR \ ( -1 ,1) 

a nechť 

f(t) = I" g(s) ds , 
J — 00 

S-modulen 

g'lo = -

Nazveme funkci/ „primitivním S-modulem". Nyní g splňuje ADR 

_2ř 
(1 - t2y' 

Odtud plyne, že funkce / a všechny její kombinace af + b, kde a, b jsou konstanty, 
splňují ADR druhého řádu 

/ " ( í ) . ( l - t 2 ) 2 + T ( t ) . 2 í = 0 . 

Myšlenka nyní záleží v nalezení (pomocí derivování a eliminací) algebraické dife­
renciální rovnice čtvrtého řádu, které vyhovuje jakákoliv funkce tvaru y(t) = Af(oLt + 
+ fi) + B.(A, B, OL, P jsou konstanty). 

Naše původní metoda vedla k rovnici dvanáctého stupně, Lawrence G. Brown nalezl 
jednoduchý způsob, který vedl k rovnici sedmého stupně. S jeho laskavým svolením 
jej zde uvedeme: 

Položíme-li y = Af(oLt + 0) + B, dostáváme: 

(1) / =Aaf 
(2) y" =Az2f" 

(3) y'" = Aa3/'" 
(4) / ' " = Aa4/"" pro \s\ < 1 
(i) f(s) = e - 1 ' < 1 - 2 > 

(ii) f"(s) = — . e " 1 / ( 1 " s 2 ) 

KJ K) (1 - s2)2 

(iii) / - ( , ) = І L Л 2 e-Wd-^) 

(iv) r(s) = r zr ~ •e_1/(1_s2) 

s*_ 

(i - s2r 
-24s7 - 12s5 +_40s3 - 12s 

2T 
Mohli bychom nyní vyjádřit A, OL, fi prostřednictvím y', y", y'" a t a dosadit do výrazu 
pro y"". Místo toho však položíme s = ař + fi, A = A . exp (—1/(1 — s2)) a vyjádříme 
A, OL a 5. Vyruší se přitom překvapivě velké množství členů, takže vzniklá ADR je 
jednodušší, než bychom původně očekávali. Výpočty však nejsou příliš zábavné. 

V novém označení má vzorec (l) tvar Áa = y', takže formule (2) přejde ve 

(2') / ' = a/(-2s/( l - s2)2) 
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a formule (3) ve 

(3') / " = a V ( ( 6 s 4 - 2 ) / ( l - 5 2 ) 4 ) . 

Z (2') vypočteme 
-y" (1 - s2)2 

a = 7~' Z ' y 2s 

_ y _ 3 s 4 - i 

' " / • 2s2 ' 

3y"s4 - 2y'y'"s2 - y"2 = 0 , 

což po dosazení dává 

Odtud je 

tedy 

s2 _ У'У'" + V(/У"2 + з/'4) 
Ъy"г 

Dosazením do (4) obdržíme 

„„ _ _ _ _ - 6 s 6 - 3s4 + 10s2 - 3 
y y'2' 2s2 

Dosadíme do tohoto výrazu za s2 a upravíme jmenovatele. Dostaneme 

y»» __• ~ ; [2y '2 . y'"2 - 12y"* - 3y 'y"V" -

+ ( 6 / 2 + 2y'y'") V(y 'V"2 + 3j/'4)] . 

Po odstranění zlomků a odmocniny dostaneme ADR osmého stupně, děktelnou výrazem 

3/', a to 
3y , 4y"y""2 - 4 / y 2 / " ' + 6 / y y y " + 24y'2y"3y"" -

- 1 2 y ' V y ' " 3 - 29/2y"3>;"/ 2 + 1 2 / 7 = 0 . 

Vydělením výrazem 3y" získáme hledanou rovnici (**). 
Zbývá dokázat že řešení třídy C00 rovnice (**) aproximují danou spojitou funkci <p 

s přesností e(t). Protože spojitá funkce může být stejnoměrně aproximována po částech 
lineární funkcí, nevznikne nebezpečí, budeme-li brát samu funkci cp po částech lineární. 

Nazveme „5-modulem" každou funkci tvaru F(ř) = af(cct + /?) + b na uzavřeném 
intervalu J; taková funkce je zřejmě konstantní v okolí koncových bodů intervalu J. 
Jestliže J = [a, b], potom každý S-modul a(t) je funkce z C00, která nabývá nějaké hod­
noty A v bodě a a hodnoty B v bodě b. Pro nějaké malé číslo d > 0 je konstantní na 
intervalech [a, a + <$], [b — ť>, b] a je monotónní funkcí pro a + O*__t__b — č .Je 
zřejmé, že každý S-modul splňuje rovnici (**). Kromě toho každý „5-řetězec" je také 
řešením (3). Zde „^-řetězcem" rozumíme libovolnou funkci třídy C00, která vznikne 
slepením nejvýše spočetně mnoha grafů S-modulů definovaných v sousedních intervalech. 

Vezměme libovolný konečný interval K, na kterém je cp lineární. Rozdělíme K na 
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velké množství N stejně dlouhých intervalů (N bude záviset na infimu funkce s(t), na K 
a na směrnici funkce cp na K) a sešijeme k sobě N malých 5-modulů které interpolují cp 
v koncových bodech všech intervalů vzniklých dělením intervalu K. Protože cp je mono­
tónní a protože S-moduly jsou také monotónní, je chyba v každém bodě t e K menší 
než e(í), pokud N je dosti velké. Nyní pokračujeme s dalšími lineárními ,,kousky" (p 
a spojíme všechny takto vzniklé 5-moduly v nekonečný S-řetězec. Ten je, jak víme, 
nekonečně hladkým řešením rovnice (**) a výsledek je dokázán. 

P o z n á m k a : Právě jsem byl upozorněn, že R. C. Buck obdržel univerzální parciální 
algebraickou diferenciální rovnici. Využil přitom Kolmogorovova řešení Hilbertova 
třináctého problému. Článek R. V. Bucka Řešení hladké parciální diferenciální rovnice 
mohou být hustá v C(J) bude publikován v časopise , Journal of Differential Equations". 
(Během přípravy českého překladu tohoto textu Buckův článek v citovaném časopise 
skutečně vyšel, a to v čísle 2 svazku 41, ročník 1981). 

Přeložil O. John 
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