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Matematika - jednotici prvek védy

Redakéni pozndmka: PFi pFileZitosti Celostdtniho tydne védy usporddalo Kolegium
matematickych véd Stdtni rady pro vyzkum 12. kvétna 1986 v Ndrodni akademii véd
(USA) sympozium. Jeho ucelem bylo ukdzat na souvislost matematiky s ostatnimi
védami. Program zahdjil Phillip A. Griffiths, pFedseda Kolegia matematickych véd.
Po ném ndsledovala vystoupeni tfi nositelit Nobelovy ceny: Allana M. Cormacka (Nobe-
lova cena za medicinu 1979), Herberta A. Hauptmana (Nobelova cena za chemii 1985)
a Stevena Weinberga (Nobelova cena za fyziku 1979). KaZdy Fecnik byl uveden Isado-
rem M. Singerem. Ndsledujici ¢ldnek zdachycuje sympozium vcetné dotazit a odpovédi,
které provdzely pfedndSky, a je ponechdn v bezprostfednim stylu mluveného projevu
zachovdvajicim neformdlni a spontdnni charakter.

Dé&kan Griffiths: Jsem rdd, Ze vds v§echny mohu pfivitat na sympoziu ,,Matematika —
jednotici prvek védy‘“ a dé€kuji vdm, Ze jste pfijeli, mnozi z velké ddlky.

Jmenuji se Phillip Griffiths, jsem matematik, pfedseda Kolegia matematickych véd
a také dékan na Duke University. Pfedev§im bych chtél upozornit na jev, ktery jsem
shledal velmi ndpadnym v uplynulém jeden a piil roce, kdy jsem byl dékanem a ktery
neni bez zajimavosti pro toto sympozium. Byl jsem $okovdn vSudypfitomnosti matema-
tiky na univerzité. Je tomu tak na Duke University a myslim, Ze je to stejné i jinde.
Je samoziejmé, Ze se dd olekdvat zdjem o matematiku na katedfe poéitadi a ve fyzikdl-
nich a inZenyrskych oborech, které se daji povaZovat za tradi¢ni oblasti jejiho uplatnéni.
Setkdte se s ni ale i v biologickych véddch — ve vyvojové biologii, v biomechanice,
v populaéni biologii, ve spoleCenskych véddch — matematické ekonomii, ekonometrii
a demografii a kvantitativné orientované odborniky naleznete i v politickych véddch
a sociologii, v praktické politice, ve viech téchto oblastech. Dokonce i na na$i ekonomic-
ké $kole je velkd skupina lidi zabyvajicich se vyzkumem rozhodovdni, ktery v podstaté
modeluje zplsob rozhodovdni v netlipln€ uréenych podminkdch uzitim bayesovské
statistiky. P¥i studiich Zivotniho prostfedi se vytvdfeji modely vodnich a jinych zdroji
a v lékafském centru je velkd skupina lidi zabyvajicich se aplikacemi matematiky v riz-
nych oblastech, matematickym modelovdnim riiznych fyziologickych procesii a podob-
nymi zdleZitostmi.

Domnivdm se tedy, Ze prdv€ z univerzitni perspektivy lze dobfe vidét matematiku
jako sjednocujici prvek. Toto téma bude dikladné probrdno na dne§nim sympoziu
a jd bych rdd bez dalSich okolkd pfedstavil profesora Isadora M. Singera, profesora
matematiky na MIT, ktery bude fidit diskusi.
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Profesor Singer: Vitdim vds. Pfedpokldddm, Ze jako pfedsedajici diskusi mdm za kol
vds na zaCdtku trochu rozehfdt, a proto vdm povim vtip ¢i presné&ji hddanku. Chlapik
vysko&i paddkem z letadla, ptistane na stromé a ptd se muZe, ktery jde okolo: ,,Reknéte
mi, kamardde, kde to jsem.* Ten k nému vzhlédne a odpovi: ,,Jste na dubu a pohupujete
se na paddku tfi a pill metru nad zemi.*“ Hidanka zni, kdo je onen ,,kamardd*‘. Odpovéd
je, Ze je to matematik, a to ze tfi ditvodi. Jeho odpovéd je za prvé struénd, za druhé pfes-
nd a za tfeti zcela irelevantni. '

Trochu se mi ulevilo, Ze jste se tomu vtipu zasmdli, ale zdroveii mne to deprimuje,
nebof je to problém, kterému musi matematika Celit. Zd4 se totiZ, Ze pfevlddd minéni,
7e matematika neni k ni¢emu. Ugelem tohoto sympozia je ukdzat, 7e ve skuteinosti
j¢ tomu naopak.

Byl jsem na ob&dé¢ s na¥imi piedndiejicimi a mohu vdm proto slibit duchovni hody.
Bude to velmi vzruiujici. KaZdy student matematiky se pfi studiu klasické analyzy
dfive &i pozdéji setkd s prekrdsnou teorii Radonovy transformace. Nikdy jsme netusili,
jak dileZité budou jeji aplikace. Tusil to jen doktor Allan Cormack a lidstvo mu za to
bude navéky vd&né. Je profesorem na Tufts University a nositelem Nobelovy ceny za
medicinu a fyziologii v roce 1979 a vysvétli ndm uZiti Radonovy transformace v tomo-
grafii a jeji varianty v pldnovdni radioterapie.

Profesor Cormack: Pane profesore, ddimy a pdnové, pfedevsim bych chtél Fici, Ze
nejsem matematik, matematiku jsem nestudoval, ale mdm ji rdd a jsem tu, abych ji
nabidl své sluzby, pokud to dokdZu.

To, o éem dnes hodldm mluvit, neni Zddnd vysokd matematika. Je to oblast skute¢né
klasické analyzy stard aspoii osmdesdt let a chtél bych vdm pfedvést, jak Casto se n€které
myslenky v matematice, fyzice i ostatnich véddch objevuji, upadaji v zapomnéni a op3t
vyplouvaji na povrch. Myslim, Ze mé téma je p&knou ilustraci této skutenosti a ukazuje,
jak i stary klasicky problém miiZe stdle mit dileZité nefe§ené detaily. Své vystoupeni chci
zakonlit problémem uréenym profesoru Singerovi a jeho kolegim matematikiim,
zejména t€m, ktefi se zabyvaji analyzou.

Napfied bych mél 1épe vysvétlit, co nazyvdm Radonovym problémem. Pfedpoklddej-
me, 7e¢ mdte oblast roviny a v ni definovanou proménnou veli¢inu F, coz miZe byt
hustota, absorpéni koeficient, statistické rozdéleni nebo cokoli jiného, a dejme tomu,
%e si namalujete pfimku L prochizejici touto oblasti. Nyni oznaéme F stfedni hodnotu F
na této pfimce L, coZ znamend, Ze prosté zméfime F v riznych jejich bodech a urlime
pramér. Udélejme to pro n€kolik pfimek, miZe jich byt vice nebo méné. Otdzka je:
Znime-li F pro mnoho riiznych pt¥imek L, miZeme z toho odvodit promé&nnou veli¢inu
F? To je Radontv problém.

Regeno ponékud matematiét&jsi formulaci: necht pfimka L je uréena poldrnimi sou-
fadnicemi p a ¢ toho svého bodu, ktery je nejbliZe poédtku, a necht zndme integrdl veli-
&iny F podél kazdé takové pfimky (coZ je néco jako stfedni hodnota F). Takto se obdrzi
funkce dvou proménnych p a ¢. Ptdme se, zdali odtud miZzeme nalézt ptivodni funkci F
vyjddfenou v poldrnich soufadnicich r a ©@? Odpovéd je kladnd a dokonce je ntkolik
zplsobi, jak to ud€lat, jd se vSak nebudu poustét do podrobnosti.

Pfedmétem daliiho vykladu je pfehled rtiznych aplikaci feSeni Radonova problému..
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Jediné aplikace, které si dosud ziskaly pozornost vefejnosti spadaji do 1ékafstvi. Tykajf
se potitatové axidlni tomografie, pozitron-elektronové tomografie (PET) a v posledni
dobg i snimkovdni pomoci jaderné magnetické rezonance (NMR scanning). Na t&chto
ptikladech vdm ukdZu, kde se objevi zmin&né p¥imky, jak je 1ze vyuZit k feSeni n&kterych
problémi. Pak pfejdu k nékterym nelékafskym aplikacim a k dal§im zobecnénim
Radonova problému.

Snimkovdni pomoci pocitatové axidlni tomografie, PET a jaderné magnetické rezo-
nance jsou samoziejm& velmi drahé lékafské metody a myslim, Ze vds pobavim, kdyZ
se zminim o malém tomografu, ktery jsem pouZival v roce 1963. Stdl sto dolard, coZ
i v té dob& bylo mdlo pen&z. M&l dva kolimdtory pro vytvofeni tizkého paprsku rentge-
nového zdfeni. Ud&lal jsem si model hlavy a umisfoval kolimdtory tak, aby paprsky
prichdzely z riznych sm&rd. V ka?dém z nich miZete m¥it primérnou absorpci a z toho
rekonstruovat model hlavy. V roce 1963 jsem potfeboval dva dny na ziskdni 256 tidajd,
které jsem potfeboval k rekonstrukci, zatimco moderni a mnohem draZ3i zafizeni zpra-
cuje asi milién udaji za 5 sekund a poskytne vdm samoziejm& mnohem lep$i a velmi
kvalitni snimek.

Nyni bych vdm chtél fici n&co o ndlezu, ktery je v antropologii zndm pod ndzvem
sle¢na Pless. Zila asi pfed 2,9 miliény let a je to nade praprababitka &i prapratetitka &
né&co takového. Antropologové stdle reviduji naSe pokrevni pfedky, takZe si nejsem zcela
jist, kam pfesné patfi. Nicménég, dileZité na ni a ostatnich ndlezech jako Australopitekovi
¢&i Afrikdnovi je, Ze miiZete udélat jejich podrobny tomografovy snimek. Okouzluje mne,
Ze v dne$ni dob& miiZeme podrobn& zkoumat anatomii tfi miliény let starych vykopdvek.
Tomografovy snimek ucha sle¢ny Pless ukdzal vertikdlni orientaci u$nich polokruhovych
kandlkd a tato informace potvrdila to, co bylo ureno jinymi metodami, totiZ, Ze toto
stvofeni se pohybovalo vzpfimeng.

Absorpce rentgenového zdfeni je zndma od minulého stoleti a ve dvou ¢&i tfech apli-
kacich, o kterych budu mluvit pozdgji, postoupime od roku 1890, kdy bylo zdfeni obje-
veno, do roku 1930, kdy byly objeveny pozitrony. Lze vytvofit radioizotopy produkujici
pozitrony, které pfi anihilaci s elektrony vyzafuji fotony rozlétajici se v opanych smg-
rech. Pokud elektrony a pozitrony anihiluji v klidu, je jejich hybnost nulovd a zdkladni
fyzikdIni zdkony zachovdni ndm fikaji, Ze celkovd hybnost musi zistat nulovd. Proto
musi vylétdvat dva fotony, nikoli pouze jeden a ty musi mit stejné, av§ak opa&né oriento-
vané hybnosti. Vylétaji proto pfesn& v opaénych smé&rech. To je zdkladem pozitron-elek-
tronové tomografie. Vylétajici fotony uruji pfimku a vhodnym zafizenim, které nebudu
popisovat, se dd zjistit, jak je ldtka vyzafujici pozitrony rozloZena v né&jakém objektu.
Pfislu§ny vypocet je op&t zaloZen na Radonové transformaci.

Dfive neZ feknu vice o PET, chci poznamenat, Ze elektrony l4tky, do které byl radio-
izotop vpraven, maji obecné n&jakou hybnost prdavé tak jako pozitrony, takZe proces
anihilace neza¢ind uplné v klidu. Znamend to, Ze fotony nevylétdvaji v pfesné opa&nych
smérech, ale maly ihel @ mezi jejich drahami vypovidd o hybnosti systému. Jde o velmi
maly thel, ktery z hlediska PET scanningu miZe byt zcela zanedbdn, ale z hlediska dal-
§ich aplikaci, o kterych se zminim, je nenulovost tohoto Ghlu kli¢ovym faktem. Z n&ho
Ize odvodit n&co o hybnosti elektronu ldtky, ve které probihd anihilace.

Jednou z prvnich aplikaci této metody je sledovdni absorpce glukézy v lidském téle.
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Pti tomto vySetfeni pacient dostdvd gluk6zu obsahujici fludr 19, ktery vyzatuje pozitrony
a soubor fotodetektori pak zachycuje vyzdfené fotony. Z toho pak 1ze odvodit rozdéleni
drovni metabolické Cinnosti v téle pacienta a série takovych snimka ukazuje, jak se tato
¢innost méni s asem. Je to velmi mocnd metoda, nebot spoustu ldtek lze sloucit s izoto-
py, které vyzatuji pozitrony. UZ jen samotny uhlik ndm ddva §iroké spektrum slou€enin,
s kterymi mliZeme pracovat, takZe obrovské mnoZstvi fyziologickych vyzkumi lze
provadét pomoci PET scanningu. Jsou zde vSak i omezeni. Prvni zdleZi v mnoZstvi
radioaktivniho izotopu, které 1ze vpravit do téla pacienta, coZ omezuje rozsah statistic-
kych souborl dat, a proto nemiZete nikdy ziskat takovd rozliSeni jako pfi poditadové
tomografii. Na druhé strang pfi pouZiti feknéme zhruba desetitisici detektord by to byl
u¢inny vyzkumny prostfedek, nicméng se domnivdm, Ze PET se nikdy nestane takovym
diagnostickym prostfedkem, jakym se staly tomografie a snimkovdni pomoci jaderné
magnetické rezonance (NMR scanning).

NMR scanning je pomérné nova technika. KdyZ jsem studoval a zac¢inal svoji védec-
kou prdci, byla magnetickd rezonance zcela novy obor. Pro jeji studium bylo zapotfebi
velmi homogennich magnetickych poli, a proto usili konstruktéri bylo zaméfeno na
ziskdni takovych velmi homogennich poli. AZ v roce 1972 Paul Lauterbur navrhl:
,,Pfidejme k tomuto magnetickému poli néjaky gradient, ktery ndm vymezi rovinu.*
Pfidinim dvou takovych gradientd, které se protinaji, dostaneme pfimku a podél ni lze
izolovat pfislusny signil NMR. ReSenim Radonova problému opét ziskdime ¥4dany
snimek. LékaF pak miiZe vyuZit snimky nékolika rovinnych fezl pacientova téla. Fyzikdl-
ni podstata pro nds opét neni dileZitd a jd se nyni budu vénovat nelékaiskym aplikacim.

Skupina ocednografti z Woods Hole v MIT, ze Scripps Institute a ze dvou nebo tfi
dalSich mist pouZila v podstaté tomografickych prostfedkil k stanoveni teplot ocednu.
Tradiéni metoda uréovdni teplot v oblasti, fekn&me, 300 ¢tverenich kilometri je hodit
teplomér pfes palubu lodi a jezdit tam a zp&t pfes zkoumanou oblast. KdyZ se dostanete
na jeden konec, rddi byste v&déli, zda se néco zménilo na druhém konci, a nékdy tomu
tak opravdu je. Postup pouZity zmin&nou skupinou porovndvd tidaje ziskané tradi¢nimi
metodami s idaji nam&fenymi tomografickou metodou. Ta spolivd v tom, Ze mdte
zdroj a detektor a méfite ¢as, ktery potfebuje proudovy impuls k pfekondni vzddlenosti
mezi nimi. To, co tedy méfite v ménicim se prostfedi, je integrdl neboli stfedni hodnota
pfevrdacenych hodnot rychlosti a provedete-li to pro vice zdroji a detektorit dostdvdte
rizné pfimky. Opét jste u Radonova problému, muiZete urdit rozloZeni rychlosti a z rych-
losti odvodit teplotu. Kdybyste chtéli ziskat stejny obraz za stejnou dobu tradiéni meto-
dou, potfebovali byste patrné lod s rychlosti 2700 uzli. TakZe novd metoda je zna¢né&
vyhodnéjsi a navic ddavd v&tsi zdruku, Ze se nic nezménilo béhem méfeni.

Asi v r. 1956, pravé v dobé, kdy jsem zadinal v Jizni Africe pfemyslet o pocitacové
tomografii, vypracoval australsky astronom Ron Bracewell obraz rozdéleni jasnosti
Mgésice. Uvédomte si, Ze ne§lo o moderni astronomii s obrovskymi anténami a podobny-
mi vécmi. M&li pouze sérii radarovych parabol, které mohli namifit vzhiru a zaméfit
tak, Ze napodobili cylindrickou &ofku. Tak dostanete velmi dobré rozliSeni v jednom
sméru, ale velmi $patné v ostatnich. Ve skute¢nosti vlastné dostanete jen primér pfes
vSechny ostatni sméry. Aplikaci Radonovy transformace na tento pfipad miZete jako
Bracewell urdit rozdéleni jasnosti mésice.
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Historie Radonova problému sahd ddl neZ do roku 1905; nejsem si viak zcela jist,
jak daleko. Pro mne md v kaZzdém pripadé prichuf problémi 19. stoleti. Myslel jsem,
Ze ho nékdy ve slabé chvilce vysypal z rukdvu Cauchy, Riemann nebo nékdo takovy,
ale prvni reference, kterou jsem zjistil, je datovdna rokem 1905 a zmiiiuje se o dFivéjsi
prdci H. A. Lorentze, ktery z nezndmych diivodi pfemyslel o tomto problému ve tfech
rozmérech, kde nds zajimaji priméry ne pfes pfimky v roving, ale pfes plochy v tfiroz-
mérné oblasti. Integruje se Cili priméruje pfes rtizné fezy této oblasti. Otdzka je:
Jsou-li zndmy tyto priméry, miiZeme najit pivodni veli€inu? Zajisté, zni odpovéd
a ve skutednosti je to mnohem snadné&jsi ve tfech rozmérech neZ ve dvou. D4 se to
samoziejmé zobecnit na libovolny pocet dimenzi, av§ak pro lichy poc¢et dimenzi je to
velmi prosté, kdeZto pro sudy sloZitéj§i. Ne pfili§ sloZité, ale sloZit€j§i. To vie vymyslel
Lorentz, ale nikdy to nepublikoval a vime o tom pouze z ¢ldnku jednoho jeho studenta
z roku 1905, ktery mluvi o tom, Ze tento problém byl vyfeSen Lorentzem a uddvd feseni.
Prdce se tykd Sifeni svétla v krystalech a pravdépodobné md n&co spoleéného s parcidlni-
mi diferencidlnimi rovnicemi — oblasti, ve které Radonova transformace nagla pravdé-
podobng lepsi uplatnéni neZ v ostatnich oblastech matematiky.

Mohl bych uvést dlouhy seznam piipadi, kde se od t€ doby Radontiv problém objevil.
Zminim se pouze o n€kolika nejpéknéjsich. Radontiv problém byl znovu objeven a zo-
becnén na libovolnou dimenzi Georgem Uhlenbeckem v r. 1925. Jeho ¢ldnek je otiStén
v tom Cisle Casopisu Physica, ve kterém je slavny Uhlenbeckiiv a Goldschmidtiv ¢ldnek
o spinu elektronu. Ani Uhlenbeck nepise, pro¢ se tim zabyval, av§ak ¥ikd, Ze mu tento
problém zadal Paul Ehrenfest, a proto se domnivdm, Ze kdyZ vdm v té dobé v Holandsku
$kolitel zadal n&jaky problém, tak jste $el a vyfesil ho. Byl prvni, kdo objevil fourierovsky
pfistup — dosti zfejmy zpiisob, jak na problém pohliZet. V r. 1936 byl Radoniiv problém
znovu objeven ve Stockholmu jako statisticky problém, ve kterém funkce F, o které
jsem hovofil, byla statistickou distribuci. Ve statistice je Radontiv problém zndm jako
Cramerova-Woldova véta. Zdd se, Ze statistici maji pro zndmé véci vZdy jind jména nez
my ostatni, ale je to jejich prdvo.

V blizkosti Slunce je mnoho hvézd a zajimavy problém je uréeni jejich rychlostniho
rozdéleni. Je v tom jeden hdlek. Je velmi snadné méfit jejich radidlni rychlosti, nebof
ty mohou byt uréeny z Dopplerova posuvu spektra. ObtiZné je uréit to, co astronomové
nazyvaji vlastni pohyb, coZ je rychlost hvézd kolmd ke sméru naSeho pohledu a je
méfitelnd jen pro nékolik mdlo blizkych a rychle se pohybujicich hvézd. Problém ted je,
jak urdit rozdéleni rychlosti hvé€zd z pouhé znalosti jejich radidlnich sloZek. Tento pro-
blém byl formulovdn Eddingtonem v r. 1936. Vyfesil jej arménsky astronom Ambar-
cumjan ve stejném roce a feSeni se opird o Radonovu transformaci v tfirozmérném
prostoru rychlosti. Zndzornil rozd&leni rychlosti asi péti set hvézd a jeho prdce popird
tvrzeni, Ze nelze délat pocitatovou tomografii bez poditaéi. Ambarcumjan popisuje,
jak lze uzit klasické metody numerické integrace malovdnim sinusovek na milimetrovy
papir a pocitdni hvézd v jednotlivych oblastech atd. Bylo to prvni skute¢né pouZiti Ra-
donovy transformace na experimentdlni data, kterou zndm.

Posledni aplikaci, kterou chci pfipomenout, se vracim k tomu, co jsem fikal o pozitro-
nové anihilaci a o tom, Ze ve skuteénosti je mezi drahami fotont maly Ghel uréeny rozdg-
lenim hybnosti pozitronii a elektronii. Rozdéleni hybnosti elektronti v pevnych ldtkdch

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro€nik 34 (1989), &. 3 133



je pfedmétem velkého zdjmu fyziki zabyvajicich se pevnymi ldtkami i ostatnich. Existuje
predev§im tzv. Fermiho plocha v prostoru hybnosti elektronu. Tato plocha se dfive uréo-
vala z vypottu pdsové struktury, ale studiem malych uhld, o kterych jsem mluvil, je
mozZno urdit Fermiho plochu pfimo. Fyzikové z Zenevské skupiny i jinde se nyni aktivng
-zabyvaji touto oblasti vyzkumu.

Struéné jsem shrnul Radoniiv problém a dalsi édst svého vystoupeni bych chtél véno-
vat nékterym jeho zobecnénim. Myslenka, kterd mne napadla kdysi ddvno v r. 1956 nebo
1957, kdyZ jsem o tom poprvé zadal pfemyslet, byla: ,,KdyZ se to dd udélat pro pfimky,
neslo by to udglat pro jiné kfivky? A jak takovou kfivku zadat?‘ Pfedpoklddejme, Ze
mdme kruZnici prochdzejici poédtkem soufadnic a urenou poldrnimi soufadnicemi
toho bodu kruznice, ktery je stfedové soumérny s poédtkem. Je mozZné pro ni fesit
Radontiv problém? Provedl jsem stejny postup jako pro pfimky a s pfekvapenim jsem
zjistil, Ze feSeni jsou pozoruhodné podobnd.

O mnoho pozdé&ji, koncem 70. let, jsem zjistil, Ze Radoniiv problém pro kruZnice je
uzce spojen s problémem pro pfimky zplisobem, ktery jsem si dfive neuvédomoval.
Pfisluind transformace se ve skutenosti nazyvd sdruZend s obyéejnou Radonovou trans-
formaci. Kromé toho, Ze jsem publikoval formdlni feSeni, coZz byl vedlejsi vysledek,
jsem se tim ddl nezabyval. AZ v neddvné dob& mne napadlo, pro¢ se omezovat jen na
kruZnice a pfimky? Uréit€ musi existovat jiné podobné kfivky. A neddvno jsem zjistil, Ze
ve skutenosti existuje cely soubor takovychto kfivek. Pfimkovy problém lze zobecnit
zménami jist¢ho parametru o vét§iho neZ nula a mens$iho neZ nekoneéno, aviak jinak
libovolného. Pro a = 2, dostanete pravouhlou hyperbolu a pro « = 1/2, dostanete
parabolu. Pro « < 1/2 se kfivky za¢nou jednou a vicekrdt protinat, ale dileZité je,
Ze nakonec jdou do nekoneéna. Ve zobecnéni pfipadu kruZnic se méni jiny parametr f§,
ktery ddvd tzv. B-kfivky, jak je nazyvdim, a dochdzi k obdobnym jeviim. VSechny
prochdzeji pogdtkem. B = 1, odpovidd kruZnici, § = 2 ddvd myslim Bernoulliho
lemniskdtu, B = 1/2 je kardioida atd. Zabyval jsem se tim v eukleidovském prostoru
a skute¢ni matematici zobecnili cely problém na mnohem komplikovanéjsi prostory,
o kterych vim velmi mélo. Nerozumim jejich ¢linktim, nicméné vim, Ze dospéli k nékte-

" rym zajimavym vysledkim.

Problém kruZnic, o kterém jsem se zminil, se neddvno objevil ve zcela jiné souv1slost1,
o které jsem nepfemyslel, i kdyZ pfi trose §tésti mne mohly napadnout uZ v roce 1956.
Tykd se léCeni rentgenovymi paprsky, které je v dnesni dob& nejuZivanéj§im typem
radioterapie. PouZiti t&Zkych iontd je sice lep$i, ale mdloktefi pacienti se dostanou
k zafizenim, kterd je pouZivaji. Znamend to, Ze vétsina lidi, ktefi jsou 1é¢eni radioterapii,
je léCena rentgenovymi paprsky a otdzka je, jak sprdvng ddvkovat toto zdfeni. Dejme
tomu, Ze jste lékaf a potfebujete ozdfit nddor v téle pacienta, ktery je v blizkosti plic
a patete. Plice a pdtef timto zdfenim velmi trpi, take p¥i ka?dém plinovaném zikroku
by se lékaf mél snaZit omezit ddvky do t&chto ¢dsti na minimum a pfitom oz4fit nddor tak
silng, jak si pfeje. Problémem je, jak ozdfit silnou ddvkou nddor a uSetfit plice a patef?
Zndzornite-li idedlni rozdéleni, dostanete plnou ddvku v oblasti nddoru a nulu viude
jinde. Rentgenové zdfeni m4 viak dosti neostré rozdéleni, které bude zasahovati mimo
nddor. OzdFite-li silné nddor, zasdhnete i okoli. To znaéné omezuje va$e moznosti zdkro-
ku.
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Nyni pfedpoklddejme, Ze pouZijete tzv. rotalni terapii. Pro ni se pouZivd zdroj rentge-
novych paprskil v jednom sméru s prom&nnou intenzitou, kterou upravujete rozmist&nim
olovénych stinidel atd. Abyste ozdfili uréity bod P, otd¢ite rentgenovou lampou kolem
pacienta. Berete oviem v uvahu jen ty paprsky nebo pfimky, které prochdzeji bodem P,
a ty budou viechny na kruZnici prochdzejici bodem P.*). Takto se dostdvaji kruZnice
do naSich tvah.

Necht G je funkce popisujici pole zéfeni. D4dvka tohoto z4Feni je integrdl F z G pres
zmin&énou kruZnici. Specificky Radonilv problém, ktery se zde objevuje, zdleZi v tom,
jak prejit od Zddouciho rozdéleni F k radiadnimu poli G, které miiye radioterapeut
regulovat. V jistém pfibliZeni, které jsem vypracoval jiZz pfed delsi dobou, lze tento pro-
blém fefit. Zaddte-li libovolné rozd&leni ddvky zdfeni, pak muiZete skutené spoditat
funkci G. Je tu viak jeden velky problém.

Obecn& vzato, zvolite-li libovoln& F, pak pro takové rozdéleni ddvek dostanete
i zdporné hodnoty G a jak kazdy, kdo pracuje ve v&€d& vi, ve zlomysIné pfirod& nic
takového jako zdpornd intenzita zdfeni neexistuje. Kdyby tomu tak bylo, Zivot by byl
mnohem snaz¥i. Je zde tedy &ist€ matematicky problém z analyzy: Jak ziskat uZite¢nou
charakterizaci rozdgleni F, tzn. rozdgleni oziteni, které zaruduje, e G je nezdporné.
Pokud vim, odpov&d neni zndma. Mdme zde tedy stary problém klasické analyzy
&ekajici na vyfeleni a je to problém, jehoZ feSeni potfebujeme prdvé v soucasné dobg.

Zemfely profesor George Birkhoff uvefejnil v r. 1940 kresbu z pfimek v &ldnku nazva-
ném O konstrukcich vytvoFenych z pFimek. Kresba ukazuje, jaké sloZité véci miZete
vytvofit a co je problém rentgenologie. KaZdou pfimku miZete povaZovat za tenky rent-
genovy paprsek produkujici ddvku ozdfeni. V misté, kde se s&itaji, je ozdfeni velmi silné.
Objevil jsem tento &ldnek asi pfed rokem. Birkhoff Fikd: ,,MiZete samoziejm& vytvofit
libovoln& sloZity obrdzek.“ Ponechdvd si ale moZnost, kterou m4 kazdy umélec, totiz
vymazdvani, coZ je viak totéZ jako pfipustit ziporné intenzity zdfeni. Je to hezky priklad
oblasti matematiky, kterd byla v jisté dob& objevena v n&jakém kontextu, pak zapome-
nuta a nyni, o &tyficet let pozdgji, se vynofila v kontextu ipln& jiném.

Dékuji vdm za pozornost,

Profesor Singer: D&kuji vdm za velmi krdsnou a pro matematiky inspirujici pfedndsku.

Dr. Herbert Hauptman ziskal doktordt z matematiky na univerzité stdtu Maryland
po prodlouZené vojenské sluzbg ucitele u letectva a pak v Ndmo¥ni vyzkumné laboratofi
(Naval Research Laboratory). On a Jerome Karle ziskali Nobelovu cenu za chemii
v r. 1985 za spolenou prdci v rentgenové krystalografii. Tato prdce byla vykondna v pa-
desdtych letech a pouZiti po&itadi ji uéinilo nejefektivnéjsi pfimou metodou pro rychlé
urovdni tfirozmérnych modeli molekul. v

Dr. Hauptman je profesorem biofyzikdlnich v&€d na univerzité stitu New York
v Buffalu a pfedsedou a v&€deckym feditelem Lékafské nadace v Buffalu. Popie nim
svoji piimou metodu a jeji &etné aplikace v chemii, 1éka¥stvi a biologii. Pane doktore,
prosim.

*) Pfes dobrou snahu prekladatele i redakce ziistdvd smysl tohoto mista textu nejasny.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¥nik 34 (1989), &. 3 135



Dr. Hauptmann: Krd&im ve §lépgjich profesora Cormacka a myslim, Ze bude vhodné
na zaddtku Fici, Ze mé veskeré chemické vzdé€ldni spoéivd v jediném kursu zdklad chemie
absolvovaného pfed padesdti lety. Znamend to pfedevsim, Ze nejsem chemik. Nejsem
si ani jist, Ze jsem matematik, ale velkeré mé vzdéldni je matematické véetné doktordtu.

Pred zhruba 2400 lety fecky filozof Demokritos pfedpovédél existenci molekul jako
nejmensich ¢dsteCek hmoty. Uhodl rovnéZ, Ze molekuly samotné se sklddaji z jesté
mensich ¢dsti nazyvanych atomy, jejichZ povaha a uspordddni uréuje fyzikdIni a chemic-
ké vlastnosti ldtek. Dodejme, Ze to byl pozoruhodny odhad. Pokud mohu posoudit
nebylo pro né&j Zddné odivodnéni, které bychom shledali dnes pfijatelnym, takZe si
myslim, Ze mél prosté §tésti a §koda, Ze se to nestdvd v§em filozoftium.

Jesté v uvodu bych rdd fekl, Ze Demokritova hypotéza byla potvrzena aZ v tomto sto-
leti, a to pomoci rentgenové krystalografie neboli ohybu rentgenovych paprski krystaly.

Molekuldrni struktura miiZze byt jednoduse definovdna jako geometrické uspofdddni
atoml a uréenim soufadnic atomli v molekule vzhledem k libovolnému soufadnému
systému; tim mdme problém uréeni molekuldrni struktury vyfeSen. Krystaly maji oby-
¢ejné dobie uréené povrchové plochy, které jsou makroskopickym projevem vnitiniho
uspofdddni. BéZnd velikost krystalt vhodnych pro rentgenovou difrakci je nékolik
desetin milimetru.

Pokusim se velmi stru¢né vysvétlit, jak se krystal matematicky popisuje. Jsem tady
koneckoncti k viili tomu, abych mluvil o pouZiti matematiky pfi vyvoji metod uzivanych
pro rutinni zplisob urfovdni molekuldrnich struktur, a je tedy predevSsim nutné fici
matematickym jazykem, co nazyvdme krystalem. Nejsnazsi bude zadit se dvéma roz-
méry, abychom se nemuseli zabyvat hned tfemi, které nds ve skuteCnosti zajimaji.
Popisu tedy, jak lze rovinu pokryt kongruentnimi rovnobézniky. Je to velmi prostd
konstrukce. Mdme dvé mnoZiny rovnobéZnych ¢ar a v kazdé z nich jsou vzddlenosti
mezi ¢arami stejné. Tyto &dry rozklddaji celou rovinu do mnoZiny kongruentnich
rovnobé&Znikt majicich tu vlastnost, Ze mezi nimi neni Zddné misto, takZe timto zptso-
bem je pokryta celd rovina.

Abychom dosli k definici dvourozmérného krystalu, pfedstavme si, Ze do kazdého
rovnobéZniku umistime nékolik bodii a spojime je iseCkami tak, Ze tvofi mnohothelnik.
Tyto body jsou umistény naprosto stejnym zplisobem ve vech rovnobéZnicich, takze
viechny rovnobéZniky i v nich obsaZené obrazce jsou pfesné stejné. PovaZzujeme-li nyni
zvolené body za polohy stfedii atomil, pak timto zpiisobem definujeme nejen dvourozmeér-
ny periodicky soubor bodi, ale i néco, co nazyvdme funkce elektronové hustoty. Tato
funkce je ve dvourozmérném ptipadé€ funkci polohy, kterd ndm v kazdém bod€& ddvd
pocet elektroni na jednotku plochy. Je zfejmé, Ze je funkci s dvoji periodou. Opakuje se
a jeji dv& periody odpovidaji dvéma rozmérim rovnob&Zniku.

Nyni patrné miZeme piejit k opravdovym krystaliim, které jsou tfirozmérnym analo-
gem toho, co jsem prdavé popsal. Misto dldZzdéni roviny kongruentnimi rovnobé&Zniky
budeme vypliiovat prostor kongruentnimi rovnobéZnostény. Musime si predstavit,
Ze obecné kazdd tzv. ,,jednotkovd butika‘‘ nebo zdkladni jednotka krystalu je rovnobg&z-
nostén. Opét umistime do kaZzdého rovnobéznosténu mnoZinu bodi a spojime je uset-
kami tak, jak je ukdzdno na obr. 1.

Pifedstavujeme-li si opét, Ze kazdy bod je atom, pak okoli kaZdého atomu je opét
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vyplnéno elektrony urdujicimi funkci elektronové hustoty. Ze zpusobu konstrukce
vyplyvd, Ze tato funkce elektronové hustoty, kterou budeme znagit o(r) (je totiz pouze
funkei polohy), je trojn& periodickd. Kromé toho je tfeba objasnit souvislost krystalu,
o kterém jsem prdavé mluvil, s rentgenovou difrakci. Dopadd-li proud rentgenovych
paprski na krystal, je rozptylovin do mnoha sméri.. Tento jev, ktery se nazyvd ohyb
neboli rozptyl rentgenovych paprski na krystalu, byl objeven dvima némeckymi fyziky
okolo r. 1912. Von Laue, jakoZ i otec a syn Braggové vystihli, Ze intenzity paprskil a smé-
ry, do kterych jsou rozptyleny, zdviseji na molekuldrni struktufe rozptylujicich krystali.
Umistime-li fotografickou desku tak, Ze na ni dopadaji rozptylené paprsky, je jeji zEernd-
ni zdvislé na jejich intenzité. Rozptylenych paprskit mohou byt tisice. V onéch ddvnych
dobdch bylo dokdzdno nejen to, Ze intenzity a sméry rozptylenych paprski jsou krysta-
lem nebo molekulovou strukturou urdeny jednoznalng, ale Ze molekuldrni strukturou
jsou urdenv i faze téchto paprski.

Obr. 1.

jednotkova
burika
—_—

Co jsou to fdze? Pfedpokldddm, Ze vSichni z vds chdpou, Ze rentgenové paprsky,
podobné jako obylejné viditelné zdfeni, je vinéni a vlny, jak viichni vime, maji vedle
intenzity a amplitudy také fdzi. Grafy sinusovych vin mohou mit stejnou frekvenci a am-
plitudu a ligit se fdzi, coZ znamend, Ze prochdzeji nulou v riznych bodech, a to riznych
bodech v Ease i v prostoru. Vzdjemny rozdil, mé&feny napf. ve stupnich, je fizovy rozdil
téchto dvou vin. Brzy po objeveni ohybu rentgennovych paprski krystaly se pfi§lo na to,
Ze vedkerd podstata tzv. difrak¥nich obrazcd (coZ je fekn&me rozloZeni rozptylenych
paprskil a souhrn jejich relativnich intenzit a relativnich fdzi) je jednoznadn¥ urdena
molekuldrni strukturou. Brzy bylo téZ jasné, Ze plati i obrdcené tvrzeni, které je bez-
prostiednim disledkem t¥irozmérné periodiénosti funkce hustoty.

Jeité jednou bych chtél pfipomenout, Ze z matematického hlediska krystal neni nic
jiného neZ funkce polohy periodickd ve tfech smérech. PovaZzuji za diileZité zde to zdu-
raznit, nebot ilelem tohoto setkdni je ukdzat, co miiZe matematika Fici o fyzikdlnich
v&ddch. Je jasné, Ze jak uZ bylo fedeno, matematika je jazykem védy a samoziejmé nej-
prostsi a nejelegantn&jsi zpisob, jak popsat tfirozm&rnou periodiénost funkce elektro-
nové hustoty, je rozvinout ji do fourierovské rady.
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KaZdé periodickd funkce miZe byt reprezentovdna fourierovskou fadou. Trojn&
periodick4 funkce hustoty o(r) je reprezentovatelnd t¥irozmérnou neboli trojnou Fourie-
rovou fadou

o(r) = V"1 Y Fyexp(—2niH.r),
B

kde r je vektor polohy, ¥ je objem jednotkové buiiky krystalu a komponenty vektoru H
probihaji celd &isla. Vektory H se nazyvaji vektory reciproké miizky a oznaduji rizné
rozptylené paprsky.

Koeficienty Fy této fady (strukturni faktory) jsou komplexni &isla a jak brzy uvidime,
mohou byt uréeny pomoci o(r). Velikosti té&chto strukurnich faktort 1ze dostat pfimo
z méfenych intenzit, takZe v celém dalsim vykladu mohou byt pokldddny za znimé
veliéiny. Mdme tedy rovnici s mnoha proménnymi, ale jediné nezndmé jsou tzv. fdze ¢ y
strukturnich faktorti definované formuli

FH = |FH| eXp (1¢H) .

Tyto fize nelze méfit, jsou ndm nedostupné. Pro uréeni struktury krystalu z rozptylo-
vého experimentu jsou vSak nutné. Ukazuje se, Ze intenzity rozptylenych paprski
v difrakénich experimentech métit lze. Jsou prosté imérné zéerndni fotografické desky,
jak jsem se zminil pfed chvili. Intenzity tedy mé¥it Ize, fdze vSak nikoli. Ztrdcime tedy
polovinu informaci potfebnych k odvozeni krystalové struktury z difrakéniho experi-
mentu.

Za starych ¢asti, coZ je tak asi pfed rokem 1950, krystalografové argumentovali timto
zplisobem: Vzhledem k tomu, Ze fdze nelze v difrakénim experimentu urdit, miZzeme je
zvolit libovoln& a dostat tak téméf libovolnou funkci hustoty, kterd by odpovidala
naméfenym intenzitdim. Proto tvrdili, Ze difrakéni experiment z principidlnich diivodi
nemize urdit krystalovou a molekuldrni strukturu.

Jejich argument je viak klamny, i kdyZ dfive, tj. pfed rokem 1950, mu vsichni véfili.
H4gek je v tom, Ze zvolime-li fize libovolng, dostaneme obecn& funkci hustoty g(r),
kterd neodpovidd tomu, co o ni vime. Napf. tomu, Ze g(r) musi byt vSude nezdpornd.
Konec koncti jde o hustotu a to je poCet elektronil v jednotkovém objemu. Vezmeme-li
libovolné fdze, obvykle dostaneme funkci, kterd je nékde zdpornd. Znamend to tedy, Ze
fdze nelze vybrat libovolng!

Ukazuje se, Ze poZadavek nezdpornosti siln& omezuje mozné hodnoty fdzi, avSak
nestaci k jejich jednoznaénému urceni.

Je tfeba mnohem silnéj§i podminky a takovd zde opravdu je, nebot vime, Ze atomy
v molekule lze povaZovat pfiblizné za body. V oblastech bezprostiedniho okoli stfed
atomul nabyva Q(r) dosti velkych pozitivnich hodnot, ale v prostoru mezi nimi hustota
siln€ klesd. PouZijeme-li tedy podminku atomiénosti, tj. oddélenosti atoml v molekule,
dostaneme velmi silnd omezeni tim spise, Ze dokonce zndme i pocet atomit v molekule.
Ukazuje se, Ze s vyuZitim téchto pfedb&Znych strukturédlnich znalosti jsou ve skute¢nosti
faze ureny pozorovanymi absolutnimi hodnotami. Tedy krystalové a molekulové struk-
tury jsou jednozna¢né uréeny pozorovanymi veliinami, tj. samotnymi intenzitami,
a to navzdory tomu, Ze neni k dispozici to, co se zprvu zdd byt potfebné — neméfitelné
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faze. K vypottu Fourierovych koeficientt — strukturnich faktort — pomoci g(r) potie-
bujeme integrdl
Fyg = [yo(r)exp (2niH . r)dV,

coZ neni jednoduchy, ale trojny integrdl, nebot pracujeme ve tfech rozm&rech. Integraci
provddime pfes objem zdkladniho rovnobéZnost€énu a odtud dostivime vyslednou
rovnici, kterd uddvd vztah mezi strukturnimi faktory, jejichZ velikosti odpovidaji m&fitel-
nym intenzitdm g(r) v difrak&nim experimentu.

Piejdeme-li do extrému a nahradime skuteGny krystal idedlnim, ve kterém atomy
povaZujeme za bodové, piejde tento integrdl na soucet pfes N atomi v jednotkové burice
krystalu. Dostaneme

N
) Ey=0;Y2Y Z exp(2niH . 1)),
j=1

kde Z; je atomové Cislo j-tého atomu, r; je jeho polohovy vektor a g, je Skdlovaci
konstanta, kterd nds nemusi zajimat. Strukturni faktor je nyni nahrazen normalizova-
nym strukturnim faktorem Ep, coZ je rovné€Z komplexni ¢islo. Rovnice uréujici fdze md
nyni tvar

Ey = |Eg| exp (idy) .

Cht&l bych pohovotit o rovnici (*) pongkud podrobnéji, takZe mi pravdépodobné
zbude mdlo ¢asu na mnohé dalsi véci, ale na tom pfili§ nazdleZi. Ve skute¢nosti jde
o systém rovnic, nebot dostdvime jednu rovnici pro kazdy rozptyleny paprsek, jehoZ
smér je urlen vektorem reciproké mfizky — trojrozmérnym vektorem s celodiselnymi
slozkami.

Predpoklddejme, Ze nds zajimaji absolutni hodnoty obou stran rovnice (*). Na levé
strané mdme velikost normalizovaného strukturniho faktoru, kterou urime z naSich
difrakénich experimentd méfenim intenzit rozptylenych paprskii. Na pravé strang
mdme soudet pfes viechny atomy v jednotkové buiice. Jediné nezndmé na pravé strané
Jjsou polohové vektory r;, které popisuji krystalovou a molekuldrni strukturu. Uvazujme,
kolik rovnic takto dostaneme. Podet rovnic je roven poétu velikosti, pro které jsme na-
méfili intenzity. V typickém piipadé jich mohou byt tisice, pét, Sest, sedm tisic a pocet
atomil v molekule je obvykle dosti maly. Sedesdt, osmdesdt, moZnd sto nebo tak ng&jak.
KaZdy polohovy vektor md tfi sloZky, a proto miiZeme hovoftit o dvou nebo tfech stech
neznimych v péti, Sesti, sedmi tisicich rovnic. Co ndm to fikd? Ze polohové vektory
jsou obecné€ pfeurdeny tim, co miZzeme méfit. Nejen tedy, Ze neni pravda to, emu
se véfilo do padesdtych let, totiZ Ze pozorované intenzity nepostacuji k jednoznaénému
uréeni krystalovych struktur, ale ukazuje se, Ze tento problém je silné pfeurcen.

Je pravda, Ze chceme mnohem méné, nez chtéli krystalografové ptivodné&. Piivodné
se mluvilo o ur&eni hustotni funkce o(r). Nepfedstirdme, Ze uréime prdvé ji. Tvrdime
pouze, Ze miZeme urcit polohu atomi, coZ je samoziejmé slab§i informace neZ skuteéna
hustotni funkce, ale obyéejné je to vse, co nds zajim4d.

Mimochodem, jde o velmi komplikovany systém rovnic a ani s nejvét§i davkou fan-
tazie jej nelze povaZovat napf. za systém linedrnich rovnic, nebot jde o linedrni kombi-
nace exponent a nezndmé jsou v jejich mocnindch. Mimo to porovndvdme absolutni
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hodnoty obou stran a to nd% problém jesté vice komplikuje. Pfedstavme si nicméng, Ze je
vyfeSen a Ze zminéné polohové vektory jsou nyni zndmy. Jsou tedy uréeny nadbyte¢nym
systémem rovnic.

Médme tedy takovou molekuldrni strukturu, Ze intenzity ji rozptylenych paprski sou-
hlasi s tim, co bylo nam€feno. Dosdhli jsme viak vic. Zndme-li r;, miZeme ve skutec-
nosti vypogitat celé komplexni &islo Ey, nejen jeho velikost. Znamend to, Ze jsme vypo-
¢itali fdze ¢y, které nemohou byt méfeny, jak jsem predtim zdlraziioval. Nelze je
Zadnym zplisobem pifimo méfit, ale jedind informace, kterou jsme vloZili do systému
rovnic jsou nam&fené velikosti. O &em to vypovidd? Rikd to, Ze namé&fené intenzity,
tedy velikosti IE H| ve skutetnosti obsahuji informaci o fdzich, kterd je experimentdln&
nedostupnd. Jediny problém, ktery ziistdivd — a kdyZ ¥ikdm jediny, je to ponékud ne-
japny vtip — je, jak ziskat informaci o fdzich, kterd je obsaZena v naméfenych intenzi-
tach.

Divod, pro¢ jsem s tim strdvil tak mnoho &asu, tkvi v tom, Ze chci zdtiraznit, Ze odvo-
zeni uvedenych zdvéri nevyZadovalo zvld$f hlubokou matematiku, nicméné matema-
tika je pro né podstatnd a zdvéry, které jsme prdvé ucinili, byly pfed rokem 1950 pova-
Zovdny za sm&$né. Nikdo ndm v té dob& nevefil. Byli jsme myslim povaZovdni trochu
za bldzny plytvajici Casem na pokusy o fe§eni problému, o kterém panovalo pfesvéd&eni,
Ze je v principu nefeSitelny.

Molekuldrni a krystalova struktura neuruje hodnoty fizi jednoznacné z toho divodu,
Ze polohové vektory nezdvisi pouze na molekuldrni struktufe, ale také na vyb&ru
poddtku. My vSak miiZeme polohu po&dtku libovolné ménit, nebot v krystalu neni nic,
co by ndm pfikazovalo, Ze pofdtek musi byt v tom ¢i onom bodg, protoZe Zddny bod
se neli§i od ostatnich. Tedy zm&nime-li pocdtek, zm&nime i polohové vektory r; a hod-
noty fizi. Znamend to, Ze jednotlivé fize nejsou krystalovou strukturou uréeny. Je
jasné, Ze nemdame nadéji na ziskdni informace o fdzich pouze z pozorovanych intenzit.
Neni to mozZné a to také vysvétluje, prog je informace o fdzich v difrakénich experimen-
tech nedostupnd. Chceme-li si zachovat nad3ji na uréeni hodnot jednotlivych fédzi z mé-
fenych intenzit, musime tim nebo onim zpisobem uréit, kde by m&l byt nd§ poddtek.

To vSak pfindsi jisté nesndze, které lze nejlépe pfekonat tim, Ze se soustfedime nikoli
na jednotlivé fdze, ale na n&které jejich linedrni kombinace, jejichZ hodnoty jsou jedno-
znaéng uréeny strukturou a jsou nezdvislé na volb& poddtku. Tento program lze usp&¥n&
dovést do konce. Vénujme n3kolik ndsledujicich minut definici strukturnich invariantd.

Ukazuje se, Ze linedirni kombinac: t¥i fdzi je strukturni invariant, pokud soudet vekto-
ri jejich reciproké mtiZe je nulovy. To ddvd dosti Sirokou tfidu strukturnich invarianti.
MiZeme se pokusit odhadnout tyto specidlni linedrni kombinace fdzi pouze z pozoro-
vanych intenzit. Z Sasovych diivodi zde mohu promluvit pouze o malé podmnoZin&
strukturnich invariantd, totiZ o tfifdzovych strukturnich invariantech definovanych jako

Yi=¢g+ g+ ¢, kde H+ K+ L=o0

a H, K a L jsou vektory reciproké mfiZze. Pokud odhadneme hodnoty dostate¢né velkého
mnoZstvi téchto linedrnich kombinaci a mdme uréen po¢dtek, mdme nadgji na vyhodno-
ceni samotnych fdzi.
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Strukturni invarianty hraji dileZitou roli vazeb mezi pozorovanymi velikostmi a fd-
zemi. Mdme-li odhady dosti velkého mnoZstvi strukturnich invariantti, miZeme né&ja-
kym vhodnym zplisobem stanovit pocdtek, coZ neni pro dalsi vysvétleni tak duleZité.
Z t&chto odhadii pak lze zrekonstruovat fdze.

DiilezZity krok je to, co lze nazvat principem souseda. Ukazuje se, Ze pro odhad hodnot
strukturnich invarianti nemusime obecné& pouZivat celou mnoZinu naméfenych hodnot.
V tzv. ptiznivych ptfipadech, které za chvili popiSeme, sta&i k uréeni libovolného struk-
turniho invariantu mald podmnoZina naméfenych intenzit. Tato idea je neobytejné
dulezitd, protoZe znamend, Ze k odhadu strukturniho invariantu ndm staci vzit jen né€ko-
lik médlo velikosti nebo intenzit. Téchto pdr intenzit nebo velikosti nazyvdme okolim
strukturniho invariantu. Prvni okoli tfifizového strukturniho invariantu je sloZeno
ze t¥i velikosti |Ep|, |Egl|, |EL|, takZe z jejich znalosti miZeme v pfiznivych pfipadech
odhadnout ony specidlni linedrni kombinace fdzi. Hodnota téchto strukturnich invarian-
th velmi mdlo zdvisi na hodnotdch tisici dalich namé&fenych intenzit. Dovolte mi,
abych vdm velmi stru¢n& popsal strategii feSeni, tj. jak se takovy odhad provddi. To,
0 co se snazime, je vyloufit nezndmé polohové vektory, které jsou zdrojem potiZi.
Metoda, kterou jsme piijali, je zaloZena na pfedpokladu, Ze viechny mozné hodnoty polo-
hovych vektort jsou stejné pravdépodobné. Reteno jazykem matematické teorie pravdg-
podobnosti, éinime pfedpoklad, Ze polohové vektory jsou stejnomérné a nezdvisle rozlo-
Zené ndhodné veli¢iny. Normalizovany strukturni faktor je proto rovnéZ ndhodnou veli-
¢inou a za predpokladu, Ze zdkladni ndhodné proménné jsou stejnomérné a nezdvisle
rozloZeny, miiZeme zjistit pravdépodobnostni rozd€leni strukturniho faktoru. MiiZzeme
dokonce nalézt rozdéleni podmin&né pravdépodobnosti libovolného strukturniho
invariantu, kdyZ tfi velikosti v prvnim okoli povaZujeme za zndmé. Cely tento postup
Ize provést metodami, které z hlediska vyvoje teorie pravdépodobnosti zhruba v posled-
nich sto letech jsou povaZovdny za standardni.

V piipadg tfifizovych strukturnich invariantl je rozdéleni podminéné pravdépodob-
nosti ddno jednoduchym vyrazem

Pxx"'exp(Acosy),
kde o
A= 20'30'2—(3/2)IEH[ [Exl IELI » Op =) 2
j=1

a x je normaliza¢ni konstanta, kterd nds nyni nemusi zajimat. Velikosti vystupujici ve
vyrazu pro A jsou zndmé veli€iny a stejné tak i 5 a 7,.

Toto rozdéleni se nejlépe zndzorni obrdzkem. Pro A dosti malé, napf. okolo 0,7,
vypadd jako na obr. 2.

Nejpravdépodobnéjsi hodnota tfifdzového invariantu je nula, ale odhad v tomto p¥i-
padé neni snadny, nebot rozdéleni je pom&rné ploché a md velkou varianci, takZe odhad
neni spolehlivy.

Pro velké hodnoty A, napf. A = 2,3 je rozdé&leni zndzornéno na obr. 3. Opét vidime,
Ze nejpravdépodobnéj§i hodnota je nula, odhad je viak nyni snadny, nebof mdme
rozdéleni s velmi malou varianci.

Mij Cas jiz vyprsel, proto shrnu vysledky tim, Ze feknu, Ze v pfiznivych ptipadech
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ony tfi velikosti jsou velké a zji§tujeme, Ze odhad tfifizovych strukturnich invarianti
Je nula. Jak jsme jiZ vidéli, diky schopnosti odhadnout hodnoty strukturnich invarianta,
miZeme pfejit od pozorovanych velikosti nebo mé&fenych intenzit k invariantim,
které ndm zase umoZiiuji celkem b&Znym postupem odhadnout hodnoty individudlnich
fdzi z m&fenych intenzit a jak uz jsem pfedvedl, mdme-li namé&fené intenzity a fdze,
které umime spocitat, miZeme pfimo odvodit krystalovou a molekuldrni strukturu.

Profesor Singer: D&kuji dr. Hauptmanovi za jeho vystiznou ptredndsku, jakoZ i za vétu
z Fourierovy analyzy.

VI

Druhou ddst diskuse otiskneme v pFistim Cisle
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