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Neustéla pohromu véstici varovani védcti nakonec uz nejsou brana vazné. Podnebi
se vlastné tak rychle neméni, urcité ne v priibéhu jednoho volebniho obdobi némeckého
parlamentu. Ale neni ani seri6zni, kdyZ politici hodnoti lofiské horké 1éto jako tikaz bli-
zici se zmény klimatu. A je stejné nebezpeéné, kdyz se pokouseji zastupci hospodarské
sféry bagatelizovat védeckd pozorovani a véfi, Ze nemuseji vyvozovat Zadné disledky.
U politikt rozhoduje bohuzel Casto stranickd prislusnost o tom, jakym zptisobem
pfijimaji védecké vypovédi.

Extrémni pozadavky po nicnedéldni na jedné strané a obrovsky aktivismus na strané
druhé zpravidla neslibuji Zadné feSeni. Védcim je ale téméf znemoznéno vést o téchto
dtlezitych otazkach neideologickou diskusi.

Po tomto praktickém a aktudlnim problému zakladniho vyzkumu a spole¢nosti bych
se rad vratil jesté jednou na zacatek. Jakym zplisobem se mé péstovat a podporovat
zékladni vyzkum, aby prospival spole¢nosti? Dovolte mi skoncit slovy slavného pritele
Alexandera von Humboldta, kterého obdivoval. Konkrétné slovy muZe, ktery byl
zdroven pfitelem a obdivovatelem vas$i zemé. Mam na mysli Johanna Wolfganga
Goethe, ktery fekl: ,, Ale ve védé je ta nejabsolutnéjsi svoboda nutnd: jen pak iucinkuje
nejen dnes a zitra, ale po nekoneéné pokracujici ¢asovd udobi.“

Spolehlivost numerickych vypocta

Michal KtiZek, Milan Priger a Emil Vitdsek, Praha

»2How much do you believe your numerical results?* (Do jaké miry vé&fite svym
numerickym vysledkim?) Takto se asto ptd prof. Ivo Babu$ka na mezinarodnich
konferencich vénovanych numerické matematice. PouZijme jeho okfidlené otizky jako
prilezitosti k malému zamy$leni nad numerickym pocitanim.

Otazka se tykad kvality numerickych vysledkd. To jsou ¢isla vyjadfend ve tvaru
g-adického zlomku (pfi ruénim pocitani dekadického, p¥i poéitani na pocitaci vétsinou
dvojkového).

Numerickym hodnotdm ¢isel se nelze vyhnout, chceme-li popsat objekty reilného
svéta a vztahy mezi nimi. Tak nap¥. mé&dény drat ma specificky odpor 1,745-10~8 Qm
a na tom se neda nic zménit. Chceme-li tento drat bezpecné pouzit k pfenosu elektrické
energie, musime tuto hodnotu vzit v uvahu pfi vypoétu intenzity proudu, tloustky
vodice apod.

RNDr. MicHAL KR{ZEK, DrSc. (1952), RNDr. MILAN PRAGER, CSc. (1930), a RNDr. EMIL
VITASEK, CSc. (1931), jsou védetti pracovnici Matematického Gstavu AV CR, Zitna 25, 11567
Praha 1, e-mail: krizek@beba.cesnet.cz.

Tato prace vznikla v rdmci grantu & A 1019601 GA AV CR.
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Pro ziskani numerickych hodnot se nabizeji v podstaté dvé cesty. Prvni cestou je
vypoéitat feSeni vzorcem (analyticky, teoreticky), tj. ziskat pomérné jednoduchou
a prehlednou kombinaci pismen a matematickych symboli. Do tohoto vzorce pak
dosadime numerické hodnoty nami pouZitych objektd (v&tSinou geometrické a fyzi-
kélni konstanty) a ziskdme numerickou hodnotu, kterd ndm umozni uéinit potifebné
rozhodnuti.

Druhou cestou je dosadit numerické hodnoty uz do formulace problému, a pak
manipulaci s témito hodnotami (tj. provddénim aritmetickych operaci, vypo¢td hodnot
jednoduchych funkci) dojdeme k pozadovanému vysledku. Tento postup nikterak neni
kopii cesty, kterou se ubirdme pfi analytickém feSeni. Konstrukce metod pro tyto
vypocty je predmétem numerické matematiky. Této druhé cesté se pak fika numerické
poditani.

Na prvni pohled je patrny rozdil mezi obéma postupy. Pfi prvnim postupu, kromé
zisku poZadované numerické hodnoty, dostaneme vzorec, z néhoz mizeme vycist z4-
vislost vysledku na parametrech (nezivisle proménnych) a mnoho jinych uZiteénych
véci. :

Tuto moznost ndm druha cesta nedéva, i kdyZ opakovdnim vypocti miZeme nékteré
diléi zavislosti zjistit. Vyhodou ovSem je, Ze takto lze postupovat i v pfipadech, kdy
je prvni cesta neschidna.

Uvedme maly pfiklad. Méjme diferencidlni rovnici

yl:1+y2

s pocateéni podminkou y(0) = 0 a necht je nasim cilem najit hodnotu y(1).

Pfesné feSeni rovnice, jak snadno zjistime, je y(z) = tgz, a tedy y(1) = tgl =
= 1,557... Zaroven vidime, Ze funkce v okoli bodu = = 1 roste, miZeme zjistit, jak
asi rychle, a mame o jejim chovani velmi dobry pfehled.

Zamé&nime-li nasi rovnici na y' = = + y? a ponechdme-li pivodni po¢ate¢ni podmin-
ku, feSeni lohy pomoci ,konec¢ného“ vzoreCku neexistuje. Pfesto ddvno vyzkouSenym
numerickym postupem snadno najdeme, Ze y(1) = 0,557...

Vyhodou numerického reSeni je, Ze je pouzitelné pro feSeni mnohem vétsiho poctu
uloh nez FeSeni analytické, pfiCemz lze zajistit, Ze ziskané hodnoty budou dostatecné
presné.

Je samoziejmé, Ze je moZno pouZit kombinace obou metod, zvlasté kdyZz jsou
v posledni dobé k dispozici poéitatové programy pro symbolické manipulace [2, 6].

Tim se dostavame k tomu, abychom se podivali podrobnéji na é&isla, s nimiz podéitaé
pracuje. Misto mnoZiny redlnych éisel je totiZ na pocitali pouze koneénd mnozina tzv.
Cisel zobrazenych v pohyblivé fadové Earce, coz je Cislo 0 a &isla tvaru

T = :tO,ilig...Z'd'ZE, (1)
kde d, 2, E,1;,...,iq jsou celd &isla, d 2 1 je dan4 délka mantisy, z 2 2 je dany zéklad
(v8tsinou 2, 8, 10, 16), E je exponent lezici v daném intervalu E_ S ESE,,i; 21
a0si;Sz-1proj=1,...,d. Pfiprovidéni aritmetickych operaci na potitaci tak
dochézi k zaokrouhlovani (pokud nepracujeme pouze s celoéiselnymi proménnymi).

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, roénik 42 (1997), €. 1 9



Véfime, Ze hustota zvolené mnoziny racionalnich ¢isel tvaru (1) je dost velkd na to,
abychom zachytili podstatné jevy vyskytujici se v nasem problému. Nemusi to byt
ov8em vzdy pravda, a proto také pocitade maji éiselné sité rizné hustoty.

Vzdycky, alespon teoreticky, se miZze mezi dvéma sousednimi raciondlnimi &isly sité
objevit n&jaky jev (velkd zména hodnot funkce, peak funkce), ktery nebude zachycen.
Potom je nutno uzit specialni opatieni.

Z této vlastnosti ¢isel uzivanych pfi numerickém pocitani a z toho, Ze jich mizeme
zpracovat jen koneény, i kdyz velky pocet, vznikaji nékteré problémy. Predné se
musime starat o to, jak funkce definované na nespocetné mnoziné bodid (jako je
tfeba interval) nahradit jednodu$8imi funkcemi, které 1ze definovat kone¢nym poétem
hodnot, napf. polynomy, funkcemi po ¢astech linedrnimi apod. Tuto ndhradu je zapo-
tfebi u€init s dostateCnou presnosti. Tato starost je hlavni naplni prace v numerické
matematice.

Dale je tfeba védét, ze se nas problém pfi prevodu do numerického roucha ponékud
»,rozmaze", a toto ,rozmazadvani“ pokracuje v pribéhu celého vypoctu a je zdsadni
otdzka, zda toto ,rozmazavani“ bude mit za nésledek také malou zménu vysledku
nebo zda zména ve vysledku bude velkd. Hovofime pak o numericky stabilnim nebo
nestabilnim chovéni.

Ustiedni otdzkou védeckotechnickych vypoétii je stanovit miru spolehlivosti ziska-
nych vysledkd. Tato otdzka nabyva na vyznamu zejména v pripadé, kdy jde o bez-
pecénost lidi (napf. pfi vypoétu piehrad, trupti letadel, jadernych elektraren). Hlavnim
zdrojem potiZi u takovych uloh je ale to, Ze jsou Casto nelinearni, velkého rozméru,
$patné podminéné, nestabilni, maji nidsobné feseni, singularity apod. Kvalita ziska-
ného piiblizného reSeni pak zavisi nejen na aritmetické presnosti poéitace, ale hlavné
na volbé pouZitych numerickych metod. Pokud po ukonfeni vypoétu neprovedeme
odpovidajici aposteriorni odhad chyby, nevime vlastné, co jsme spocitali.

Cilem tohoto €lanku je poukazat na néktera uskali a nebezpeéi pfi mechanickém
pouzivani numerickych metod na poéitagich bez znalosti teorie. Omezili jsme se pFfitom
na 10 zékladnich typt aloh. Priklady v nich jsme imyslné volili jednoduché, aby byl
vyklad pFistupny co mozna nejsir§simu okruhu étendfa Pokroki, aby se hlavni my$lenky
neztratily v technickych detailech a abychom znali (pokud moZno) pfesné feSeni, které
je zapotfebi k vypodtu chyby (chyba je rozdil pfesného a pfiblizného Feseni).

Pokud nemame potiZe s velikosti paméti pocitace, je vidy lepsi pocitat ve dvojnasob-
né aritmetice nez v jednoduché, protoze vypodcet netrva o mnoho déle. Poznamenejme
jesté, ze v jednoduché, dvojnasobné, resp. rozsifené aritmetice (single, double, resp.
extended precision) se &islo uchovava ve 4 (nékdy péti ¢i Sesti), 8, resp. 10 bytech. Ale
ani dvojnasobné aritmetika neni vSelék. Budete-li napfiklad poéitat hodnotu souétu
1020 4+ 1 — 10%°, pak vétdina poé&itatd vam da vysledek 0. Nulu naopak nemusite
dostat pfi vypoctu rozdilu 50000 - 50000 — 50000,0 - 50000,0. Prvni ¢len je totiz typu
longinteger a pfisluSny souéin se nevejde do 4 byth, coz nékteré prekladace neohlasi.
V tomto pfipadé pak po odeéteni druhého €lenu typu real dostanete nesmysly.

Nékteré softwarové produkty umoziuji pouzivat aritmetiku s ,libovolnou“ presnos-
ti. VSech 10 nésledujicich dloh bylo feSeno na béZnych osobnich pocitacich PC ve
dvojndsobné aritmetice.
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1. Rady

Ke zna¢nym potiZim numerického charakteru muize dojit pri s¢itani alternujicich
fad. Uvazujme nekoneénou fadu

k 2k+1

; (2k+1 & (= /0z e~ dt), (2)

kterd konverguje pro kazdé x redlné. Napfiklad pro z = 10 mame

10 10° 107
(10)—10—74——1—0——54'

Vzéjemné ,katastrofalni“ ruSeni velkych alternujicich €leni zptsobi, Ze pro z = 10
dostaneme ve dvojnasobné aritmetice naprosto nesmyslny vysledek —7,515 - 1024
Laplacetiv—-Gaussiv integral v zévorce (2) je-totiz pro z = 10 kladny. Podobné pro
z =17,8,9 postupné dostaneme —1,839 - 102, —3,449 - 108 a —2,269 - 10!5. Ve vSech
testech bylo seéteno jen 300 €lenti fady (2), protoze dalsi €leny byly tak malé, Ze
uz Casteény soulet v kone€né aritmetice poéitace nezménily. Pro £ = 6 jsme dostali
kladnou hodnotu 0,891, ale ta je paradoxné vétsi nez hodnota integrilu v (2) pro
T = 00, tj. v/7/2 = 0,886. K ziskani pfijateln&jsich vysledkii by byla nutn aritmetika
s mnohem vé&t$im poétem cifer (viz [12]).

Poznamenejme jesté, Ze v disledku zaokrouhlovani neni strojova operace scitani

(o)

(a ani nasobeni) asociativni. Proto se pfi s€itani pomalu konvergujici fady s = 3 ax

k=1
vyplati séitat ji ,odzadu“. Tak totiZ miZeme selist vice €lent, nez kdybychom ji

séitali odpfedu. Pokud s¢itdme fadu odpfedu, k pfiblizné hodnoté s se sice dostaneme
n
pomé&rné brzy, ale od jistého n je a, vidi s, = Y ax tak malé, Ze se hodnota s,

k=1
pri¢tenim a,4; v poclitadové aritmetice jiz nezméni. Naproti tomu pri séitani rady

na pocitaéi odzadu je zprvu €asteény soucet velmi maly, coz (diky pohyblivé fadové
&arce) umoziuje pficitat ¢leny ag, pro které ax # 0 v poéitadové aritmetice.

2. Interpolace

Hledejme polynom p = p(z) stupné n, ktery pro n+ 1 riznych argumentt z; nabyva

zadanych hodnot f;, i = 0,...,n. (Ty mohou pfedstavovat napf. rist obyvatel.) Je
tedy
n
= Z fiei(w)v
1i=0

kde €; = ¢;(z) jsou elementarni Lagrangeovy interpola¢ni polynomy takové, ze

ti(z;) {1 proi =j,
i\Tj) =
’ 0 proi#j.
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Obr. 1. Plnou €arou je znazornén graf interpola¢niho polynomu p stupné 8, ktery prochazi
zadanymi hodnotami e; ¢arkované polynom stupné 3 ziskany metodou nejmensich ¢tverci.

Piedpoklddejme, Zen =8, fo =32, f1 =37, fa =42, f3=4,7, f4 =5, f5 =5,7,
fe = 6,6, fr =74, fs=8,2,apro jednoduchost uvazujme ekvidistantni déleni =; = i
proi = 0,...,8. Snadno zjistime, Ze hodnota p(9) je zdporni, a tedy nikterak neod-
povidé4 ocekdvanému monoténnimu ristu hodnot p(i) = f;, 1= 0,...,8 (viz obr. 1).

NezkuSeny student se ¢asto domnivé, ze pfidanim dalSich (naméfenych) hodnot,
napi. v bodech i+ %, by bylo moZno nepfiznivy priubéh Lagrangeovy interpolace
zlepsit. To vSak vétSinou situaci nezlepSi, ale naopak zpusobi neZzadouci oscilace
interpola¢niho polynomu mezi zadanymi hodnotami. Proto abychom néjakym zp-
sobem vystihli monotonii hodnot f;, pouZijeme k aproximaci polynom niZ§iho stupné,
jehoZ koeficienty uréime metodou nejmensich ¢tverct (viz [11, 13]). Jeho graf sice
obecné neprochézi viemi zadanymi hodnotami, ale jeho chovani mimo interval (0, 8)
je ,pEiznivéjsi“ — viz obr. 1. Jind moZnost je pouzit metodu extrapolace [11].

3. Numerické derivovani

Pro redlné = uvazujme funkci f(z) = 1 + z. Hodnoty podild

1+h)—1

W proh =0 3)

se rovnaji hodnoté jeji derivace f’(0). Na obrazku 2 vidime ale podivné chovani
vyrazu (3) v poéitacové aritmetice (viz [5]). Hlavni p¥i¢inou tohoto jevu je fakt, Ze pfi
odeéitani dvou skoro stejné velkych ¢isel vznika velkd zaokrouhlovaci chyba. Kone¢nost
aritmetiky navic déla veskeré vypocéty v okoli nuly a ,nekone€na“ velmi nespolehlivy-
mi. Pfipomeiime, Ze strojovd pfesnost ¥ je definovana vztahem ¥ = 1%t — 1, kde 1%
je nejmensi &slo vétsi nez 1 v poéitacové aritmetice. V naSem piipadé je ¥ ~ 10719
a pravé v okoli tohoto bodu uz dochazi na obriazku 2 k velmi nepfesnému vypoctu
derivace, i kdyZ nejmensi kladné zobrazitelné &islo x na uzitém PC bylo zhruba 1038,
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Obr. 2. Hodnoty podilu ((1+ k) — 1)/h pro h = 0 ve dvojnésobné aritmetice.

Obecné lze Fici, Ze &im vys3i derivaci numericky poéitdme, tim dfive (tj. pro vétsi h)
se projevi konetnost poéitatové aritmetiky. Pro redlné z 2 0,99 uvazujme raciondlni
funkci (viz [8])

4970z — 4923

9(%) = 157027 — 9799 + 4830 )

a pocitejme numericky jeji druhou derivaci v bodé 1 pomoci druhé centralni diference,
tzn. pomoci podilu

529(1) = 9(1+h) 2%(21) +9(l—h) 5)
ktery se, jak zndmo, blizi hodnoté g"(1) pro h — 0. Kdybychom nevédéli, ze g"(1) =
= 904, t&zko bychom z prostfedniho fadku tabulky 1 zjistili, kterd ze zde uvedenych
hodnot vlastné druhou derivaci nejlépe aproximuje. Pro ,velkd“ h se totiz g(1 — h)
prudce méni. Pro ,mali“ h zase nastdva Gplné ztrita pfesnosti, protoze se v &itateli (5)
odeditaji skoro stejné velkd Cisla.

Tab. 1. Numericka hodnota g"(1) po¢itand pomoci vztaht (5) a (6).

629(1) | h=10"%2 | h=10"% | h=10"* | A=10"5 | h=10"% | h=10"7
(5) —91769,95 | —2250,2 70,94 93,71 116,42 | —151340
(6) —91769,95 | —2250,2 70,79 93,77 94,00 94,00

Vztah (5) lze pomoci (4) upravit na tvar

94(1 — 702712h2) 6
(1 = 712R2)(1 — 70%h2)’ ©)

Srg(1) =

ktery jiz dava pfijatelné numerické vysledky (viz posledni fadek tab. 1). Touto Gpravou
jsme se zbavili nebezpecného vlivu odeciténi skoro stejnych &isel p¥i vypottu 82 g(1),
tj. pro jednu funkci tvaru (4) v jednom bod&. Casto je mozné podobné postupovat
i v jinych pfipadech, ale neni to obecny ndvod pro viechny situace. Jind moZnost je
pouZit aritmetiku s vétsim poctem cifer ¢i metodu extrapolace (viz [11]).
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4. Numericka integrace

K numerickému vypoctu integralu

™2 cosz n/2
I= —— dz = [2Vsi =2 7
/0 — T [ v mx]o (M
pouzijme znamy slozeny Gaussiv kvadraturni vzorec
h n
I(n) = EZ(f(fEi——l+%(3_\/§)h)+f($i—%(3—\/§)h)) (8)

=1

pro f(x) = cosz/Vsinz, z € (0,n/2), kde 0 =19 < < ... < T, = ©/2 je d&leni in-
tervalu {0, /2) na n stejné dlouhych dilkt délky h = n/(2n) = z; — z;-1, i =1,...,n.
" Pomala konvergence chyby I — I(n) (viz druhy sloupec tabulky 2) je zpisobena
zejména tim, Ze se funkce f v blizkosti nuly chova jako z~1/2. Konvergenci je mozno
podstatné urychlit tim, Ze nepiijemnou singularitu z~'/2 odseparujeme“. Pime tedy

I ve tvaru /2 12
T CoST 1 < dx
I= LN +/ oL+l 9
/0 (\/sinsv ﬁ) T Vet ©)

a poditejme jen prvni integral /; numericky a druhy analyticky. Zfejmé I, = v/2r
a necht I (n) jsou hodnoty dané vzorcem (8) pro funkci fi(z) = f(z) — z~1/2,
z € (0,m/2), kterou spojité dodefinujeme vztahem f;(0) = 0. Ze tfetiho sloupce ta-
bulky 2 vidime, e chyba I — [(n) =1 — (11 (n) + I5) konverguje k nule velmi rychle,
napf. jiz pron = 1 je v absolutni hodnoté& zhruba rovna chybé I — I(n) pro n = 65536,
coZ predstavuje rozdil ve spotfebé strojového ¢asu o nékolik fadd.

Tab. 2. Chyby Gaussova kvadraturniho vzorce (8) pfi vypoétu integralu I dvéma zplisoby
a aposteriorni odhady pro I.

n I—-1I(n) I-1(n) dolni odhad I horni odhad I

1 4,36 E—1 -1,74E-3 1,25331 2,50663

2 3,10E-1 -3,06E—4 1,65418 2,28084

4 2,19E-1 -5,31E-5 1,83478 2,14811
65536 1,71E-3 —2,18E—15 1,99999 2,00001

Protoze je funkce f; klesajici, miZeme snadno odhadnout integral I; shora i zdola
pomoci souétu ploch obdélniklt z obrazku 3. Pro pfesnou hodnotu integralu (7) tak
celkem dostaneme nésledujici dolni a horni aposteriorni odhad (viz tabulku 2)

n n—1
hZfl(l‘i) +L SIS hZfl(iBi) + 1.
=1 i=0
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-0.8

Obr. 3. Horni a dolni aposteriorni odhad integrlu z funkce fi.

Odhlédneme-li od zaokrouhlovacich chyb, ziskdme tedy aproximaci hodnoty I a zaro-
ven velikost maximalni chyby, jiZz se miZeme dopustit.

Nékteré paradoxni pfiklady na numericky vypocet integralt s nehladkymi ¢&i rych-
le oscilujicimi funkcemi, numerické integrovini funkci na nekoneénych intervalech,
rekurentni vypocty integrald apod. lze nalézt v [1, 3, 9, 10, 11]. PotiZe vznikaji
i s vicerozmérnymi integraly (napf. kdyZ md integra¢ni oblast kfivo€arou hranici).
BohuZel neexistuje obecny recept, jak néjaky dany integral numericky vypocitat,
a tak je tfeba kazdou tfidu tloh vySetiovat zvla$t. Casto pomiize vhodna substituce,
nerovnomérné déleni, vzorce vy§§ich fadd, vdhové integraéni vzorce, Tayloriv rozvoj,
extrapolace apod. Podobnym zpiisobem jako v (9) lze téZ odseparovat znamy typ
singularity nejenom v samotné integrované funkci, ale i v jejich derivacich. Jindy
zase pomiZe zabyvat se inverzni funkci. Napf. pfi vypoétu integrilu J = fol Yz dz
pomoci (8) pro interval (0,1) dostaneme pomérné velkou chybu, protoze derivace
funkce y(z) = ¢/ mé v nule singularitu. UvaZujeme-li ale jeji inverzni funkci, pak
vidime, Ze J =1 — fol y® dy, a pomoci (8) dostaneme dokonce nulovou diskretizani
chybu, protoze tento vzorec je pfesny pro viechny kubické polynomy.

5. Soustavy linedrnich algebraickych rovnic

Zabyvejme se soustavou
Az =b, (10)

kde A je reguldrni matice typu n x n, z je vektor nezndmych a b je zadany vektor.
PotizZe s feSenim této soustavy vznikaji zejména tehdy, je-li A tzv. Spatn& podminé&na
(tj. napi. kdyZ se koeficienty prvni rovnice jen mélo li3i od koeficientd rovnice druhé).
Rada piikladd tohoto typu vedoucich k patologickym vysledkiim je uvedena v [3, 8,
9, 11, 15]. My se ale pokusime poukazat na jiné nebezpedi, které souvisi s velikosti
paméti pocitace a po¢tem provadénych operaci.

Necht f je funkce definovand na polyedrické oblasti £2 v eukleidovském prostoru
dimenze d € {1,2,3}. ReSeni Poissonovy rovnice

-Au=f v 2 (11)
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s jistymi okrajovymi podminkami metodou koneénych prvkd (viz [7, 13, 14]) vede na
soustavu (10), jejiZz matice je pasova, symetricka a pozitivné definitni. Re$me tuto
soustavu klasickou Gaussovou elimina¢ni metodou a metodou sdruZenych gradientt
(viz [11, 13]).

Tab. 3. Naroky na pamét dvou rtznych metod pro n — oo.

NAROKY NA PAMET POCITACE
Metoda d=1 d=2 d=3
Gaussova O(n) O(n3/?) O(n’’?)
sdruzenych gradientt O(n) O(n) O(n)

Tab. 4. Pocet aritmetickych operaci dvou riuznych metod v zévislosti na dimenzi.
POCET ARITMETICKYCH OPERACI

Metoda d=1 d=2 d=3
Gaussova O(n) O(n?) on™?)
sdruzenych gradientd O(n?) O(n®?) O(n*/?)

Z tabulek 3 a 4 vidime, Zze Gaussova metoda je vhodn4, je-li {2 jednodimenzionalni
(d=1), a neni vhodnd pro trojrozmérné oblasti (d = 3), kdy potfebujeme Fadové
n®/3 pamétovych bundk, zatimco pro metodu sdruZenych gradienti stadi fadové jen
n bunék. Je to disledek toho, Ze 3ife pasu matice A je postupné O(1), O(nl/?),
O(n?/3) prod = 1, 2, 3 a Ze se tento pas pii eliminaci zaplni obecné nenulovymi prvky,
kdeZto pfi pouziti metody sdruzenych gradienti se A nezméni. Horni odhady uvedené
v tabulkich 3 a 4 jsou optimalni v tom smyslu, Ze je nelze zlepsit.

Poznamenejme jesté, Ze itera¢ni proces metody sdruzenych gradienti se ukoncuje,
jakmile je diskretiza¢ni chyba metody koneénych prvka fadové rovna iterac¢ni chybé.
Pocet aritmetickych operaci obou metod podstatné zavisi na dimenzi d. Pro Gaussovu
metodu exponent u n v tabulce 4 roste s rostoucim d, zatimco pro metodu sdruzenych
gradientd klesi. Porovndni obou metod tak opét vychdzi v neprospéch Gaussovy
metody pro d 2 2. Pfesto se Gaussova eliminace t&§{ zna¢né popularité, pokud nejsme
omezeni strojovym ¢asem a paméti pocitace.

6. Vlastni €éisla matic

Vlastni ¢isla Aq, ..., A, ¢tvercové matice A stupné n jsou kofeny jejiho charakteris-
tického polynomu, tj. jsou feSenim rovnice

det(M — A) =0, (12)

kde I je jednotkovd matice. Je znamo, Ze pro polynom stupné n > 4 nelze obecné
analyticky vyjadfit jeho koreny. (Resit rovnici (12) pro n = 3, 4 pomoci Cardanovych
vzorcl je tézkopadné.) Proto se vlastni ¢isla matic pocitaji vétsinou numericky.
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Pro reilna éisla € a a uvazujme matici

0 «

A= , (13)

kde vSechny ostatni nevyznacené prvky jsou nulové. V tomto pfipadé ma (12) tvar
A" —ea™ ! = 0. (14)

Vidime, Ze pro € = 0 jsou v3echna vlastni &isla A; nulova. Je-li ale e = 10715, coz je
téméf strojova nula, pak napf. pro a = 10 an = 16 jsou viechna vlastni ¢isla rovnomér-
n& rozdélena na jednotkové kruZnici se stfedem v po€atku, tj. |\;| = 1 proi = 1,...,16.
Zménou jediného prvku matice A o pouhych 10715 se ndm tedy podstatné zméni
vSechna vlastni &isla. Nestability tohoto typu pak &ini velké potize pfi numerickém
vypoétu vlastnich ¢isel zejména nesymetrickych matic. V disledku zaokrouhlovani se
nam totiz mohou nepatrné pozménit prvky matice.
Zabyvejme se napf. matici
M =QAQ™!, (15)

kde A je matice z (13) proe =0, a =10 an = 16 a kde

Q= 2 sin 1T )"
S \Vn+1" 041/,

je ortogonalni matice (tj. Q=1 = QT), ktera je navic symetricka (tj. Q = QT). Lze
ukazat, Ze vlastni ¢isla matice M jsou nulova a Ze v3echny jeji prvky lezi v intervalu
(=10, 10). Pomoci standardniho LR-algoritmu na matici v Hessenbergové tvaru (viz
[11, 16]) dostaneme, Ze takto vypo&tend vlastni &isla lezi zhruba na kruznici o poloméru
2,031. Pfi pouziti zndmého Q R-algoritmu vyjde polomér dokonce 2,137 — viz obr. 4.
Pokud tedy pfedem nevime, Ze matice M vznikla transformaci (15), nejsme schopni

Imz Imz

1 Re z 1 Re z

a) b)

Obr. 4. a) Vlastni &sla matice M.
b) Vlastni &isla M ziskand Q R-algoritmem ve dvojndsobné aritmetice.
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pomoci vy$e uvedenych algoritml vypoéitat (ve dvojnisobné aritmetice), Ze M mé
mnohonésobné vlastni &islo nulu. Pomérné nedévno se zjistilo (viz [5]), Ze pfesnost
vypocltu vlastnich ¢isel libovolné matice A je tim horsi, ¢im vét$i je norma matice
ATA - AAT.

7. Kofeny polynomi
UvaZujme Wilkinsontv polynom [11, 15]
p(z)=(+1)(z+2)...(x+20) =22 +2102° + - - -,

jehoZ reélné kofeny —1, —2,..., —20 jsou oproti pfedchozimu pfikladu (srov. (14))
dobfe separovany. Piedpoklddejme, %e pouze jeden koeficient u ' zmensime o 2723.
Tato mald zména zpisobi obrovské zmény v poloze kofenl; nékteré z nich pak
vyjdou dokonce komplexni, ,daleko“ od redlné osy — napf. —16,731 + 2,813i,
—13,992 + 2,519i. Polynom, u néhoz mala zména v koeficientech miiZe zptsobit velkou
zménu v kofenech, se nazyva spatné podminény. Pri zadavani polynomu do pocitace se
jeho koeficienty obecné zaokrouhluji. Proto je velice obtizné pocitat numericky kofeny
Spatné podminénych polynomd.

8. Poéateéni ulohy pro obyéejné diferenciilni rovnice typu stiff

Prestoze teorie numerickych metod pro feSeni tloh s pocateénimi podminkami je
v soucasné dobé vypracovana uZ do znaénych podrobnosti (viz napf. [4, 14]), mohou
v konkrétni situaci nastat znacné praktické obtiZe. Ilustrujme je na nasledujicim
jednoduchém piikladé, jehoZ presné feleni je y(z) = e~*. Mame urdit hodnotu feseni y
diferencialni rovnice
y" + (1 +10%)y’ +10%y =0

s po&ateéni podminkou y(0) = 1, y’(0) = —1, neboli, coz je totéz, fesit soustavu dife-
rencialnich rovnic
y =z,
2 =

16
= ~10% — (1 + 105)z (16)

s polateénimi podminkami y(0) = 1, 2(0) = —1, v bodé = = 1 s chybou nepfesahuji-
ci 1073

ReSme soustavu (16) explicitni Eulerovou metodou. To v naSem pfipadé znamené
poditat priblizné Yeseni y, a z, (aproximujici hodnoty funkci y a z v bod& z = nh,
kde h je krok metody, ktery si volime) z rekurenci

Yn+l = Yn + hzna

17
Znt+1 = Zn + h[-10%y, — (1 +10%)z,], n=0,1,... (7
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s poCatecnimi podminkami yo = 1 a zg = —1. Snadno se zjisti, Ze plati
Yn = (1= h)*, 2z,=-—(1-h)"

Odtud dostavame pfi h = 555 jako aproximaci hodnoty y(1) = exp(—1) = 0,36788...
¢islo y200 = 0,36695. .., coz spliuje pozadovanou presnost. Provedeme-li vSak pfi
h= %5 vypocet rekurentné podle vzorct (17) (a tak musime v obecném pf¥ipadé postu-
povat, nebot jen vyjime¢né se podaii vyfesit soustavu typu (17) analyticky), dostane-
me uZ po pouhych 20 krocich jako aproximaci &isla exp(—0,1) &islo yo0 = —4,220 - 10%4,
tedy zcela nesmyslny vysledek.

Uzijeme-li misto metody (17) tzv. implicitni Eulerovu metodu, kterd je v p¥ipadé
soustavy diferencialnich rovnic (16) dand rekurencemi

Ynt+1 = Yn + h2nya,
Ynt1 = 2n + h[—losyn-f-l - (1 + 106)Zn+1]’ n=0,1,...

s podateénimi podminkami yo =1 a zp = —1, dostaneme pfi h = ﬁ naprosto uspo-
kojivou aproximaci y200 = 0,36879...

Resime-li na druhé stran& obyéejnou (explicitni) a implicitni Eulerovou metodou
soustavu

y' =z,
2 =2y+z
s polate¢nimi podminkami y(0) =1 a 2(0) = —1, kterd ma stejné fefeni jako sousta-

va (16) s pfisludnymi po¢ateénimi podminkami, dostaneme pfi h = 2_(1>6 jako aproximaci
feSeni v bodé = =1 ¢isla 0,36695. .. a 0,36879.. ., tj. v obou pfipadech zhruba stejné
kvalitni aproximaci.

Obé uzité metody jsou konvergentni v tom smyslu, Ze volbou dostatetné malého
integra¢niho kroku lze docilit libovolné presnosti aproximace. V pfipadé& soustavy (16)
a explicitni Eulerovy metody integra¢ni krok h = 2—55 nebyl zfejmé jesté ,dostateén&“
maly, abychom dostali vysledky, které maji viibec néjaky smysl. Snadno se zjisti, ze
tento pozadavek spliiuje teprve integraéni krok h, pro néjz plati h < 2 - 1076, Uzitim
tohoto integraéniho kroku bychom sice ziskali pfesn&jsi aproximaci neZ vy3e uvedenou
— to jsme vSak ani nechtéli — zato vypocetni prace vzroste zhruba 2500krat.

Soustava (16) je typickym predstavitelem tzv. ,stiff“ diferencidlni soustavy, coz
je takova soustava diferencidlnich rovnic, jejiz matice (resp. Jacobidn v nelinedrnim
pfipadé) ma nékterd vlastni Cisla se zdpornou redlnou ¢asti v absolutni hodnoté
obrovska ve srovnani s jinymi. Nékteré slozky FeSeni se tedy neoby¢ejné rychle tlumi.
UZiti nevhodné metody pak vyZaduje nutnost dobré aproximace i téchto slozek, které
nés vlastné ani nezajimaji, a tedy nutnost brat neinosné maly integra¢ni krok. Kvalitni
soubor programu pro feSeni Gloh s podate¢nimi podminkami musi byt schopen toto
chovani odhalit a reagovat na né.
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9. Parcialni diferencialni rovnice

Demonstrujme na néasledujicim piikladé, jak v principu spravnd, ale ponékud po-
vrchni heuristicka Gvaha mtZe vést ke katastrofalnim disledkiim. Re$me diferencialni
rovnici

ou 0%u
at ~ 8z?’

(tzv. rovnice pro vedeni tepla) s po¢atedni podminkou

0<z<0, 0<t<T (18)

u(z,0) = sinnz

a okrajovymi podminkami
u(0,t) =u(1,t) =0

metodou siti. Pfesné fefeni ma tvar u(z,t) = e "tsinnz.

Algoritmus jedné z variant metody siti je dan vztahy

e+1 ¢ ¢ ¢ )
“S’ ) =ﬁu§._)l +(1 —2ﬂ)u§)+ﬂu§._21, j=1,...,n-1, £=0,...,r—-1,

ugo) =sin(jn/n), j=1,...,n-1, (19)

uge) =u£f) =0, ¢(=0,...,r,
kde n, r jsou pfirozena &isla, k = T'/r, h = 1/n,

B = k/h? (20)

a Cislo u;_e) znaéi aproximaci piesného feSeni v bodé x = jh a t = k. Rovnice (19)
vznikly tak, Ze jsme v diferencidlni rovnici (18) nahradili derivace diferenénimi podily
a ptislu$né chyby jsme zanedbali. Tyto chyby jsou imérné vyrazu k + h%, proto jsme
zvolili k£ fadové tak velké jako h2. Pfiblizné feSeni a jeho chyba v bodé& z = % jsou
uvedeny pro dvé volby parametrd k a h v tabulce 5. Z tabulky vidime, Ze jemn&j3i sit
dava naprosto nesmyslné vysledky, zatimco druh4 alternativa volby k& a h je vcelku

pfijatelna. Ve skutecnosti je k uspokojivému chovani chyby nejen tfeba, aby k a h byly
malé, ale zaroven jesté musi platit pro pomér (20) nerovnost 0 < 8 < %

10. Limita funkce

V poslednim piikladu si zkuste sami zodpovédét otazku: Pro¢ pri vypoctu limity

. l—cosz
lim ——— =3
z—0 x

na pocitadi dostanete nulu?
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Tab. 5. Chovani chyby pfi feSeni rovnice pro vedeni tepla miZe byt pro mensi diskretizacni
krok h podstatné horsi, aniZ by to bylo zpisobeno zaokrouhlovacimi chybami.

k=10"% h=10"2 k=10"% h=2-10"2
t pribl. fes. chyba pfibl. Fes. chyba
0,0008 0,9921322  —0,0000032 0,9921341  —0,0000013
0,0009 0,9911531  —0,0000036 0,9911552 0,0000014
0,0010 0,9901749  —0,0000040 0,9901773  —0,0000016
0,0098 —-4,32-10*7 —4,32-10% 0,9077938  —0,0000144
0,0099 6,43 - 1027 6,43 - 10%7 0,9068981  —0,0000146
0,0100 —2,03-10%  —2,03-10% 0,9060033  —0,0000147
0,0498 —8,5-10%° 8,5-1021° 0,6116548  —0,0000494
0,0499 -2,5.10%%°  —25.10%*° 0,6110513  —0,0000495
0,0500 7,6 - 10%%° 7,6 - 10%%° 0,6104485  —0,0000496
1,0000 00 00 0,0000516  —0,0000001

Zavéreéné poznamky

V predeslych piikladech jsme vidéli rizné efekty, které vedly pfi po€itani k netspé-
chu. MizZeme je rozdélit na nékolik skupin:

a) nevhodné pouziti metody — piiklad 2, 4, 8, 9,
b) vliv zaokrouhlovacich chyb a nestabilita alohy — pfiklad 1, 3, 6, 7, 8, 10,
c¢) potiZe, které mohou vzniknout pfi velkém rozsahu lohy — pfiklad 5.

K bodu a) je t¥eba Fici pfedevsim to, Ze je nutno se s pouZitou metodou dikladné
seznamit. Vhodny pramen pouceni pfitom muize byt rozhodujici. Neocekdvanému vlivu
zaokrouhlovani (viz b)) se asi nikdy nelze zcela vyhnout, protoZe nebezpedi jejich
vzniku mize byt skryto uZz v samotné tloze.

Obecny graf chyby v zavislosti na diskretizaénim parametru h, ktery ridi pfesnost
vypoctu, je na obrazku 5. To, Ze graf v okoli 0 klesa, je zpisobeno zaokrouhlovacimi
chybami. Proto neni vhodné volit velikost parametru h tak, aby odpovidal klesajici
&asti grafu. Cim je h mensi, tim vice operaci musime providét. Chyba ma obvykle
tvar C1h? + C2h™! pro Cy, Ca, p > 0 — viz [14, str. 30]. Pt pocitani je staly konflikt
mezi snahou o presnost vypo¢tu a o jeho rychlost, tj. o podet provadénych operaci.
Je jasné, Ze pozadavek na presnost ma prednost, ale pak vypocet muze ztroskotat
na mnozstvi operaci, z ¢ehoz dale hrozi nebezpeéi vlivu zaokrouhlovani, nebo na
enormnich poZadavcich na pamét poéitade. Proto je dulezité zabyvat se i otdzkou
spravné interpretace ziskanych numerickych vysledka.
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chyba

hopt h

Obr. 5. Chovani velikosti chyby pfi numerickych vypoltech v zavislosti na diskretiza¢nim
parametru h.

Pfi fefeni slozitéjsich problémt neZ modelovych tloh uvedenych v odstavcich 1-10

dochézi ke vzniku celé Fady nejraznéjsich chyb, které se bohuzel vzajemné nerusi, ale
jejich chovani se ridi statistickymi zakony.

Fyzikalni €0, Matematicky

e1 ez es |Diskretizovany | e4 es | Numerické
realita model T "

’ model vysledky

"

Obr. 6. ep — chyba modelu, e; — chyba diskretizace, ez — chyba aproximace zakfivené hranice,
e3 — chyba numerické integrace, e4 — itera¢ni chyba, es — zaokrouhlovaci chyby.

Abychom struéné naznadili, jaké typy chyb mohou vzniknout, uvaZujme numerické
feSeni Poissonovy rovnice (11) v ohrani€ené oblasti 2 C R? s jistymi okrajovymi
podminkami. Tato rovnice pfibliZzné popisuje napf. rozloZeni gravitacniho &i elek-
trického potencidlu. Odtud vznik4 chyba modelu ey (viz obr. 6), jejiz studium neni
pfedmétem numerické matematiky. Pokud nezndme analytické feSeni uvaZovaného
problému, je tfeba pouZit n&jakou pfibliznou metodu — napiiklad metodu koneénych
prvkl (viz [7]). Ta umoZiuje nekoneéné dimenziondlni problém pfevést na koneéné
dimenzionalni. Tim se oviem dopustime tzv. chyby diskretizace e;. Pokud je hranice
oblasti {2 zakfivend, je tfeba ji vhodnym zpisobem aproximovat, a tak vznikne chy-
ba e;. V metodé koneénych prvki je ale zapotiebi poéitat integraly, v nichZ vystupuje
funkce f z (11), pfes jisté podoblasti (prvky), coz se vétSinou neobejde bez numerické
integrace, kterd zpusobi dalii chybu es. Pfiblizné feSeni rovnice (11) s pfisludnymi
okrajovymi podminkami se pak prevadi na feSeni soustavy linedrnich algebraickych
rovnic. Pokud ji budeme resit itera¢né, dopustime se chyby e4. Koneéné cely vypocet
je samoziejmé& provazen zaokrouhlovacimi chybami e;. Z praktického hlediska nemé
smysl délat napf. chybu e; co moZno nejmensi, pokud adekvatné nezmensime i dalsi
chyby e;.
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Pri feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic v8ak mohou vzniknout jesté dalsi chyby
napf. z aproximace pocatecnich ¢i okrajovych podminek, aproximace riznych koefi-
cientd, nelinearit apod. Nejdilezit&jsi je ale umét citlivé odhadnout, kterd chyba ma
dominantni postaveni. K tomu nam slouZi rizné aposteriorni odhady — viz napf.
[7, str. 136].

Praktické zkuSenosti ukazuji, Ze pfi aproximaci nekonefné dimenzionélnich pro-
blémi konecné dimenziondlnimi je zaddouci zachovat co nejvice vlastnosti pivodniho
problému (napf. splnéni principu maxima, podminek rovnovahy, podminky nestlaéi-
telnosti, ...). Stabilita feSeni (v zdvislosti na pocateénich podminkach, pravé stra-
né apod.) vySetfovaného nekoneéné dimenzionilniho problému je nutnou (ne vzdy
postacujici!) podminkou pro ziskani ,,dobrého* numerického FeSeni. To oviem zavisi
zejména na volbé vhodné numerické metody. Ziskané vysledky zaviseji samoziejmé
také na zptlisobu naprogramovani i pouzitém po¢itali. Dnes je zapotfebi, aby program
sam sledoval a hodnotil vypocéet uz v jeho pribéhu a upozornil na nebezpeéi ztraty
presnosti. Kromeé toho by mél fidit i rozsah vypoctu.

Numerickd matematika ndm poddvad nezbytny teoreticky podklad k tomu, aby
numerické poéitdni mohlo byt Gspésné.
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