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Geometrické metody
v matematickej Statistike

Andrej Pdzman, Bratislava

1. Uvod

Matematicka Statistika, ako tedria hromadného spracovania tidajov a ziskavania
informécie z tychto dajov, tradi¢ne vychadza z tedrie pravdepodobnosti. Na tdaje
ziskané meranim, pozorovanim, prieskumom a pod. sa diva ako na uréity odraz skiima-
nej reality, ktory je ,,zahmleny* radom podruznych faktorov. Vplyv tychto faktorov
povaZuje matematicka §tatistika za ndhodny a v spleti idajov sa §tatistik snazi najst
urity poriadok a vytiahnut z nich uZitonud informdciu prave na zdklade poznatkov
tedrie pravdepodobnosti.

Zakladna vSeobecna schéma, s ktorou pracuje matematicka §tatistika byva Casto
nasledujiica. Stav pozorovaného resp. meraného objektu je charakterizovany nejakym
vektorom ¢&iselnych parametrov 6 = (8, ..., 8,,)". Pozorovatel, resp. experimentator
ziskava empirickou, resp. experimentélnou cestou rdzne tdaje odzrkadlujice (nepriamo)
stav objektu. Oznaéme y = (y, ..., yy)" tieto Gidaje usporiadané do vektora. Statistik po-
vaZuje y za realiziciu ndhodnsho vektora, pri¢om vychadza z predpokladu, Ze pri zna-
mom vektore 6 bolo by zndme aj rozdelenie pravdepodobnosti p(y | 6) vektora y.

V skutoénosti v§ak Statistik nepozna stav meraného objektu, t.j. nepozna 0, nanajvys
vie, Ze 0 nemodZe vybodit z istej mnoZiny O (nazyvanej parametricky priestor). Ulohou
Statistika je ziskat informéciu o skuto¢nej hodnote vektora 0, alebo o niektorych jeho
komponentoch, a to prave na zaklade pozorovanej hodnoty vektora y. Jeho dloha je
v istom zmysle opaéna neZ tloha odbornika tizko $pecializovaného na pravdepodobnost.
,,Pravdepodobnostiar*“ by analyzoval rozdelenie nahodného vektora y pri danom 0,
kdeZto Statistik patra po spravnej hodnote 6 na ziklade daného vektora y. Pritom
pochopitelne vyuZiva to, ¢o pozna o rozdeleniach pravdepodobnosti vektora y pri
roznych hypotetickych hodnotach 0 € ©. Na rozdiel od ,,pravdepodobnostiara* $ta-
tistik teda pracuje s celou triedou hypotetickych rozdeleni pravdepodobnosti {p(y) | 6):
fe o}

Vychddzajic zo znalosti takejto triedy, ulohou Statistika je vypracovaf to, ¢omu
hovorime metddy S§tatistickej inferencie. Napriklad musi najst nejaké zobrazenie
1y e Y 1(y) € O, ktoré mozno povazovat v nejakom zmysleza dobry odhad vektora
parametrov 0 (tu symbolom Y sme oznagili tzv. vyberovy priestor, t.j. mnoZinu moznych
hodndt vektora udajov y). V praxi to zvy€ajne znamend, Ze Statistik vymysli nejaky
,,vzorec”, do ktorého dosadi napozorovany vektor y a vypolitany vysledok oznaci
za hodnotu blizku skuto&nej, ale nezndmej hodnote 0. Pochopitelne, Z¢ v mnohych
pripadoch pod slovom ,,vzorec* treba chapat aj algoritmus pre pogitac alebo iny zloZity
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postup. Stanovenim odhadu vektora 6 sa vSak praca S$tatistika nekonéi: musi este
charakterizovat presnost takéhoto odhadu, v niektorych pripadoch musi hfadat vhodné
miery mnoZstva informécie ziskanej pozorovanim alebo musi vedif predpovedat
vlastnosti odhadov (este pred pozorovanim) a na ziklade toho navrhnif optimalny
experiment a pod. Siihrnom, praca 3tatistika (i teoretického Statistika) sa lisi od prace
odbornika uzko $pecializovaného na tedriu pravdepodobnosti; nielen preto, Ze stastitik
Casto pracuje s realnymi udajmi, ale aj preto, Ze pracuje, ako uZ bolo povedené, s celou
triedou hypotetickych rozdeleni pravdepodobnosti {p(y)|0): 0€@".

Otazka je, &i tato trieda ma nejaku Struktdru, ktorda by charakterizovala triedu ako
celok a ktord by odzrkadlovala poZiadavky matematickej Statistiky. Potreba takejto
Struktury, ktora by nebola pihym reprodukovanim. struktiry tedrie pravdepodobnosti,
sa prejavila uz v klasickych pracach R. A. Fishera v 20. rokoch nasho storodia. Fisher
zaviedol napriklad dva ddlezité pojmy, ktoré nemaju analdgiu v tedrii pravdepodobnosti:

a) funkciu vierohodnosti

0eOp(y|0)eR!

a z nej vyplyvajicu metddu odhadovania parametrov nazvani metéda maxima viero-
hodnosti,

b) informadni maticu, ktord je definovana ako kovarianénd matica nahodného
vektora

PR ]

d1n p(y | 6) N d1n p(y | 6)
2, 20,

Tato informadna matica je multivariantnou mierou mnoZstva informicie o para-
metroch 6, ziskanej pozorovanim vektora y.

Ak sa z pohTadu stéasnych tedrii spitne divame na tieto a podobné Fisherove kon-
cepcie, mdZeme povedat, Ze jeho nazeranie na matematicku §tatistiku bolo do urditej
miery diferencidlne-geometrické. Aj ked Fisherove vysledky boli vZdy velmi uznavané,
tento geometricky aspekt nebol zdoéraziiovany (ani samotnym Fisherom). Geometricka
charakterizacia modelov matematickej $tatistiky byvala aj pozdejsie ojedineld a pouZi-
vala sa len v jednoduchych alebo $pecidlnych pripadoch. Niektoré prace mozno ovsem
povaZovat v tomto smere za priekopnicke, pretoZe sa pokusali o geometricky pristup
ku vieobecnym §tatistickym problémom. Patria sem napr. prace C. R. Raa [1], N. N.
Cencova [2] a B. Efrona [3, 4].

Rao upozornil na to, Ze Fisherovu informa¢ni maticu moZno geometricky inter-
pretovat ako tzv. metricky tenzor v parametrickom priestore ©. N. N. Cencov dokézal,
Ze takyto metricky tenzor je jediny, ak ma byt ekvivariantny v istom $tatistickom zmysle.
Sucasne ukdzal, Ze §tatistické modely moZno geometricky charakterizovat aj pomocou
jednoparametrickej triedy tzv. afinnych konekcii. Nakoniec Efron ukazal, Ze tzv. expo-
nencialne triedy rozdeleni pravdepodobnosti maji jednoduchti geometrickd $truktiru,
ktora sa zvlast prejavuje pri odhadovani metédou maxima vierohodnosti. S malym
Casovym odstupom vzniklo niekolko nezdvislych stredisk vyskumu geometrickych
pristupov ke matematickej Statistike. MoZno tu uviest price Batesa, Wattsa a Hamil-
tona (napr. [5, 6]), Barndorffa-Nielsena (napr. [7]), Atkinsona a Mitchellovej [8],
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Reida [9], Skovgaardovej [10] a hlavne Amariho ([11, 12]). Na Matematickom ustave
SAV sa od r. 1981 vyuZivaju geometrické metédy na vySetrovanie neasymptotickych
vlastnosti nelinedrnych $tatistickych modelov (napr. [13—15] a [21]).

Treba este poznamenat, Ze v pracach Amariho je priamy stivis s niektorymi vysled-
kami tedrie informdcie (prezentovanymi napr. v knihe I. Vajdu [16]).

V dalsich ¢astiach ¢lanku chcem naznadif, v om spociva geometricky pristup ku §ta-
tistike. Genézu tohto pristupu je vhodné sledovat poédinajuc od najjednoduchsieho a
suCasne najviac pouZivaného Statistického modelu, od linedrneho regresného modelu

[17].
2. Linedrny regresny model

Aby sme ziskali konkrétnejsiu predstavu takéhoto modelu, uvazujme, 'ilustraény priklad:
Na skisobnej drahe automobilky testuji nové automobily. V asovom rozpéti od 0 do
10 sektind sa automobil pohybuje zrychlene (rozbieha sa). Pri kon3tantnej sile motora
a so zanedbanim odporu vzduchu moZno jeho polohu s(f) v &ase ¢ vyjadrit vzfahom
znamym zo stredoskolskej fyziky

s(t) = vt + at?|2

kde v je zadiatoénd rychlost (pre t = 0) a a je zrychlenie. Parametre v a a st nezname.
Poloha automobilu v ¢asoch ¢, ..., ty sa meria pristrojmi a z nameranych vysledkov
sa parametre v a a odhaduji. Merania su sprevadzané nihodnymi chybami, teda na-
merana poloha y; v Case t; je

(1) yi=vot; +at?2+¢; (i=1,...,N),

kde ¢,, ..., ey st chyby merania, ktoré moZno povaZovat za ndhodné, nezavislé, s nulo-
vymi strednymi hodnotami a s kon$tantnymi disperziami. :

Neznéme parametre v a a je vhodné odhadovat v§eobecne pouZivanou metédou naj-
mensich §tvorcov, t. j. rieSif ulohu
) (9, 4) = arg mmz [y = (vt; + at?[2)]?.

v,ai=1

Ulohu (2) mozZeme Tahko ,,geometrizovat®“: V N-rozmernom euklidovskom priestore
EY vytvorime 2-rozmernii rovinu parametrizovant parametrami v a a:

& :={z:z€E", z; = vt; + at}[2;(v,a)eR%, i=1,..,N}.

Suma na pravej strane v (2) je druhd mocnina euklidovskej vzdialenosti vektora y =
= (¥4, ..., yy)T od bodu roviny & uréeného parametrami v a a. Pritom odhady b a d
zodpovedaji bodu, ktory je najbliZ§ie ku y. Z elementirnej geometrie vieme, Ze takyto
bod dostaneme ortogonalnou projekciou bodu y na £. Ortogonalnu projekciu bodu y
na % moZeme ovSem vyjadrif aj explicitne, v maticovom tvare. Za tymto ucelom
model (1) preformulujeme do vSeobecnejsicho tvaru

(3 y=2X0+¢,

kde y = (yy, ..., yy)" je vektor nameranych udajov, 6 = (04, ..., 0,,)" je vektor nezn4-
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mych parametrov, X je matica zndmych koeficientov. V tejto symbolike je
¥ = {X0:0eR"™}.

KedZe chyby merania ¢; maji nulové stredné hodnoty, rovina % je vlastne mnoZina
moZnych (ale neznidmych) strednych hodnét vektora y a geometricky reprezentuje nasu
neinformovanost o meranom objekte. Lahko sa moZno presvedCif, Ze ortogonalny
projektor P na rovinu & je matica

(4) P := X(XTX)" ' XT

(plati: PP = P, P = P, Pz e % pre kazdé z € RY). Teda bod, roviny &, ktory je naj-
blizsie ku bodu y sa rovna
X0=X(x"X)"*X"y.
To ale znamen4, 7e hladany odhad m4 tvar
(5) 0=(X"x)"'X"y,
&o sa zhoduje so vzorcom znimym zo $tatistiky ([18], kap. VII. 1).

Poznamendvame, Ze pouZité vzfahy su sprdvne, len ak matica X je plnej hodnosti.
Uvedeny geometricky pristup viak nevyZaduje tento predpoklad, pretoZe je v podstate
neparametricky (t.j. nezdvisi od spdsobu parametrizovania roviny £).

V modeli (3) sa vyberovy priestor (= mnoZina moZnych hodndt vektora y) zhoduje
s R", presnejsie povedane zhoduje sa s euklidovskym priestorom EY, pretoZe vyraz,
ktory minimalizujeme v (2), je Stvorec euklidovskej normy vektora y — X6. Aku
Statisticku interpretdciu ma euklidovska $truktiira vyberového priestoru? Formulujme

otazku trochu indé: Co by sa stalo, keby sme pozmenili normu v R", t.j. keby sme
namiesto rovnice (2) riesili rovnicu

(6) 0:=argmin[y — X0]" 2 '[y — X6],
6eR™

kde X je dand pozitivne definitna matica? Takato modifikdcia metédy najmensich
§tvorcov sa v praxi pouZiva. V pripade, Ze matica X je diagondlna, nazyva sa vidZenou
metddou najmensich §tvorcov. Otazkou je, ktora volba matice Z je najvhodnejsia, teda
akd geometrickd Struktira vyberového priestoru zodpoveda poziadavkam $tatistiky?
Odpoved dava klasicka Gauss-Markovova veta, ktord hovori, Ze spomedzi vietkych
odhadov typu (6) najpresnej§ie odhady dostaneme, ked matica X je imerna kovariané-
nej matici nahodného vektora y. Pokial kovarianén4 matica vektora y nezdvisi od 0
(a to sa v linedrnych regresnych modeloch predpokladd), definuje normu a tym aj
geometriu vo vyberovom priestore.

Dalsou zaujimavou otizkou je, o je geometrickym obrazom presnosti odhadu 8,
resp. aka je geometricka Struktira parametrického priestoru R™ z hladiska tejto pres-
nosti? UvaZujme dva body 8 a 6* z parametrického priestoru. Ich $tatistickd rozlisitel-
nost je dand Statistickou rozlisiteInostou korespondujicich strednych hodndt vektora y,
t.j. rozligitelnosfou bodov X@ a X0*. V zmysle vyssie povedaného tato rozlifiteInost je
uréend normou

([X8 — X6%]T 5~ 1[XD — X0+])
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kde X je kovarianéna matica vektora y. Posledny vyraz mdzme Tahko napisat do tvaru
) (3 - 0°17 M0 — 6°])1",

kde matica M sa rovna

(8) M=XTr'x.

D4 sa ukdzat, Ze v pripade, Ze chyby merania ¢, ..., &y v modeli (3) maji gaussovské
rozdelenie pravdepodobnosti, matica M je proste Fisherova informa¢nd matica defino-
vand v prvej Casti ¢lanku. To ale znamend, Ze odpoved na vysSie poloZeni otazku znie:
parametricky priestor je lineArny normovany priestor s normou (7), ktord je urfena
informa¢nou maticou daného linedrneho regresného modelu. (Poznamenévame, Ze
norma (7) sa v aplikaciach vyuZiva napr. v diskrimina¢nej analyze.)

Naviac je zname, Ze kovarian&na matica vektora 0 sa rovna matici M1, to znamena,
Ze disperzie odhadov jednotlivych parametrov 6, ..., 0, sa rovnaji diagonalnym
prvkom matice M~ . (Pre £ = I vyplyva to priamo zo vztahu (5).) V linedrnom modeli
je teda evidentné, Ze matica M si zasluZi nazov ,,informaéna matica®.

Zhrnieme uvahy tohto odseku: geometria linedrneho regresného modelu je geometria
vhodne volenych euklidovskych priestorov, ktoré tento model reprezentuji (vyberovy
priestor, parametricky priestor, priestor & strednych hodnét). Dimenzie tychto priesto-
rov a ich normy reprezentuju neuréitost nasich vedomosti o modelovanom objekte.

3. Gaussovsky nelinedrny regresny model
Kvoli konkrétnosti uvazujme opat ilustraény priklad. Experimentitor meria vychylky
tlmene kmitajuicej sustavy v asoch ¢, ..., ty. Vychylka stistavy v ase ¢ sa rovna
K e " sin (ot + ¢),

kde K, B, o, ¢ su fyzikdlne vyznamné parametre (amplituda, timenie, frekvencia a fiza).
Ich hodnoty st nezndme a experimentator ich ma ur€it na zdklade N merani. Vysledky
merani st

) yi=Ke sin(ot; + @) + &5 (i=1,..,N),

kde ¢; je opat ndhodna chyba i-tého merania. MnoZina hypoteticky moznych strednych
hodnét vektora y = (yy, ..., yy)7 sarovna

¢:={z:zeR", z; = Ke " sin(ot; + 9),K >0, > 0,0 >0, p e (—7.7),
i=1,...,N}.

Na rozdiel od podobnej mnoZiny .2, ktord sme uvazovali v linedirnom modeli, mnoZina &
vytvara zakrivenu plochu vnorend do EV.
Je vhodné opat prejst ku vSeobecnej symbolike. Namiesto (9) piseme

(10) y =n(0) + e,

kde #: © — R" je zobrazenie definované na otvorenej mnozine ® < R™, ktoré mi
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spojité druhé parcidlne derivacie 821(0)/00, 06;. Tu 6 je vektor neznamych parametrov
a ¢ je vektor chyb, o ktorom budeme predpokladat, Ze mé4 gaussovské rozdelenie.
MnozZina strednych hodnét ¢ ma v novej symbolike tvar

(11) & = {n(6):0e06}.

Podobne ako v linedrnom modeli, pouZivame odhad metédou najmens§ich §tvorcov,
ktory je definovany rovnicou

(12) 0 = arg min [y = n(6)]" [y = n(0)]

(pokial existuje). Odhad 8 sa neda tak jednoducho vypogitat ako v lineirnom modeli.
Geometricky ide ovS§em opif o minimalizaciu vzdialenosti bodu y od plochy &, a teda
o ortogonalnu projekciu (obr. 1 pre pripad m = I, N = 2).

1,(0)

T3

Obr. 1.

7(0)

Geometrické uvahy o nelinedrnom regresnom modeli je vhodné zadat dotykovou
rovinou ku ploche & v nejakom bode 0°. Tato dotykova rovina je mnoZina
" on{0°)

13 Ty := {n(0°) +
(13) 0 {’7( ) 21 a0,

Tis (Tyy ey Tw) € R"‘}

(pozri obr. 1 pre 0° = ).
Nahradme plochu & jej dotykovou rovinou Tgo. V Statistickej interpretacii to znamena,
Ze namiesto nelinearneho modelu (10) uvaZujeme model

(14) y—n(e0) = 5 0

i=1

Tl+8,'; (i=1,...,N),

i

v ktorom nezndmymi parametrami sd 7y, ..., ,. Model (14) je linedrnou aproximaciou
modelu (10); dotykova rovina teda definuje takuto aproximdaciu. Podobné aproximéacie
sa v aplikaciach Casto pouzivaji, ak disperzie chyb merania si malé.

Postiipme kusok dalej v geometrickych predstavich o dotykovych rovinach ku ploche
&. Najprv vypotitajme odhad parametra £ v linearizovanom modeli (14). Oznaime
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6! = 0° + 2. V bode 0! zostrojme novi dotykovi rovinu Ty a v odpovedajicom
linedrnom aproximativnom modeli vypocitajme odhad parametrov 7 a z neho hodnotu
62, potom zostrojime Tj. atd. Tato myslienka je zdkladom Gaussovej-Newtonovej iter-
aénej metddy vypoctu nelinearnych odhadov metédou najmensich $tvorcov [19].
Hradany odhad 8 je toti% pevnym bodom opisanej iteranej procediry; ak totiz v (14)
polozime 6° = 0, dostaneme £ = 0, teda dotykova rovina T} je invariantna na procediiru.

VyuZitie dotykovych rovin ku & je hlbsie v nasledujticej ivahe. V linedrnom modeli
(14) mdZeme pomerne jednoducho zostrojit tzv. oblast spolahlivosti pre parameter 6. Ob-
last spolahlivosti je takd podmnoZina parametrického priestoru ©, ktora zavisi od pozoro-
vaného vektora y a ktora pokryva nezndmu skuto&nu hodnotu vektora parametrov 0
s predpisanou pravdepodobnostou (tzv. spolahlivostou). Oznaime @go(y) oblast spo-
Tahlivosti v modeli (14). Model (14) je len aprocimaciou modelu (10), preto oblast
(Doo(y) je len pribliznd, jej spolahlivost nie je presne urena. Vytvorme preto mnoZinu

V(y) :={6°:6°€ 0, 0° € Opl(y)}.

Teda do V(y) patria tie vektory 6°, ktoré patria do ,,svojich aproximativnych oblasti
0go(»). Je pozoruhodné, 7e mnoZina V(y) je oblast spolahlivosti v pdvodnom nelinear-
nom modeli (10), a to oblast presnd, s presne uréenou spolahlivosfou. (Uvedena kon-
§trukcia je geometrickou interpretaciou konstrukcie oblasti spolahlivosti uvedenej
v [20].) Cim je to, Ze pomocou aproximagnych medzikonstrukcii v dotykovych rovinéch
dostdvame nakoniec presny vysledok? Je to zrejme preto, Ze uvaZujeme mnoZinu
vsetkych dotykovych rovin {Ty:0° € O}, teda to, Co sa v diferencidlnej geometrii
nazyva dotykovy priestor plochy &.

UvaZujme teraz na chvilu namiesto linedrnej aproximécie (14) kvadratickéi aproxi-
maciu modelu (10). In&& povedané, namiesto line4rne;j &asti Taylorovho rozvoja funkcie
n(0), ktora vystupuje v (14), pouZime kvadratickl €ast tohto rozvoja. Dostaneme takto
mnozinu

R B W () "
K,o.—{ (0°) + 3 2 o ,+5'le g, ()R }
Geometrickd charakterizacia plochy & pomocou mnoZiny Kgo nie je vSak veImi vhodna,
pretoze na rozdiel od mnoZiny Ty mnoZina Kgo zavisi od spdsobu akym je parametrizo-
vana plocha &. Ini¢ povedané, na rozdiel od doty¢nice Ty, mnoZinu Ky nemdZeme
nakreslit do obrazku 1, pokial nemdme $pecifikovant parametriziciu krivky &. Geo-
metrickd charakterizdcia kvadratickych vlastnosti zakrivenej plochy je dost obtiazna
a diferencidlna geometria musela vyvinif domyselné pojmy, aby takito charakteriziaciu
vykonala. Si to v prvom rade rozne definicie krivosti. Aj tieto definicie sa ukazali
ako velmi uZito¢né pre matematicku $tatistiku. Pokusime sa aspoii naznacit toto vyuZitie
krivosti.

V prvom rade porovnanie polomerov krivosti plochy & s disperziami chyb merania
udédva medze pouZitenosti nelinedrneho regresného modelu (10). Odhadovanie para-
metrov v modeli (10) je totiZz korektné, len ak disperzie chyb merania sii menSie ako
najmensi polomer krivosti plochy &. V opagnom pripade mdze odhad (12) stricat
zmysel a viest ku scestnym vysledkom. Situdcia je naznacend na obr. 1, kde bod S je
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stred krivosti krivky & v bode 6 (6 = skutoéna hodnota parametra). Ak sa pozorovany
vektor y* dostane za stred krivosti, jeho projekcia padne do Ciarkovanej Casti krivky &,
ktord je vzdialena od skutoénej strednej hodnoty vektora y.

ZlozZitejSie je ndajdenie priamej suvislosti medzi krivostami a tzv. asymptotickou
efektivnostou druhého rddu u odhadov. (Suvis je vysvetleny v &lanku [3] a v monografii
[12])

Autor tohto ¢lanku sa stretol s vyhodnym vyuZitim polomerov krivosti pri hfadani
aproximativneho vzfahu pre hustotu pravdepodobnosti odhadu (12) geometrickymi
metédami [14]. Rozdiel medzi aproximativnou a presnou hustotou moZno ohranicit
funkciou, ktorej premennou je najmensi polomer krivosti plochy &.

Autori &lanku [5] zasa s vyhodou pouZivaji krivosti na to, aby charakterizovali
medze pouZiteInosti metdd linearnej Statistickej inferencie na nelinearny model (10).

Iné geometrické prostriedky boli vyuZité v praci [13] pri vySetrovani jednoznacnosti
odhadu (12). Slo hlavne o vyuZitie tzv. Sardovej vety z diferencidlnej geometrie a isté
uvahy o dimenziach. Ide v§ak o technické detaily, ktoré sa nehodia do nasho vykladu.

4. Zakrivené exponencidlne triedy rozdeleni pravdepodobnosti

Kazdy, kto sa aspoti trochu zaoberal $tatistikou, sa stretol s pojmom ,,histogram*‘.
Histogram je graf, ktory rychlo a prehladne charakterizuje ndhodnost pozorovane;j
nahodnej veliiny. Histogram konstruujeme takto: vykoname r nezavislych pozorovani
nejakej ndhodnej veliiny {, ktord mdze nadobudnif hodnoty z nejakého intervalu I.
Interval I rozloZime na neprekryvajice sa podintervaly I, ..., I, ,. Ozna¢ime r;pocet,
pozorovani veli¢iny {, vysledky ktorych spadaju do I;. Histogram je graf funkcie, ktora
na intervale I, nadobida konstantni hodnotu r;.

Ziskanie histogramu znamena &asto len prvé predspracovanie pozorovanych dat
a histogram je vychodiskom pre dal§iu 3tatisticki inferenciu. Velidiny ry, ..., Fpyq
si nahodné, a ako je dobre zname, kombinatorickymi ivahami mdzme odvodit, Ze
pravdepodobnost hodnoét ry, ..., 1,4 sa rovna

r!

(15) P("u cees Thgn I ) SEREED Pk+1) =————p1' ... PE1

rl! ces r,‘+1!

kde p; je pravdepodobnost toho, Ze hodnota veli¢iny { je z intervalu I; pri jednom
pozorovani. Ak nepozname rozdelenie veli€iny {, vystupujua €isla p; ako nezndme para-
metre, ktoré st ovS§em viazané podmienkou

k+1

Ypi=1.

ji=1
Podobne plati:

k+1

Yry=r.

j=1

Je preto rozumné reparametrizovat rozdelenie pravdepodobnosti (15). Nové parametre
Yis ---» Ym mOZu byt napriklad
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7;=In Pi/Pk+1
a nové ndhodné veliCiny
yi=ri; (i=1,..,k).
Z (15) Iahko dostaneme, Ze

! -r
(16) P(y|7) = - exp (T yn} (L+ 3 ).
vyl (r =2yt T j
i
Zjednodusene modZeme (16) zapisat v tvare
(17) P(y | 3(0)) = a(y) ™75 (ver),

kde a(y), »(y) su vhodne zvolené funkcie a kde mnoZina I' moZnych hodndt vektora
parametrov y (= parametricky priestor) je otvorend podmnoZina R*. Triedy rozdeleni
pravdepodobnosti ktoré moZno zapisat v tvare (17) sa nazyvaju (linedrne) exponencialne
triedy. To si velmi ddlezité triedy rozdeleni pravdepodobnosti; patria sem mnohé
Statistické modely a uvedeny priklad analyzy histogramu je len jeden z mnohych pripa-
dov pouzZitia takychto tried. Histdria ich vzniku siaha e$te do ranych obdobi §tatistic-
kej fyziky, kde sa rozdeleniami pravdepodobnosti typu (17) opisovali stavy plynov;
parametre y,, ..., ¥,, pritom zodpovedali termodynamickym veli¢indm, ako st teplota,
tlak a podobne.

V matematickej Statistike nazyvame parametre y,, ..., y,, kanonickymi parametrami
triedy (17).

V niektorych pripadoch nie su parametre y,, ..., 7, celkom nezname, ale sii samy
funkciami menSieho poétu inych neznadmych parametrov, ktoré oznadime 6, ..., 0,,.
To znamen4, Ze namiesto triedy (17) mame triedu

(18) P(y|y0); (0€0),

ktora je podtriedou triedy (17). V pripade, Ze mnoZina @ je otvorend v R™ a Ze funkcie
71(0), ..., 7.(6) maju spojité druhé parcialne derivicie, nazyvame triedu (18) zakrivenou
exponencialnou triedou.

Vo vyssie uvedenom priklade histogramu, dostaneme zakrivend exponencidlnu triedu,
ak je rozdelenie pravdepodobnosti pozorovanej veliiny { Ciastoéne zname uZ pred
pozorovanim.

Inym prikladom zakrivenej exponencidlne;j triedy je nelinedrny regresny model (10).
Prikladom (linedrnej) exponencidlnej triedy je linedrna regresia uvedena v odseku 2.

Zakrivené exponencialne triedy maji zaujimave geometrické vlastnosti. Suvisia
s metddou odhadovania parametrov, ktord sa v takychto triedach najdastejSie pouZiva.
Je to odhad maxima vierohodnosti definovany vztahom

(19) 0 := arg max In P(y | y(0)).
0e6

Intuitivne zdévodnenie odhadu (19) je zrejmé. Za ,,najvierohodnejsiu‘ povaZujeme
td hodnotu parametra 6, pre ktoru je najpravdepodobnejsi prave obdrZany vysledok y.
Mozno takto definovany odhad daf do stivisu s nejakou geometriou vyberového
priestoru, tak ako sa to podarilo v odsekoch 2 a 3? Zodpoveda odhad (19) minimalizacii
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nejakej vzdialenosti bodu y napr. od plochy {y(f): 6 € ©}? Suvisi odhad (19) s orto-
gonalnou projekciou na tuto plochu?

NiekoIko technickych detailov a predpokladov ulahéi zodpovedanie tychto otdzok.
Predpoklady sa tykaju ,,nezakrivenej* triedy (17), do ktorej je vnorend zakrivena trieda
(18).

a) Predpokladime, Ze kanonicky parametricky priestor I' je otvorend podmnoZina
R* a %e funkcia x(y) je dva razy spojite diferencovatelna.

b) Derivovanim evidentnej rovnosti

ZyP(y) ly)=1,

kde P( y | y) je uréené vztahom (17), sa mdZeme presved(it, Ze strednd hodnota vektora y
je

(20) E,(y) = <9’@ a”_(y))T

071 i
Budeme predpokladat, Ze zobrazenie

y = Ey(y)

definované vztahom (20) je injekcia do R* a Ze mnoZina
en Hi= (E():ver)

pokryva cely vyberovy priestor vektora y.
V uvedenom priklade vy3etrovania histogramu si uvedené predpoklady splnené.
Podobne vietky predpoklady st splnené aj v nelinedrnom regresnom modeli (10).
¢) Nakoniec jedno oznagenie. V triede (18) budeme pisaf

n(6) := E,() ,

teda stredni hodnotu vektora y budeme oznacovat rovnako ako v predchadzajicich
odsekoch ¢lanku.

Za¢nime rozborom vhodnej,,vzdialenosti* vo vyberovom priestore. Tedria informécie
sa uz davnejSie dokladne zaobera hladanim $tatisticky interpretovateInych ,,vzdiale-
nosti* TubovoInych dvoch rozdeleni pravdepodobnosti (pozri [16]). Vo vieobecnosti
sa ukazalo, Ze takéto ,,vzdialenosti sa nedaju definovat ako metriky; zauZival sa
pre ne nazov divergencie (my vsak budeme i nadalej hovorit aj o ,,vzdialenostiach®).
Divergencie su sice nezaporné a su nulové prave vtedy, ked rozdelenia pravdepodob-
nosti, ktorych ,,vzdialenost‘ uréujeme, su totozné. Avsak divergencie nemusia byt ani
symetrické. To znamend, Ze ,,vzdialenost* nejakého rozdelenia P od iného rozdelenia
P mbZe byt in4 ako ,,vzdialenost* P od P.

Znamou divergenciou je tzv. I-divergencia. Jej povod je v znamej Shannonovej miere
informécie a ma svoj povod este v Bolzmanovej $tatistickej fyzike z minulého storodia.

I-divergencia je definovana vztahom

(22) 10,79 = 3 [m P_(yll))] Py | 7).

L P(y|»*
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Vo vieobecnosti je vypocet I-divergencie zloZity. Ale v exponencialnej triede (17) plati,
ako sa mozno Tahko presvedcit dosadenim (17) do (22), jednoduchy vztah

(23) I3, v%) = (v — v9)" 0 — =) + =(y¥),

kde sme oznadili  := E,(y). V tomto vyraze pre I-divergenciu svorne vystupuji oba
moZné spdsoby parametrizicie triedy (17): pomocou kanonickych parametrov y a
pomocou strednej hodnoty #.

Dvojica parametrizicii y a n vystupuje ,,dudlne* v celej geometrickej teérii exponen-
cidlnych tried. Su to sice dve rdzne parametrizicie a kazda z nich sta¢i na oznacenie
prvkov triedy (17), avSak v mnohych vyrazoch je vyhodné pouZivat obe parametrizicie
sucasne, spolo¢ne, tak ako v (23). Je pozoruhodné, Ze v linedrnom alebo v nelinedrnom
regresnom modeli (10) sa obe parametrizacie stotoZnia a pre I-divergenciu plati

I(y, v*) = 3y = »*|*-
Z uvedeného vyplyva, Ze v triede (17) mdZeme definovat funkciu J(n, n*) vztahom

J(n, n*) = I, v*),
t.j. vlastne vyrazom (23). Funkcia J(», n*) definuje ,,vzdialenost v priestore H, a teda
podla vysSie uvedeného predpokladu b definuje aj,,vzdialenost* vo vyberovom priestore.
Teda ,,vzdialenost* bodu y od plochy & := {#(0): 6 € O} sa rovna

(24) J(y, n(9)) = [vy = v(O)]" v — x[n,] + #[»(6)].

Pritom vektor y, je rieSenim rovnice (20), kde za E,(y) dosadime priamo vektor y.
To viak poznamenavame len kvoli Gplnosti. Pre nés je doleZité, Ze pomocou vztahov
(17) a (23) sa mdZeme Tahko presvedSit, Ze sudet

In P(y | ¥(6)) + J(», n(6))

nie je z4visly od vektora parametrov 6. Odtial vyplyva, Ze odhad metédou maxima
vierohodnosti mdzeme ekvivalentne ziskat aj z rovnice

0 = arg min J(y, n(0)),
6e6

teda pomocou minimalizcie I-divergencie. I-divergencia je teda hfadand ,,vzdialenost*,
ktord koresponduje s metédou maxima vierohodnosti a I-divergencie charakterizuje
geometriu vyberového priestoru.

Ako je to s hfadanou ortogonalitou vektora y — #(6) na plochu £? KedZe vo vybe-
rovom priestore nemame metriku, ale iba I-divergenciu, taZko hovorif o ortogonalite
dvoch vektorov v obvyklom zmysle. Ur¢ité voditko ov§em poskytuje nasledujica velmi
zaujimava anal6gia Pythagorovej vety, ktord mdZeme jednoducho dokazaf. Pre tri
body 7, 7, y* z mnoZiny I’ totiZ plati rovnost

1(y, 7) + I(7, v*) = I(y, v*),
akondhle plati
-7"@G—-n*)=0.
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Tuto rovnost preverime piihym dosadenim vyrazu (23). Ortogonalita je teda ,,spolo&n4*
pre obe parametrizacie y a . MoZno hovorit napr. o priamkach v priestore I', ktoré si
kolmé na priamky v priestore H, ale nie o kolmych priamkach leZiacich v tom istom
priestore. Preto sa d4 oCakdvat, Ze v metode maxima vierohodnosti nebude vektor
y — n(8) kolmy na plochu {n(6): 6 € &}, ale skdér na plochu {y(6): 6 € ©}. O tom sa
Tahko presvedéime tdpravou rovnic

0 .
gln P(y|y(0)|o=s =0; (i=1,...,m),

ktoré priamo vyplyvaji z (19). Po dosadeni podIa vztahu (18) a po vyuZiti rovnosti (20)
dostaneme nakoniec

by - n(@)]r%a =0; (i=1,...,m),

kde 0y(0)/00,, ..., 9y(0)/00,, st zrejme dotykové vektory plochy {y(0): 6 € ©}.

Otazkou je, ¢i moZno charakterizovat geometriu vyberového priestoru este ind¢ nez
pomocou I-divergencie, resp. vysSie definovanej ortogonality. Tento priestor nema
metriku. Diferencidlna geometria ov§em pozna spdsob popisu nemetrickych priestorov,
a to pomocou vnitornych (tzv. kovariantnych) derivacii, alebo &o je ekvivalentné,
pomocou tzv. afinnych konekcii. My.sa uspokojime s konstatovanim, Ze takato Struk-
tira je pre exponenciélne triedy vybudovana v monografii [12].
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Martin Cernohorsky o¢ima svych zaka
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S Martinem Cernohorskym jsem piisel poprvé do styku jako student ptirodovédecké
fakulty UJEP v Brng pti praktiku v roce 1952. Tehdy byl mladym asistentem. A jiZ v té
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