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Matematicka ®¢t2polympiada

Prvni ro¢nik této soutéZe v roce 1972 obsahoval 12 1loh, jejichZ texty byly uvefejnény
po &tyfech v 1., 2. a 3. &isle Pokroki. Redakce dostala celkem jen 28 feseni od 6 feSiteld.
Jsou to:

Ludmila Frantikova, odb. as. ped. fak. UPJS v Pre3ové (tiloha 3)
Jan Gedei, odb. asistent, Bratislava (tiloha 1)
Dr. FrantiSek Matyasek, ped. fak. PU, Olomouc (uloha 1,2, 3,4, 5,6, 7, 9, 10, 11)
Franti§ek Nosek, prom. fyzik, vypo&etni sttedisko VSZ, Ceské Budgjovice (tloha 6)
Josef Palenicek, prof. v. v., Bystfice pod Hostynem (ﬁloha 1,2,3,4,5,6,7,8,9,

10, 11, 12)
Alica SivoSova, profesorka gymn., Bratislava (dloha 1, 2, 6).

Ze zaslanych FeSeni Ize prohlasit jen asi polovinu za vécng spravna (neni-li feSeni uplné,
nepokladame je za spravné). Dv& ze zaslanych feSeni (s. Frantikové a s. Gedeie) jsou
spise ¢lanky s obsirnym vykladem teoretickych poznatki.

Ackoli jsme se snazili pfi vyhlaseni soutéZe vysvétlit ctenafim Pokroki, Ze jde o soutéZ
metodickou, nepodafilo se nAm to. TéméF vSichni fesitelé fesili prost€ matematické Glohy
a piili§ se nestarali o to, jak by privedli své Zaky k feSeni a co by jim k tloze povédéli.
V nékterych feSenich jsou sice jisté nab&hy tohoto druhu, ale celé feSeni neni zpracovano
tak, aby napf. mohlo byt ndvodem pro ucitele-zacateCnika, jak by mél s Zéky pracovat.
Je vidét, Ze jsme narazili na opravdovou slabinu ve vyuovani matematice a Ze na tomto
poli &eka didaktiky matematiky mnoho prace. Asi ma pravdu s. Nosek, kdyz konstatuje,
Ze TeSitelim neni jasné, co od nich autofi Gloh chtéji. Je také pravda, Ze napf. komentate
MO nejsou obecné dostupné.

Neni vSak tfeba zoufat; prvni ronik matematické metaolympiady byl pokusny;
budeme pokradovat v uvefejiiovani tiloh i v roce 1973. Snad bude druhy ro¢nik spé&s-
né&jsi. Ze zaslanych fefeni neni asi Zddné ,,vzorové* po metodické strance; pfesto v dal-
Sich &islech néktera feSeni ve zkratce otiskneme. Snad prospéjeme soutéZi nejvice tim, Ze
ukaZeme, jak by mohlo vypadat podle naSich pfedstav metodické zpracovani feSeni
nékterych tloh.

Domnivame se dale, Ze aspoii jednoho z dosavadnich feSitelt —prikopnikl je tfeba
odménit. V potfadi prvni je dr. F. Matyasek, jemu? JCSMF uhradi Sestidenni pobyt
v PLR v ramci vyménnych zajezdi.

Nejvydatnéjsi a nejcennéjsi pomoci, kterou muZe Zak-feSitel dostat od uditele, jsou
vhodné impulsy. Prvnim podnétem je vZidy pomoc pfi spravném pochopeni textu tlohy.
Dalsimi podnéty miiZe byt upozornéni na analogicky problém, na problém obecné&;si
i specialngjsi, podnét k ucelnému experimentovani, upozornéni na rtizny matematicky
aparat, kterého by se dalo pouZit, pomoc pfi hledani protipfikladu, impuls pro volbu
metody ditkazu (dikaz sporem, matematickou indukci, obracenim na zéklad& uplného
tfidéni, konstruk&ni diikaz existenéni apod.). Impulsy se musi vyhledavat a podavat
s citem a Z4ci se musi udit na né reagovat. AZ budou starsi, popfipadé dospéli, pfevezme
tuto roli uditele kolektiv, v némzZ budou pracovat, nebo studijni prameny, na néz se
budou obracet.
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Prvni na$i ukazkou bude feSeni #lohy 2; jeji text znél:

V roviné jsou dany dva shodné rovnostranné trojuhelniky ABC, KLM. Dokazte, Ze
stfedy dvojic AK, BL, CM bud leZi v pfimce, nebo jsou vrcholy rovnostranného trojuhel-
nika. Pokuste se zobecnit tak, Ze nahradite oba dané trojihelniky dvéma navzajem shod-
nymi mnoZinami bodd.

Mame-li z této tilohy néco vytéZit matematicky a didakticky, budeme ddvat takové
impulsy, které povedou zaky k uplatnéni shodnych zobrazeni.

Piedné je tfeba sestavit piehled vSech typil shodnych zobrazeni v roviné. Obecné jsou
znamé identita, otodeni a posunuti jako p¥imé shodnosti, osova symetrie jako nepfima
shodnost. Tento pfehled si Zaci doplni nepfimym zobrazenim, sloZenym z osové symetrie
a posunuti ve sméru jeji osy (tzv. posunuté zrcadleni). Uplnost klasifikace se da ov&fit
pomoci rozkladi shodnosti v osové soumérnosti; touto véci se zde snad nemusime
zabyvat.

Pouziti ,,vy$siho prostfedku*‘, tj. grupy shodnych zobrazeni, se okamZité rentuje. Snad
uZ neni ani tfeba dalgich impulst, nanejvys snad upozornéni, Ze jeden z danych rovno-
strannych trojuhelnik je obrazem druhého v shodném zobrazeni, které mtZze byt pfimé
¢i nepfimé.

U obou typt nepfimych zobrazeni je evidentni, Ze vSecky stfedy dvojic vzor —obraz
lezi na téZe pfimce. Je-li shodnost, ktera pfevadi prvni trojahlenik v druhy, posunuti 7,
vytvofi stfedy iseCek vzor —obraz utvar, ktery vznikne z prvniho trojihelnika posunu-
tim 1.7; to je fakt, ktery Zaci snadno ,,objevi‘‘ a dokazi za pomoci obrazku. NejsloZit&jsi
je pfipad, kdy vySetfovan4 shodnost je otodeni £ kolem stfedu S o tihel « v daném smyslu.
Opét za pomoci obrazku Zaci odvodi, Ze stfedy dvojic vzor —obraz vzniknou z prvniho
trojuhelnika otodenim ', které ma tyz stfed S, tyZ smysl jako 2, ale velikost a/2. Oviem
toto otoleni ' je jesté tieba sloZit se stejnolehlosti s, ktera ma stfed S a konstantu
cos «/2.

Dal$im impulsem je otazka, zda bylo podstatné, Ze dané dva titvary byly dva rovno-
stranné trojihelniky; pfi zamysleni nad touto otazkou si Zaci uvédomi velkou obecnost
a vyhodnost predchazejiciho diikazu pomoci zobrazeni.

Tato tloha pfimo vybizi k srovnani metod. Ddme Zakim dalsi podnét, aby zkusili
fesit ilohu v obecné formulaci pro dvé shodné mnoZiny pomoci soufadnic. Misto dvou
realnych soufadnic uZijeme radéji jedné komplexni soufadnice a tim se napojime na dalsi
usek Skolské matematiky — na aritmetiku komplexnich &isel.

Analytické vyjadfeni pFimé shodnosti & je

z’ =az + b, |a|=1.
Je-li [2"] stfedem dvojice vzoru [z] a obrazu [2'], plati

2" =}z + 2),
tj.
(1) 2" =3a+1)z+1b.

"

Je-li a + 1 = 0 (& stfedova symetrie), je z

= 1b (konstantni bod). Je-li a + 1 % 0,
vyjadfuje (1) ptimou podobnost.
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NepFimd shodnost & ma vyjadfeniz’ = az + b |a| = 1.
Jako dfive vypoéteme z”

(2 z”=-}z+%2+

[ORS

a dokaZeme kolinearnost viech bodi [z”] napf. tak, Ze dokaZeme, Ze pro viecka z jsou
body [4b], [1/a(a + b + 1)], [3(z + aZ + b)] kolinearni.

Impuls: 1ze pouzit bud zévislosti vektorl, nebo radéji determinantu. Vkazdém pfipadé
vSak Z4ci konstatuji, Ze pro nepfimou shodnost je pocetni ditkaz mnohem pracné;si
a delsi (i kdyZ myslenkové& nenaro&ny) neZ dikaz ryze geometricky.

Analytickym feSenim by vSak je$t€ nemély skondit ivahy o uloze 2. Zcela pfirozené se
vnucuje pfenést tlohu do jednorozmérného a trojrozmérného prostoru. V prvnim i dru-
hém ptipad€ bude oviem tieba nejdiive hypoteticky formulovat vysledek (jaky utvar
vyplni stfedy tsedek vzor —obraz) a pak tento vysledek dokézat & korigovat. V obou pfi-
padech budeme vedeni ke zkoumani p¥islu§né grupy shodnosti.

*

Otiskujeme jest& texty tieti ¢tvefice Gloh na rok 1973:
Uloha 21. V roving je dano n riiznych bodi (n > 1). Oznaéme D (d) nejvitsi (nejmensi)
z jejich kladnych vzdalenosti. Pak plati
D_Jn -1

_

d 2

Dokazte.
Uloha 22. Urgete posledni dv& nenulové cifry &isla 500! (500 faktorial).

Uloha 23. V mnoZin& M viech pfirozenych &isel zavedeme dv& operace: x A y (nej-
vEt3i spole€ny délitel isel x, y) a x v y (nejmen3i spole€ny nasobek &isel x, y). Porov-
nejte struktury (M, +,.), (M, v, A). Vstrutufe (M, v, A) sestavte rovnici a rozfeste ji.

Uloha 24. Je dana soustava t¥i rovnic
a“xl + aizxz + ai3X3 = 0 i = 1, 2, 3,

jejiz koeficienty a;; spliiuji tyto podminky:
a)ay;; >0, a,, >0, az3 >0;
b) viecky ostatni koeficienty a,; jsou zaporné;
C)ai1+a,-2+a,~3>0 i=1,2,3.
Dokazte, Ze soustava ma jediné fefeni x; = x, = x3 = 0.
Jan Vysin

Metodicky zpracovana Fefeni za$lete redakci Pokroki do konce srpna 1973 s ozna¢enim
s, Matematickda metaolympiada‘.
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