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Sto rokov
od narodenia Erwina Schrddingera

I. Schrédinger a jeho cesta ku kvantovej mechanike

Rudolf Zajac a Teodor Obert, Bratislava

Zadiatkom 20. storocia prebehla revolicia vo fyzike, ktorej historicky vyznam moZno
porovnat iba s ,,kopernikovskym obratom‘ a burkou, ktoru vyvolal. Pri¢inou radikdl-
nych zmien vo fyzike na prahu ndsho storo¢ia bola kumuldcia experimentdlnych poznat-
kov, ktoré sa nedali interpretovat klasicky.

Fyzika uZ je takd — a to je jej vyhoda voéi inym disciplinam Tudskej intelektudlnej
éinnosti —, Ze nové ,,éudné‘ alebo prinajmen$om neo¢akdvané experimentdlne vysledky
si vynucuju vznik novych tedrii bez ohladu na osobné postoje ich tvorcov. A skutoéne,
tvorcami modernej teoretickej fyziky boli jednak osobnosti, ktoré povazovali za nevy-
hnutné prekonat tradiny spdsob myslenia, jednak ti, o sa usilovali zachrdnit klasicky
fyzikdlny obraz sveta.

K druhej skupine patri Erwin Schrodinger, ktory sa stal spoluzakladatefom kvantovej
mechaniky proti svojej voli. Zndmy je jeho vyrok: ,,Ak by sa predsa len malo zotrvat
na tych prekliatych kvantovych skokoch, potom Iutujem, Ze som sa kedy zaoberal kvan-
tovou tedriou‘ [1]. Citovany Schrédingerov postoj nemeni ni& na veci, Ze jeho meno
nesie zdkladnd rovnica kvantovej mechaniky a Ze je preto v modernej fyzike najfrekven-
tovanejsie.

Fyzik, basnik a filozof

Erwin Schrédinger sa narodil vo Viedni pred sto rokmi, 12. augusta 1887. Jeho otec,
Rudolf Schrédinger, zdedil tovdrniCku na voskované pldtno, ktord poskytla rodine
slu¥né materidlne zabezpeéenie. Rudolf Schrédinger sa venoval viac bioldgii ako vosko-
vanému pldtnu, bol dlhoroénym podpredsedom Zoologicko-botanickej spolo¢nosti
vo Viedni. ESte predtym navs$tevoval predndsky profesora chémie Alexandra Bauera,
ktorého dcéru si vzal za manZelku.

V rodinnom prostredi mal Erwin Schrédinger priaznivé podmienky pre svoj duchovny
rast. Do jedendsteho roku sa mu dostalo domdceho vzdelania a v roku 1898 zlozil priji-
maciu skuSku na Akademické gymndzium vo Viedni, ktoré bolo zamerané predovietkym
na humanitné predmety. Schrodinger bol fundovany v latin¢ine a gréitine, zaujimal sa
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o literaturu a filozofiu*), sdm pisal bdsne, dokonca aj v neskorSom obdobi, ked uZ bol
ako fyzik presldveny. Popri svojom materinskom jazyku ovlddal franciizstinu, angliétinu,
talian€inu a Spaniel¢inu. Ako gymnazista vynikal vari rovnako vo vietkych predmetoch,
rozhodol sa viak pre fyziku. Po maturite v roku 1906 sa zapisal na viedenskii univerzitu
na $tidium matematiky a fyziky. Bol to rok, v ktorom si 5. septembra dobrovoIne vzal
Zivot Ludwig Boltzmann (nar. 1844), po J. C. Maxwellovi (1831 —1879) vari najvyznam-
nejsia postava klasickej teoretickej fyziky z konca 19. storodia.

Na viedenskej univerzite nadalej vlddol Boltzmannov duch, Erwin Schrédinger sa
s nim uZ ako posluchd¢ identifikoval a do konca Zivota mu zostal verny. Po¢as Schrédin-
gerovho §tudia na viedenskej univerzite uddvali ton na tejto vysokej $kole dvaja Boltz-
mannovi Ziaci a nasledovnici: Friedrich Hasenohrl (1874 —1915), ktory v r. 1907 prevzal
vedenie Katedry teoretickej fyziky, a Franz Exner (1849—1926), ktory od roku 1891
viedol ako profesor experimentdlnej fyziky II. fyzikdlny ustav. ZalozZil §kolu, z ktorej
vy3li dvaja nositelia Nobelovej ceny, Victor Hess (1883—1964) a Erwin Schrédinger,
a dalsi popredni fyzici ako Marian Smoluchowski (1872—1917), Stefan Meyer (1872
az 1949), K. F. W. Kohlrausch (1855—1936), F. Ehrenhaft (1879—1952) a ini. Prvé
Schrodingerove prdace boli z experimentdlnej fyziky a aj svoju doktorsku dizertaénu
précu**), ktoru obhdjil v r. 1910, pripravil v Exnerovom laboratériu pod vedenim
Egona Schweidlera (1873 —1948).

E. Schrédinger bol 20. mdja 1910 promovany za doktora filozofie a po roénej vojenskej
sluzbe sa vrdtil na Exnerov ustav, kde desaf rokov (s preruSenim cez prvu svetovii vojnu)
posobil ako asistent a mal za lohu viest praktikd.

Schrodinger spominal na svoju experimentdtorski ¢innost vzdy iba v dobrom, ale uz
od druhého ro¢nika §tudia ho fascinovala predov§etkym teoretickd fyzika. Boltzmannov
duch ako by v flom preZival a do konca svojho Zivota s ictou a obdivom spominal svojho
uditela Hasenohrla. Viac ako vSetky komentdre povedia o tom dve citdcie zo Schrodin-
gerovych ustnych a pisomnych prejavov, ktoré mal v najvyznamnej§ich dfioch svojho
Zivota.

Vo svojej ndstupnej rec¢i na zasadnuti Akademie vied v Berline diia 4. jula 1929
povedal: ,,Prostrednictvom starého viedenského ustavu, ktorému bol tesne predtym
(t. j. pred Schrédingerovym zdpisom na univerzitu, pozn. aut.) vyrvany Ludwig Boltz-
mann, prostrednictvom tustavov, v ktorych pdsobili Fritz Hasenohrl a Franz Exner
a v ktorych sa pohybovali mnohi dal§i Boltzmannovi Ziaci, mohol som bezprostredne
vstrebdvat idey tohto velkého ducha. Jeho idey zohrali v mojom Zivote tilohu mladickej
vedeckej ldsky, nik iny ma uZ tak mocne neuputal, nik to uZ vari nedokdZe. S modernou

*) Cez prvi svetovd vojnu bol delostreleckym ddstojnikom na rakdskom juhozapadnom fronte.
Stihol si tam osvojit vieobecnu teériu relativity a zaoberal sa filozofiou. PreStudoval Spinozove
(1632—1677), Schopenhauerove (1788—1866), Machove (1838—1916), Semonove (1859—1918)
a Avenariusove (1843—1896) diela a vaZne uvaZoval o tom, Ze sa po vojne bude venovat fyzike
a filozofii.

**) SCHRODINGER, E.: Uber die Leitung der Elektrizitit auf der Oberfliche von Isolatoren an feuchter
Luft. Sitzungsberichte der Kaiserlichen Akademie der Wissenschaften (Wien), Abteilung Ila, 119
(1910) s. 1215—1223.

178 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 32 (1987), &. 4



atomovou tedriou som sa zbliZil len velmi pomaly. Jej vnitorné protirecenia mi zneli
ako Skripajice disonancie, ak som ju posudzoval meradlami istého nediprosne jasného
Boltzmannovho myslienkového postupu‘ [2].

Druhu citdciu uvddzame zo Schrédingerovej autobiografie napisanej pri prileZitosti
prevzatia Nobelovej ceny v Stokholme 12. decembra 1933. V nej uvddza: ,,Vtedy
(v prvej svetovej vojne, pozn. aut.) padol Hasendhrl a méj cit mi hovori, Ze keby sa to ne-
bolo stalo, stdlo by dnes namiesto mdjho jeho meno.* [3].

Tieto vyroky sved¢ia o hlbokej ucte, ktorii prechovdval Schrodinger voéi svojim
predchodcom, a o pevnom charaktere, ktory preukdzal aj v osudnom roku 1933. Vy-
svetlujui aj Schrodingerove postoje v diskusidch s Bohrom, Bornom a inymi, o ktorych
sa zmienime v pokrafovani ndsho Cldnku. V dejindch je len mdlo vyznamnych Iudi,
ktori zostali tak nekompromisne verni korefiom, z ktorych vyrdstli, ako Erwin Schré-
dinger.

Rané price

E. Schrodinger pozorne sledoval préce, ktoré sa zaoberali Bohrovou-Sommerfeldovou
tedriou, ale aktivne sa kvantovej tedrii Struktury atdmov venoval len mdlo. V bibliografii,
ktort zostavil A. M. Frenk [4] zo 44 prdc, ktoré Schrédinger uverejnil pred svojou tetra-
16giou o vinovej mechanike, len §tyri sa zaoberaju kvantovou tedriou.

Prvé Schrodingerove prdce boli vyluéne experimentdlneho charakteru. Ako habilitac-
ni prdcu predloZil v r. 1914 svoju uZ uverejnent stat Stidie o kinetike dielektrik, o bode
topenia, o pyroelektrine a piezoelektrine.*) V tom istom roku uZ ako sukromny docent**)
ohldsil semestrdlnu prednds$ku o interferencii rontgenovych lucov.

Po vojne pdsobil E. Schrodinger od aprila 1920 ako docent a mimoriadny profesor
na univerzite v Jene a v tom istom roku ho vymenovali za mimoriadneho profesora
Vysokej $koly technickej v Stuttgarte. Zo Stuttgartu odiSiel na univerzitu do Vratislavi,
aby napokon v lete roku 1921 zakotvil ako riadny profesor teoretickej fyziky na uni-
verzite v Ziirichu, kde pred nim pdsobili Albert Einstein (1879 —1955) a Max von Laue
(1879—1960). V Ziirichu nadviazal blizke priatelské kontakty so svojimi kolegami
z Konfederdlnej vysokej 8koly technickej (ETH) Petrom Debyeom (1884 —1966) a Her-
mannom Weylom (1889 —1955).

Predhistoria vinovej mechaniky

Max Born (1882 — 1970) vydal v roku 1969 svoju koreSpondenciu s Albertom Einstei-
nom [5] V suvislosti so vznikom vInovej a maticovej mechaniky je zaujimavd ich vymena
listov v roku 1925.

*) SCHRODINGER, E.: Studien iiber Kinetik der Dielectrica, den Schmelzpunkt, Pyro- und Piezoelektri-
zitae. Sitzungsber. Akad. (Wien), Abt. ITa, 119 (1912), s. 1937—1973.

**) Sukromny docent mal pravo prednéaSat na univerzite (venia docendi). Zamestnanecky pomer
sa docentlrou nezmenil, Schrodinger zostal Exnerovym asistentom.
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Einstein pisal Bornovi o tom, akym dojmom naii zapdsobila dizerta¢nd prdaca Louisa
de Broglieho, ktory prisiel na myslienku priradit elektrénu vinu a vyuZit vinové vlastnosti
Castic na odévodnenie Bohrovho modelu atému.

Born zase upozornil Einsteina na to, Ze podpisal na uverejnenie do tlade pracu svojho
mladého asistenta (mal na mysli Wernera Heisenberga), ktorli povaZuje za vyznamni
pre dalsi vyvin kvantovej tedrie. O de Broglieho prdci sa Born nezmieiiuje. Zrejme naii
mimoriadne nezapdsobila, de Broglieho si v tom ¢ase v Gottingene zvld§t necenili pre
nejaké nedopatrenia v statiach, ktoré predtym uverejnil [6]. M. Born spolu s Pascualom
Jordanom (nar. 1902) nadviazali na Heisenbergovu stat*) a vypracovali matematicky
apardt maticovej mechaniky.**) Naproti tomu Einstein mal vyhrady vo&i Heisenbergovej
prdci, najmi voci principu pozorovatelnosti, a spociatku jej nevenoval pozornost.

Vymenou listov z roku 1925 Albert Einstein a Max Born — tito nerozluéni priatelia —
akoby zacali kopat tunel, kaZdy z inej strany, priom sa nikdy nestretli. (Toto prirov-
nanie sa tyka kvantovej mechaniky, nie ich osobnych vzfahov.)

A. Einstein sa dozvedel o de Broglieho***) praci od Paula Langevina (1872—1946).
Langevin bol &lenom rigoréznej komisie, pred ktorou Louis de Broglie (nar. 1892)
25. novembra 1924 obhdjil svoju dizertaéni prdcu. V tom Case odportical Einstein na
uverejnenie stat S. N. Boseho (1894 —1974), nazvani Planckov zdkon a hypotéza sve-
telnych kvdnt,****) a ohldsil uverejnenie svojich vlastnych prispevkov k problematike
kvantove;j Statistiky. Einstein predniesol na zasadnutiach Akadémie vied v Berline dva
referdty s ndzvom Kvantovd tedria jednoatdmového idedlneho plynu [7] V druhom
referdte 8. janudra 1925 podrobne opisal de Broglicho myslienky a navrhol preverif
jeho tedriu demonstréciou interferenénych javov jednoatémovych idedlnych plynov pri
nizkych teplotdch. ¥****)

Erwin Schrodinger pozorne sledoval price — pochopitelne najmi Einsteinove —
tykajice sa Statistickej fyziky, a tak sa dozvedel z Einsteinovych referitov o vzniku
Boseho-Einsteinovej Statistiky a sicasne o de Broglicho hypotéze. UZ v roku 1925 sa
pustil do prdce a usiloval sa aplikovat de Broglieho myslienky na elektrén viazany v até-
me. Pomocou relativistickych uvah dospel k rovnici, nazvanej neskorsie Kleinovou-
-Gordonovou rovnicou pre bezspinovii Casticu.******) Pochopitelne, pre elektrén,
ktory md spin k|2, vysledky, ku ktorym dospel, nesthlasili s experimentdlnymi udajmi.
Schrédinger potom po polro¢nej pauze vypracoval vinovii mechaniku v nerelativistickom
pribliZeni. Jej vysledky si doteraz platné.

*) HEISENBERG, W.: Uber quantentheoretische Umdeutung kinematischer und mechanischer Bezie-
hungen. Zeitschrift fiir Physik 33 (1925) s. 879

**) BORN, M., JORDAN, P.: Zur Quantenmechanik. Zeitschrift fiir Physik, 34 (1925) s. 858

»**) BROGLIE, L. DE.: Recherche sur la théorie des quanta, thése de doctorat soutenue a Paris le 25 no-
vembre 1924. Annales de Physique 3 (1925), s. 122—128.

»+++) Bose, S. N.: Plancks Gesetz und Lichtquantenhypothese. Zeitschrift fiir Physik, 26 (1924)
s. 178—181.

=*+#%) Ako je zname, de Broglieho hypotéza bola experimentalne potvrdena v roku 1927 demon$tra-
ciou interferenénych javov elektréonov.

**+#++) Podla L. S. POLAKA by sa vlastne Kleinova-Gordonova rovnica mala nazyvat relativis-
ticka Schrodingerova rovnica.
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Kvantovanie ako problém vlastnych hodnét

Erwin Schrddinger uverejnil v roku 1926 v ¢asopise Annalen der Physik pét ¢ldnkov
k vlnovej mechanike v rozsahu 166 strdn, z toho §tyri pod ndzvom Kvantovanie ako
problém vlastnych hodnét a piaty o ekvivalencii maticovej a vinovej mechaniky.*)
Tieto prdce vysli kniZne v r. 1927 bez udania vydavatela, druhé vydanie vyslo v roku 1928
v Lipsku v nakladatelstve J. A. Barth. Spominané Schrédingerove prédce vysli v mnohych
jazykoch, v nem&ine znovu v r. 1963 v Stuttgarte [8], v r. 1980 (s vynimkou treticho
oznédmenia) v Berline [9], existuje ich preklad do rustiny [10].

V pomerne krdtkom ¢ase od janudra do juna 1926 vytvoril kompendium kvantovej
mechaniky a vypracoval ndvod k matematickému rieSeniu otvorenych problémov ato-
move;j fyziky vrdtane zdkladnej rovnice, ktoru teraz oznacujeme ako ¢asovit Schrédin-
gerovu rovnicu. Metédami maticovej mechaniky sa v tom Case eSte nepodarilo zvlddnut
problém kvantovania energetickych hladin atému vodika. Na tomto probléme pracovali
také hlavy ako W. Heisenberg (1902 —1976), M. Born, P. Jordan, W. Pauli (1900 — 1958)
a P. A. M. Dirac (1902—1984).

Schrédinger hned vo svojom prvom ozndmeni vypocital vlastné hodnoty energie
a prislu$né vlastné funkcie elektrénu v atéme vodika.

AZ v druhom ozndmeni potom rozpracoval analdgiu medzi stavmi mikrocastice a kmi-
tajucou strunou. Hlavnym vysledkom tretiecho ozndmenia je aplikdcia poruchove;j
tedrie na atém vodika a teoretické zddvodnenie Starkovho efektu. Napokon vo $tvrtom
ozndmeni formuloval aj rovnicu pre asovy vyvoj stavu mikrocastic, teda asovit Schro-
dingerovu rovnicu v su¢asnom ponimani. Velké uspechy, ktoré dosiahol v aplikdciach,
sved&ia nielen o plodnosti jeho metédy, ale aj o jeho nesmiernej invencii. Co vietko
vedel vytvorif Schrodinger z de Brogliecho podnetov, vystihol Max Planck slovami:
,,Citam Va$e pojednanie tak, ako si zvedavé diefa plné napitia vypoluje vyriesenie
hlavolamu, nad ktorym sa dlho trdpilo ... [11].

V prvom ozndmeni, ktoré postupil redakcii Annalen der Physik 27. janu‘ra 1926,
Schrédinger najkratSou cestou dospeje k formuldcii svojej rovnice pre staciondrne stavy
(bez&asovej Schrodingerovej rovnice) a prezentuje jej rieSenie pre vodikovy atém.

V krdtkom tvode oboznamuje &itatela so svojou zdkladnou myslienkou, ktord
zhrilujeme vo voInom preklade: Predpis kvantovania moZno nahradit inou poZiadavkou,
v ktorej sa nevyskytuje ani slovko o ,,celych &islach*.**) Celo&iselnost vyjde tym istym

*) SCHRODINGER, E.: Quantisierung als Eigenwertproblem; erste Mitteilung, Ann. Phys. 79,
s. 361—376, zweite Mitt. 79, s. 489— 527, dritte Mitt. 80, s. 437—491, vierte Mitt. 81, s. 109— 140.
SCHRODINGER, E.: Uber das Verhdltnis der Heisenberg-Born-Jordanschen Quantenmechanik zu der
meinen. Ann. Phys. 79, s. 734—757.

**) V Bohrovej-Sommerfeldovej teorii sa postulovalo, e pri nasobnegperiodickych pohyboch pre

kaZdy stupeii volnosti sa musi integral §p,‘ dg, rovnat celoCiselnému ndsobku Planckovej konstanty,

pri¢om p; je zovieobecnena hybnost a g, zovSeobecnena siradnica.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 32 (1987), ¢. 4 181



prirodzenym spdsobom ako napriklad celoéiselny podet uzlov kmitajicej struny. Nové
poiiatie moZno zovieobecnif a dotyka sa hlbokej podstaty predpisov kvantovania [12].
Tento pdvodny Schrodingerov pristup sa v sudasnosti vyuZiva pri zavddzani vyucovania
zdkladov kvantovej mechaniky na gymndzidch.

V dalsej Casti Schrodingerovho ,,Prvého ozndmenia“ uz prevldda rieSenie technickych
problémov. Schrédinger vychddza z Hamiltonovej rovnice pre ¢asticu v konzervativnom
silovom poli

(1) H(q, ‘2—S> =E,

q

kde H je Hamiltonova funkcia, zdvisld od zovSeobecnenej stiradnice astice g a zovseo-
becnenej hybnosti p, pricom p = 6S/6q, kde S je i€inok. Na pravej strane E je energia.
V druhom kroku urobi substituciu

©) S=klny,

kde ¥ je novd nezndma funkcia, k je konStanta, ktord md rozmer Ginku. Po tejto
substitucii prejde rovnica (1) do tvaru

1) H(q, k @k) = E

¥ dq
Rovnicu (1') moZno previest do tvaru: kvadratickd forma funkcie  a jej prvych deri-
vdcii sa rovnd nule. Pre elektron v atome vodika plati T+ U = E, kde T je kinetickd
energia, U potencidlna energia a E celkovd energia, pritom T = (p2 + p? + p?)[2m,
U = —(4nep)~' . &2[r alebo v sistave cgs jednoducho U = —e?[r, kde r = /(x* +
+ y* + z?). Po vykonani substiticii dostaneme poZadovany tvar rovnice (1'), a to

0 e e
0x dy 0z F k2 r)

Bohrov-Sommerfeldov kvantovy postuldt potom nahradil Schrédinger tymto extre-
mélnym postuldtom: Hladdme v celom priestore jednoznacné, konecné a dvakrdt deri-
vovateIné spojité funkcie , pre ktoré integrdl z kvadratickej formy (1”) nadobudne
extrém. Spominanym extremdlnym postuldtom nadviazal Schrodinger na Hamiltonove
préce o Sireni svetla a analégiu medzi geometrickou (liovou) a vlnovou optikou. Ha-
milton formuloval rovnicu pre eikonal — zhruba povedané pre plochu, do ktorej sa
v danom &ase dostali lage §iriace sa v prostredi rychlostou v(x, y, z):

)+ G) () =G
0x dy 0z v? \ Ot

Vo fyzikdlnej optike je zékladnou rovnicou
62 2 2
Py, oy Py
ox*  9y?  0z?

1oy
v? o

Prechod od prvej na druhi rovnicu mozno dostat z varianéného principu. Schrodinger
tento prechod dobre poznal. Druhd vec, ktoru vyuZil, bola analégia medzi vinovou funk-
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ciou Y a mechanickym G¢inkom S. Uplatnenim analdgie Y — S a spominaného extre-
mélneho postuldtu dospel Schrédinger (podobne ako to bolo uz zndme v optike) od
bodovej mechaniky k vinovej mechanike. Tento postup vedie priamo na bezéasovi
Schrédingerovu rovnicu:

(22) An//+2—"—l(E+fj)w=0.
k? r

V dalom prepise svoju rovnicu (2a) do sférickych stradnic, urobi separdciu premennych
a ndjde rieSenie pre radidlnu vinovi funkciu, ktord spiiia pozadované vlastnosti jedno-
znadnosti, kone¢nosti a spojitosti v celom konfiguraénom priestore. Schrodinger ziskal
tak energetické spektrum vodikového atému a porovnanim s Bohrovymi vysledkami
urdil konstantu k

kde £ je Planckova konstanta.

Schrodingerov postuldt bol ovela plodnejs$i ako Bohrov-Sommerfeldov po prvé preto,
Ze pomocou vztahu (2a) s k = % moZno v principe uréit energetické spektrum aj inych
utvarov, a po druhé preto, Ze pre ionizovany elektrdn poskytuje spojité spektrum.
Zo Schrédingerovej rovnice vyplynulo automaticky diskrétne spektrum energetickych
hladin pre finitny pohyb a spojité spektrum pre infinitny pohyb.

Pri rieSeni diferencidlnej rovnice pre radidlnu vlnovi funkciu vyvstal pre Schrédingera
problém okrajovych podmienok. V tejto otdzke konzultoval s Hermannom Weylom,
za ¢o mu v prdci vyjadril aj vdaku. Schrodinger potom ukdzal, Ze poZiadavka kone¢nosti
v bode nula a v nekoneéne pre radidlnu vinovu funkciu je ekvivalentnd so zadanim okra-
jovych podmienok.

V zédvere svojho prvého ozndmenia Schrédinger uvddza, Ze vlnovi funkciu yy moZno
interpretovat nejakym kmitavym procesom v atéme (vlastnymi kmitmi stojatych vin,
pozn. aut.). Podnet k tymto uvahdm mu poskytli predovietkym ,,duchaplné Théses
pédna Louisa de Broglicho*. Pévodne zamyslal odévodnit novu koncepciu kvantovania
v tejto ndzornejSej podobe, uprednostnil v§ak spominanu ,neutrdlnu matematick
formu*, v ktorej kvantovanie vyplyva z kone&nosti, jednoznadnosti (a spojitosti pozn.
aut.) istej priestorovej funkcie.

Od de Broglieho k Schridingerovi

Az v druhom ozndmeni, ktoré poslal do tlace 23. februdra 1926, Schrédinger prezen-
tuje svoju fyzikdlnu koncepciu. Aj tdto prdca je matematicky ndroénd, opit sa opiera
o Hamiltonovu-Jacobiho diferencidlnu rovnicu a pre svoje viny zavddza konfiguraény
priestor s osobitnou metrikou. InStruktivnejSia je Schrddingerova prdca Four lectures
on wave mechanics [13] z roku 1928, a to nielen vzhladom na ndzornost, ale aj preto,
lebo autor tu v nerelativistickej forme opakuje de Broglicho myslienky a ukazuje ako
na ne nadviazal.
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Vychddza podobne ako de Broglie z Maupertuisovho principu pre hmotny bod,
ktory prechddza z bodu A do bodu B

B
€) & _[ 2Tdt =0,

4
kde T je kinetickd energia. (Na rozdiel od de Broglieho Schrédinger neuvaZuje volnu
&asticu, ale &asticu v poli, v ktorom md potencidlnu energiu U(x, y, z).) Ak sa hmotny
bod pohybuje v danom &ase rychlostou v = ds/df a md hmotnost m, potom

= mo? = m (g;) — 2(Ey — U) = g—jJ(2m(Eo _v),

kde E, je celkovd energia, ktord sa v konzervativnom silovom poli zachovdva. Rovnicu
(3) moZno teda prepisaf do tvaru

(4) 5 f :J(zm(Eo —U)ds=0.

InStruktivny vyklad vyuZitia analégie medzi optikou a mechanikou na zdklade po-
zorovania Maupertuisovho a Fermatovho principu ndjde &itatel v predndskach Enrica
Fermiho (1901 —1954) o kvantovej mechanike [14].

Svojho &asu W. R. Hamilton (1805—1868) konfrontoval rovnicu (4) s Fermatovym
principom najkratej optickej drdhy v nehomogénnom prostredi

B
6fnds=0.
4

V poslednom integrdle n = cfv,, kde d(x, y, z) je absolutny index lomu, ¢ rychlost
svetla vo vdkuu a v,(x, y, z) fdzovd rychlost svetla v prostredi. (Cahko vidno, Ze Ferma-
tov princip je vlastne principom najkrat§ieho éasu.) Ak dosadime za index lomu do
posledného integrélu c[v;, dostaneme vzhladom na ¢ = konst.

(5) 5Ijﬂf=o.

Vs
V integrande vo vzfahu (5) je fdzovd rychlost viny v, v menovateli, zatial &o vzfah
(4) vedie v najjednoduchSom pripade na

B
(42) 6-‘. v,ds =0,

A
kde v, je rychlost Castice. S touto fazkosfou sa stretol uz G. W. Leibniz (1646 —1716)
a fyzici ju povaZovali za nepreklenuteIni prekdzku, ak mali prekonaf rozpor medzi
vztahom (5) pre Sirenie svetla ako viny podla Huygensa a Fermata na jednej strane
a medzi vzfahom (4a) pre Sirenie svetla ako emitovanych &astic.

De Broglie nadviazal na myslienky W. R. Hamiltona a lorda Rayleigha (1842—1919)

a vyrie$il tento rozpor zavedenim grupovej rychlosti. ,,Dejiny optickych teérii uka-
zuju“ — napisal de Broglie [15], ,,Ze vedecky ndzor dlhy &as kolisal medzi mechanickym

184 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 32 (1987), ¢&. 4



a vinovym ponimanim svetla. Ale tieto dva ndhlady si vari protiredia ovela menej, neZ
sa to predtym predpokladalo. Zd4 sa, Ze tento ndzor potvrdzuje najmi vyvin kvantovej
tedrie.*
V dal§om budeme najprv sledovat de Broglieho myslienky v Schrédingerovej modi-
fikdcii a potom ukdZeme, ako ich Schrodinger rozvinul tak, Ze dospel k svojej rovnici.
Oba principy, (4) a (5), budu identické, ak postulujeme

(6) v, = ____L__ s
J(@m(E, — U))

kde C nezdvisi od polohy castice, iba parametricky od jej celkovej energie E,. Takym
spésobom sme — podla Schrédingera — myslienkovo skonStruovali optické prostredie,
kde varieta moZnych svetelnych li¢ov sa kryje s dynamickymi drdhami hmotného bodu
s hmotnostou m, ktory sa pohybuje s danou energiou v silovom poli a v iom m4 poten-
cidlnu energiu U(m, y, z). Rychlost svetla teraz z4visi nielen od suradnic cez U(x, y, z),
ale aj od celkovej energie hmotného bodu E,. Zdvislost od E, interpretujeme ako
disperziu, t. j. ako zdvislost od frekvencie v podla vztahu

@) E=hv.

Teda vietky moZné svetelné luge v (myslenom) nehomogénnom disperznom prostredi
kore$ponduji so vSetkymi dynamickymi drdhami uvaZovanej Castice.

Problém moZno uviest aj takto: mozno vytvorit bodovy svetelny signdl — pyta sa
Schrédinger — ktory by sa pohyboval tak ako uvaZovany hmotny bod? Na prvy pohlad
to nie je mozné vzhladom na stary rozpor medzi (4a) a (5). Pre E, = konst. moZno za
v vo vztahu (4a) napisaf

®) b = i\/(Zm(Eo ~v)).

Vidno, Ze (8) je v rozpore so (6). Situdcia vyzerd ind¢, ak uvdZime, Ze ,,bodovy*
svetelny signdl sa §iri grupovou rychlostou v, = dv/d(1/4), kde A je vinovd dizka. Vzhla-

dom na 1/A = v|v,
1_4d 1)
v, dv\v,
a s vyuzitim (7) dostaneme

1 d /E
9) = — <_2) .
v, dE, \v,
Ak postupujeme podla de Broglieho a pouZijeme koreSpondenciu rychlosti Eastice

s grupovou rychlostou vinového baliku, opisujiceho Sirenie svetelného signdlu, &iZe
ak v, = v,, pomocou (6), (8) a (9) dostaneme

d (E, V(2m(E, — U)) — m _ 4
dE, < c ) -~ J2m(E, - U))  dE,

(V(2m(E, — U));
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z toho

(% - 1) J(2m(Ey — U)) = konst.

Poslednd rovnost je splnend len vtedy ak prvy faktor na Iavej strane sarovnd nule &iZe
pre P = E,, lebo U zdvisi od suradnic a C zdvisi iba od E,.
Namiesto (6) teda mdZeme pre fazovi rychlost pisat

E
(10) vy=— .
T V@mE, - v))
Teraz uZ zo vzfahov (7) a (10) moZno urgif vinovii dizku vIny priradene;j astici:
(11) iR B
v T Jom(E— U)o,

To je vztah, ktory de Broglie postuloval pre voInu ¢asticu na zdklade relativistickych
tivah. Za predpokladu, Ze sa &astica, ktorej sme priradili vinovii dfzku 1, pohybuje po
kruhovej drdhe o polomere a, teda po obvode kruhu 2na, musi platit

2na
12 —=n,
© -
kde n = 1,2, 3, ... Dosadenim (12) do (11) dostaneme
(13) myva = n LN
2n

Schrédinger, obdobne ako de Broglie, dospel tak k rovnakému vysledku ako N. Bohr
v 1. 1913 [16]. Celogiselné ndsobky Planckovej konitanty sa tu pre fyzikdlne veli¢iny
nepostuluju, ale vyplyvaju z priradenia de Broglieovej vinovej dizky &astici.*)
Pritom vzfah (12), ktory moZno prepisat do tvaru
A2
(12) =

a n

vychddza e$te z ,,obyCajnej* mechaniky, v ktorej sa Castice pohybuji po drdhe. Podla
Schrédingera moZno aplikovaf ,,obyéajni* mechaniku len pre a > A. Tu vlastne
vyslovil v inom baleni Bohrov princip kore$pondencie: Pre vinové dizky porovnateIné
s rozmermi uvaZovaného systému treba podla Schrédingera prejsf od ,,obyéajnej
mechaniky k vlnovej mechanike, a to podobne ako v optike prechddzame od geometric-
kej, laCovej optiky k fyzikdlnej, vlnovej optike.

*) Treba povedaf, Z¢ N. Bohr pdvodne vysiel tieZ iba z Planckovho vztahu E = hv a napokon
dospel na zaklade celkom ingch Gvah ako de Broglie a Schrodinger ku kvantovaniu momentu hyb--
nosti podla (13). Len neskorSie v Bohrovej-Sommerfeldovej teérii sa vztah (13) zov3eobecnil na

postulat §p,‘ dg, = nh a z kvantovej tédrie sa stala ,,kabala celych Cisel*“.
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Takyto prechod je podla Schrédingera potrebny prdve pri opise pohybu elektrénu
v atéme vodika. Problém treba riesit obdobne ako pri uréeni vietkych mozZnych kmitov
(stojatych vIn) pruzného telesa. Pre jednoduchost sa uvaZuje pruznd kvapalina v uzavre-
tej nddobe. Pre tlak p plati vinovd rovnica

(14) 4p-1p=0,

v

s
kde v, je konStantnd rychlost Sirenia pozdiznych vin moZnych v uvaZovanej uzavretej
nddobe. Rovnica (14) sa riesi substitiiciou

(14a) p(x, y, z, 1) = Y(x, y, z) €,

kde w = 2mv je uhlovd frekvencia. Z toho pre vinovu funkciu y dostaneme rovnicu

w2
(14b) 4 +—=y=0,
Vs
priom pre ¥ platia rovnaké okrajové podmienky ako pre p.

Rovnica (14a) m4d jednoznaCne reguldrne rieSenie za danych okrajovych podmienok
len pre spogitatelni mnoZinu vinovych funkcii ¥4, ¥,, ... a pre prisluiné vlastné hod-
noty parametra @, ®,, ... Ak ¥y, Y,, ... tvoria tplny systém funkcii, potom vieobecné
rieSenie (14) je

(15) P = Yok gl (@rrtd
k

kde ¢, 9, st IubovoIné konStanty.

Pre vinu, ktori Schrédinger priradil astici, uvaZzoval tieZ veli¢inu p, pre ktoru plati
rovnica typu (14). Teraz za v, treba vSak dosadit vztah (10). Situdcia sa komplikuje tym,
Ze fdzova rychlost tejto viny uZ nie je kon§tantnd, ale zdvisi od energie, a teda aj od frek-
vencie podla (7). Cez potencidlnu energiu zévisi v, od siradnic. Zdvislost v, od E,V pri-
pade staciondrnych stavov je jednoduchd, lebo naSu vlnovi rovnicu moZno aplikovat
len na taku funkciu p, pre ktoru podIa (14a)

p ~ el/hE!

Plati teda

(16) =L ).

hZ
Ak dosadime (16) a (10) do (14) a pismeno p nahradime gréckym y,*) dostaneme
2m
(17) At//+?(E—U)¢=0.
Teraz namiesto E, piSeme E. RieSenim rovnice (17) pre viazané stavy st diskrétne

*) Toto y tak ako v (14a) a (14b) je iba funkciou stiradnic.
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hodnoty E,, E,, E,, ..., E;, ... KaZzdé E; predstavuje moZni hodnotu energie. Rovnica
(17) uZ je ,,bez&asovd* Schrodingerova rovnica, v ktorej koeficient pri ¥ uz nie je kon-
Stantny, ale zdvisi od suradnic.

Situdcia sa skomplikuje pre viacCasticovy systém, kde namiesto oby¢ajného priestoru
zaviedol Schrédinger konfiguraCny priestor s osobitnou metrikou. Bol si pritom vedomy,
Ze tu uZ nepriraduje systému vinu, ktord opisuje redlny fyzikdlny proces.

Ekvivalencia vinovej a maticovej mechaniky

V dalsej prdci z roku 1926 pod nadpisom O vztahu Heisenbergovej-Bornovej-Jorda-
novej kvantovej mechaniky k mojej [17] Schrédinger ukdzal, Ze maticovd a vinové
mechanika su ekvivalentné. V tejto prdci zavddza pojem operdtora, jeho vlastnych
funkcii, poukazuje na to, Ze tvoria uplny ortogondlny systém funkcii, opisuje rozvoj
Tubovolnej vlnovej funkcie do radu podIa vlastnych funkcii nejakého operdtora a na-

pokon ukazuje, Ze vyraz ﬁp’fﬁ ¥, dx = F,, nie je ni¢ iné ako Heisenbergov maticovy

element veliiny F, ak Y, ¥, su vlastné funkcie napriklad hamiltoniénu.*)

Schréodinger potom uverejnil — ako sme uZ uviedli — eSte tretiu a §tvrta ¢ast svojho
pojednania Kvantovanie ako problém vlastnych hodnét [8], kde uvddza aj metédu
vypodtu intenzity a polarizdcie rozstiepenych spektrdlnych Ciar. V posledne;j stati potom
prechddza na nekonzervativne systémy. D6vodi, Ze bez€asova rovnica (17) nie je vlastne
vlnovou rovnicou a postuluje ¢asovu zdvislost

w_ i
ot h

ktora vedie na Schrodingerovu rovnicu

Elﬁ’

ihglk:ﬁla//.
ot

Napokon rozsiruje poruchovi tedriu na poruchy obsahujuce explicitne &as a vypra-
covdva prvu kvantovomechanicku teériu disperzie.

Svoju sériu ¢lankov konéi odstavcom: O fyzikdlnom vyzname polného skaldra
(vInovej funkcie y, pozn. aut.). Podla Schrodingera druhd mocnina absolitnej hodnoty
vinovej funkcie je akousi funkciou vdhy v konfiguraénom priestore systému. ,,Vinovo-
mechanickd konfigurdcia systému je superpoziciou mnohych, prisne vzaté vietkych
kinematicky moznych bodovomechanickych konfigurdcii. Pritom prispieva kazdd bo-

*) Ekvivalentnost maticovej a vinovej mechaniky objavil nezavisle od Schrodingera aj W. PauLl,
ako to vyplyva z jeho obSirneho listu P. JorpANOVi, datovaného 12. aprila 1926. Tento list uverejnil
VAN DER WAERDEN ako dodatok k svojej stati Od maticovej a vinovej mechaniky k zjednotenej kvan-
tovej mechanike v knihe The physicist’s Conception of Nature, ed. JAGDISH MEHRA, D. Reidel Publ.
Company, Dordrecht-Holland/Boston-USA, str. 276.
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dovomechanickd konfigurdcia urcCitou vdhou k skutoCnej vinovomechanickej konfi-
gurdcii. Tdto vdha je uréend vyrazom y*y. Ak niekto oblubuje paradoxy, mdZe povedat,
Ze systém sa nachddza suCasne ako celok vo vSetkych mysliteInych kinematickych po-
lohdch, ale nie vo vsetkych »s rovnakou intenzitou«.* Ak mame zjednodusit Schro-
dingerovu interpretdciu, elektrény su okolo atémového jadra akosi rozmazané s husto-
tou urenou v objeme dV vyrazom yY*y dV. Aby toto tvrdenie podporil, odvodzuje
napokon rovnicu kontinuity. (Jeho odvodenie rovnice kontinuity nachddzame dodnes
v uéebniciach kvantovej mechaniky.)

Bornova interpretacia kvantovej mechaniky

E. Schrodinger, W. Pauli a neskorSie John von Neumann dokdzali, Ze vinovd a mati-
covd mechanika si matematicky izomorfné, ale Heisenbergova a Schrodingerova
fyzikdlna interpretdcia sa diametrdlne rozchddzali. K tejto otdzke zaujal stanovisko Max
Born v &ldnku Kvantovd mechanika zrdZkovych procesov [18]:

»Maticovd forma kvantovej mechaniky, ktord zaloZil Heisenberg a rozvinul s Jorda-
nom a autorom tohto &ldnku, vychddza z myslienky, Ze procesy v priestore a ¢ase vobec
nie je moZné exaktne zobrazit a uspokojuje sa formulovanim vztahov medzi pozoro-
vateInymi veli¢inami, ktoré moZno interpretovat ako vlastnosti pohybov iba v limitnom
klasickom pripade. Na druhej strane Schrddinger, zdd sa, pripisuje vindm rovnaki
realitu, aki maju svetelné viny. Tieto viny posudzuje podla de Broglieho postupu ako
nositelov atomarnych procesov. Usiluje sa konstruovat »grupy vin, ktoré maju vo viet-
kych smeroch malé rozmery« a ktoré maji zrejme nepriamo zobrazit pohybujice sa
dastice.

Ani jedno z oboch poiiati sa mi nezdd byf uspokojivé. Pokusil by som sa podat tu
tretiu interpretdciu a vyskusat jej upotrebiteInost na zrdZkovych procesoch. Pritom
nadvdzujem na Einsteinovu pozndmku o vzfahu vinového pola a svetelnych kvdnt.
Einstein povedal asi tolko, Ze viny st tu iba na to, aby nasmerovali korpuskuldrne sve-
telné kvantd, a v tomto zmysle hovoril o akomsi »poli duchov« (mé tu na mysli skor
pole straSidiel — Gespensterfeld, pozn. aut.). Toto pole uréuje pravdepodobnost, Ze
svetelné kvantum, nositel energie a hybnosti, sa bude pohybovat uréitym smerom.
Samému polu vSak neprindleZi energia ani hybnost ... A tu sa pontka myslienka po-
sudzovat de Broglieho a Schrédingerove viny ako »pole duchov« alebo »vodiace pole«*.
V dalsom M. Born uvddza, Ze podla jeho interpretdcie sa §iri vodiace pole zobrazené
skaldrnou vinovou funkciou y podla Schrédingerovej diferencidlnej rovnice. Ale hybnost
a energia sa pritom prend§aju tak, ako keby sa skuto¢ne premiestiiovali astice. Pre po-
lohu Castice moZno urcit len pravdepodobnost pomocou rozdelenia hodndt funkcie .
Born uzatvdra svoje ivahy paradoxom: pohyb &astic sa deje podla pravdepodobnost-
nych zdkonov, sama pravdepodobnost sa vSak §iri v silade so zdkonom pricinnosti.
Inymi slovami, znalost stavu vo vSetkych bodoch v danom okamihu uréuje rozdelenie
stavu vo v§etkych neskor§ich ¢asoch.
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V dalSej Casti svojej prdce potom M. Born poddva zndmu definiciu, podla ktorej
(pre jednu &asticu)

[¥(x, y, z, 1)|* dx dy dz

je pravdepodobnost vyskytu &astice v &ase ¢ v objemovom elemente dV = dx dy dz [19].
Erwin Schrodinger ani Albert Einstein nikdy Bornovu pravdepodobnostnii interpretdciu
neprijali.

(Pokracovanie)
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