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Sto rokov 
od narodenia Erwina Schródingera 

I. Schrodinger a jeho cesta ku kvantovej mechanike 

Rudolf Zajac a Teodor Obert, Bratislava 

Začiatkom 20. storočia přeběhla revolúcia vo fyzike, ktorej historický význam možno 
porovnať iba s „kopernikovským obratom" a burkou, ktorú vyvolal. Příčinou radikál-
nych zmien vo fyzike na prahu nášho storočia bola kumulácia experimentálnych poznat-
kov, ktoré sa nedali interpretovat' klasicky. 

Fyzika už je taká — a to je jej výhoda voči iným disciplínám ludskej intelektuálnej 
činnosti —, že nové „cudné" alebo prinajmenšom neočakávané experimentálně výsledky 
si vynucujú vznik nových teorií bez ohladu na osobné postoje ich tvorcov. A skutočne, 
tvorcami modernej teoretickej fyziky boli jednak osobnosti, ktoré považovali za nevy­
hnutné prekonať tradičný spósob myslenia, jednak ti, čo sa usilovali zachrániť klasický 
fyzikálny obraz světa. 

K druhej skupině patří Erwin Schrodinger, ktorý sa stal spoluzakladatelom kvantovej 
mechaniky proti svojej voli. Známy je jeho výrok: „ Ak by sa predsa len málo zotrvať 
na tých prekliatych kvantových skokoch, potom lutujem, že som sa kedy zaoberal kvan­
tovou teóriou" [1]. Citovaný Schrodingerov postoj nemění nič na věci, že jeho měno 
nesie základná rovnica kvantovej mechaniky a že je preto v modernej fyzike najfrekven-
tovanejšie. 

Fyzik, básník a filozof 

Erwin Schrodinger sa narodil vo Viedni před sto rokmi, 12. augusta 1887. Jeho otec, 
Rudolf Schrodinger, zdědil továrničku na voskované plátno, ktorá poskytla rodině 
slušné materiálně zabezpečenie. Rudolf Schrodinger sa věnoval viac biologii ako vosko­
vanému plátnu, bol dlhoročným podpredsedom Zoologicko-botanickej spoločnosti 
vo Viedni. Este predtým navštěvoval přednášky profesora chemie Alexandra Bauera, 
ktorého dceru si vzal za manželku. 

V rodinnom prostředí mal Erwin Schrodinger priaznivé podmienky pre svoj duchovný 
rast. Do jedenásteho roku sa mu dostalo domáceho vzdelania a v roku 1898 zložil prijí-
maciu skúšku na Akademické gymnázium vo Viedni, ktoré bolo zamerané predovšetkým 
na humanitné předměty. Schrodinger bol fundovaný v latinčine a gréčtine, zaujímal sa 
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o literaturu a filozofiu*), sám písal básně, dokonca aj v neskoršom období, keď už bol 
ako fyzik preslávený. Popři svojom materinskom jazyku ovládal francúzštinu, angličtinu, 
taliančinu a španielčinu. Ako gymnazista vynikal vari rovnako vo všetkých predmetoch, 
rozhodol sa však pre fyziku. Po maturitě v roku 1906 sa zapísal na viedenskú univerzitu 
na studium matematiky a fyziky. Bol to rok, v ktorom si 5. septembra dobrovolné vzal 
život Ludwig Boltzmann (nar. 1844), po J. C. Maxwellovi (1831 —1879) vari najvýznam-
nejšia postava klasickej teoretickej fyziky z konca 19. storočia. 

Na viedenskej univerzitě naďalej vládol Boltzmannov duch, Erwin Schródinger sa 
s ním už ako posluchač identifikoval a do konca života mu zostal věrný. Počas Schródin-
gerovho štúdia na viedenskej univerzitě udávali tón na tejto vysokej škole dvaja Boltz-
mannovi žiaci a následovníci: Friedrich Hasenóhrl (1874—1915), ktorý v r. 1907 převzal 
vedenie Katedry teoretickej fyziky, a Franz Exner (1849—1926), ktorý od roku 1891 
viedol ako profesor experimentálnej fyziky II. fyzikálny ústav. Založil školu, z ktorej 
vyšli dvaja nositelia Nobelovej ceny, Victor Hess (1883 — 1964) a Erwin Schródinger, 
a ďalší popřední fyzici ako Marian Smoluchowski (1872 — 1917), Stefan Meyer (1872 
až 1949), K. F. W. Kohlrausch (1855-1936), F. Ehrenhaft (1879-1952) a iní. Prvé 
Schródingerove práce boli z experimentálnej fyziky a aj svoju doktorskú dizertačnú 
prácu**), ktorú obhájil v r. 1910, připravil v Exnerovom laboratóriu pod vedením 
Egona Schweidlera (1873-1948). 

E. Schródinger bol 20. mája 1910 promovaný za doktora filozofie a po ročnej vojenskej 
službě sa vrátil na Exnerov ústav, kde desať rokov (s přerušením cez prvú svetovú vojnu) 
pósobil ako asistent a mal za úlohu viesť praktika. 

Schródinger spomínal na svoju experimentátorskú činnosť vždy iba v dobrom, ale už 
od druhého ročníka štúdia ho fascinovala predovšetkým teoretická fyzika. Boltzmannov 
duch ako by v ňom přežíval a do konca svojho života s úctou a obdivom spomínal svojho 
učiteTa Hasenóhrla. Viac ako všetky komentáre povedia o tom dve citácie zo Schródin-
gerových ústných a písomných prejavov, ktoré mal v najvýznamnejších dňoch svojho 
života. 

Vo svojej nástupnej reci na zasadnutí Akademie vied v Berlíne dňa 4. júla 1929 
povedal: „Prostredníctvom starého viedenského ústavu, ktorému bol tesne predtým 
(t. j . před Schródingerovým zápisom na univerzitu, pozn. aut.) vyrvaný Ludwig Boltz­
mann, prostredníctvom ústavov, v ktorých pósobili Fritz Hasenóhrl a Franz Exner 
a v ktorých sa pohybovali mnohí ďalší Boltzmannovi žiaci, mohol som bezprostředné 
vstřebávat' idey tohto velkého ducha. Jeho idey zohrali v mojom živote úlohu mladíckej 
vedeckej lásky, nik iný ma už tak mocné neupútal, nik to už vari nedokáže. S modernou 

*) Cez prvú svetovú vojnu bol dělostřeleckým dóstojníkom na rakúskom juhozápadnom fronte. 
Stihol si tam osvojiť všeobecnú teóriu relativity a zaoberal sa filozofiou. Preštudoval Spinozove 
(1632—1677), Schopenhauerove (1788—1866), Machove (1838-1916), Semonove (1859-1918) 
a Avenariusove (1843—1896) diela a vázne uvažoval o tom, že sa po vojne bude venovať fyzike 
a filozofii. 

**) SCHRÓDINGER, E.i Uber die Leitung der Elektrizitát auf der Oberfláche von Isolatoren anfeuchter 
Luft. Sitzungsberichte der Kaiserlichen Akademie der Wissenschaften (Wien), Abteilung Ha, 119 
(1910) s. 1215-1223. 

178 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ročník 32 (1987), č. 4 



atomovou teóriou som sa zblížil len velmi pomaly. Jej vnútorné protirečenia mi zněli 
ako škrípajúce disonancie, ak som ju posudzoval meradlami čistého neúprosné jasného 
Boltzmannovho myšlienkového postupu" [2]. 

Druhů citáciu uvádzame zo Schrodingerovej autobiografie napísanej pri příležitosti 
prevzatia Nobelovej ceny v Štokholme 12. decembra 1933. V nej uvádza: ,,Vtedy 
(v prvej světověj vojně, pozn. aut.) padol Hasenohrl a mój cit mi hovoří, že keby sa to ne-
bolo stalo, stálo by dnes namiesto mójho jeho měno." [3]. 

Tieto výroky svedčia o hlbokej úctě, ktorú přechovával Schródinger voči svojim 
predchodcom, a o pevnom charaktere, ktorý preukázal aj v osudnom roku 1933. Vy-
svetlujú aj Schródingerove postoje v diskusiách s Bohrom, Bornom a inými, o ktorých 
sa zmienime v pokračovaní nášho článku. V dějinách je len málo významných Tudí, 
ktorí zostali tak nekompromisně věrní koreňom, z ktorých vy rast li, ako Erwin Schró­
dinger. 

Rané práce 

E. Schródinger pozorné sledoval práce, ktoré sa zaoberali Bohrovou-Sommerfeldovou 
teóriou, ale aktivně sakvantovej teorii struktury atómov věnoval len málo. V bibliografii, 
ktorú zostavil A. M. Frenk [4] zo 44 práč, ktoré Schródinger uveřejnil před svojou tetra-
lógiou o vlnovej mechanike, len štyri sa zaoberajú kvantovou teóriou. 

Prvé Schródingerove práce boli výlučné experimentálneho charakteru. Ako habilitač-
nú prácu předložil v r. 1914 svoju už uveřejněnu stať Štúdie o kinetike dielektrik, o bode 
topenia, o pyroelektrine a piezoelektrine.*) V tom istom roku už ako súkromný docent**) 
ohlásil semestrálnu přednášku o interferencii róntgenových lúčov. 

Po vojně pósobil E. Schródinger od apríla 1920 ako docent a mimoriadny profesor 
na univerzitě v Jene a v tom istom roku ho vyměňovali za mimoriadneho profesora 
Vysokej školy technickej v Stuttgarte. Zo Stuttgartu odišiel na univerzitu do Vratislavi, 
aby napokon v lete roku 1921 zakotvil ako riadny profesor teoretickej fyziky na uni­
verzitě v Zúrichu, kde před ním pósobili Albert Einstein (1879 — 1955) a Max von Laue 
(1879 — 1960). V Zurichu nadviazal blízké priatelské kontakty so svojimi kolegami 
z Konfederálnej vysokej školy technickej (ETH) Petrom Debyeom (1884 — 1966) a Her-
mannom Weylom (1889-1955). 

Predhistória vlnovej mechaniky 

Max Born (1882 — 1970) vydal v roku 1969 svoju korespondenční s Albertom Einstei-
nom [5]. V súvislosti so vznikom vlnovej a maticovej mechaniky je zaujímavá ich výměna 
listov v roku 1925. 

*) SCHRÓDINGER, E.i Studien uber Kině tik der Dielectrica, den Schme/zpunkt, Pyro- und Piezoelektri-
zitat. Sitzungsber. Akad. (Wien), Abt. Ha, 119 (1912), s. 1937—1973. 

**) Súkromný docent mal právo prednášať na univerzitě (venia doceňdi). Zaměstnanecký poměr 
sa docentúrou nezměnil, Schródinger zostal Exnerovým asistentom. 
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Einstein písal Bornovi o tom, akým dojmom naň zapósobila dizertačná práca Louisa 
de Broglieho, ktorý prišiel na myšlienku priradiť elektronu vlnu a využiť vlnové vlastnosti 
častíc na odóvodnenie Bohrovho modelu atomu. 

Born zase upozornil Einsteina na to, že podpísal na uverejnenie do tlače prácu svojho 
mladého asistenta (mal na mysli Wernera Heisenberga), ktorú považuje za významnú 
pre další vývin kvantovej teorie. O de Broglieho práci sa Born nezmieňuje. Zrejme naň 
mimoriadne nezapósobila, de Broglieho si v tom čase v Gottingene zvlášť necenili pre 
nějaké nedopatrenia v statiach, ktoré predtým uveřejnil [6]. M. Born spolu s Pascualom 
Jordanom (nar. 1902) nadviazali na Heisenbergovu stať*) a vypracovali matematický 
aparát maticovej mechaniky.**) Naproti tomu Einstein mal výhrady voči Heisenbergovej 
práci, najma voči principu pozorovatelnosti, a spočiatku jej nevěnoval pozornost'. 

Výměnou listov z roku 1925 Albert Einstein a Max Born — tito nerozluční priatelia — 
akoby začali kopať tunel, každý z inej strany, pričom sa nikdy nestretli. (Toto přirov­
náme sa týká kvantovej mechaniky, nie ich osobných vzťahov.) 

A. Einstein sa dozvěděl o de Broglieho***) práci od Paula Langevina (1872 — 1946). 
Langevin bol členom rigoróznej komisie, před ktorou Louis de Broglie (nar. 1892) 
25. novembra 1924 obhájil svoju dizertačnú prácu. V tom čase odporúčal Einstein na 
uverejnenie stať S. N. Bosého (1894-1974), nazvánu Planckov zákon a hypotéza svě­
telných kvant,****) a ohlásil uverejnenie svojich vlastných príspevkov k problematike 
kvantovej statistiky. Einstein predniesol na zasadnutiach Akademie vied v Berlíne dva 
referáty s názvom Kvantová teória jednoatómového ideálneho plynu [7]. V druhom 
referáte 8. januára 1925 podrobné opísal de Broglieho myšlienky a navrhol preveriť 
jeho teóriu demonštráciou interferenčných javov jednoatómových ideálnych plynov pri 
nízkých teplotách.*****) 

Erwin Schródinger pozorné sledoval práce — pochopitelné najma Einsteinové — 
týkajúce sa štatistickej fyziky, a tak sa dozvěděl z Einsteinových referátov o vzniku 
Boseho-Einsteinovej statistiky a súčasne o de Broglieho hypotéze. Už v roku 1925 sa 
pustil do práce a usiloval sa aplikovat* de Broglieho myšlienky na elektron viazaný v ato­
me. Pomocou relativistických úvah dospěl k rovnici, nazvanej neskoršie Kleinovou-
-Gordonovou rovnicou pre bezspinovú časticu.******) Pochopitelné, pre elektron, 
ktorý má spin fi/2, výsledky, ku ktorým dospěl, nesúhlasili s experimentálnymi údajmi. 
Schródinger potom po polročnej pauze vypracoval vlnovú mechaniku v nerelativistickom 
přiblížení. Jej výsledky sú doteraz platné. 

*) HEISENBERG, W.: Uber quantentheoretische Umdeutung kinematischer und mechanischer Bezie-
hungen. Zeitschrift fur Physik 33 (1925) s. 879 

**) BORN, M., JORDÁN, P.: Zwr Quantenmechanik. Zeitschrift fur Physik, 34 (1925) s. 858 
***) BROGLIE, L. DE.: Recherchesurla théorie des quanta, these dedoctorat soutenue a Paris le 25 no-

vembre 1924. Annales de Physique 3 (1925), s. 122—128. 
****) BOSE, S. N : Plancks Gesetz und Lichtquantenhypothese. Zeitschrift fur Physik, 26 (1924) 

s. 178-181. 
*****) Ako j e známe, de Broglieho hypotéza bola experimentálně potvrdená v roku 1927 demonštrá­

ciou interferenčných javov elektrónov. 
* * * * * * ) Podlá L. S. POLÁKA by sa vlastně Kleinova-Gordonova rovnica malá nazývať relativis­

tická Schródingerova rovnica. 

180 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ročník 32 (1987), č. 4 



Kvantovanie ako problém vlastných hodnot 

Erwin Schrodinger uveřejnil v roku 1926 v časopise Annalen der Physik páť článkov 
k vlnovej mechanike v rozsahu 166 stráň, z toho štyri pod názvom Kvantovanie ako 
problém vlastných hodnot a piaty o ekvivalencii maticovej a vlnovej mechaniky.*) 
Tieto práce vyšli knižné v r. 1927 bez udania vydavatela, druhé vydanie vyšlo v roku 1928 
v Lipsku v nakladatelstve J. A. Barth. Spomínané Schródingerove práce vyšli v mnohých 
jazykoch, v němčině znovu v r. 1963 v Stuttgarte [8], v r. 1980 (s výnimkou tretieho 
oznámenia) v Berlíne [9], existuje ich překlad do ruštiny [10]. 

V poměrné krátkom čase od januára do juna 1926 vytvořil kompendium kvantovej 
mechaniky a vypracoval návod k matematickému riešeniu otvorených problémov ató-
movej fyziky vrátane základnej rovnice, ktorú teraz označujeme ako časovú Schrodin-
gerovu rovnicu. Metodami maticovej mechaniky sa v tom čase ešte nepodařilo zvládnuť 
problém kvantovania energetických hladin atomu vodíka. Na tomto probléme pracovali 
také hlavy ako W. Heisenberg (1902-1976), M. Born, P. Jordán, W. Pauli (1900-1958) 
a P. A. M. Dirac (1902-1984). 

Schrodinger hněď vo svojom prvom oznámeni vypočítal vlastné hodnoty energie 
a příslušné vlastné funkcie elektronu v atome vodíka. 

Až v druhom oznámení potom rozpracoval analógiu medzi stavmi mikročástice a kmi-
tajúcou strunou. Hlavným výsledkom tretieho oznámenia je aplikácia poruchovej 
teorie na atom vodíka a teoretické zdóvodnenie Starkovho efektu. Napokon vo štvrtom 
oznámení formuloval aj rovnicu pre časový vývoj stavu mikročástic, teda časovú Schró-
dingerovu rovnicu v súčasnom ponímaní. Velké úspěchy, ktoré dosiahol v aplikáciach, 
svedčia nielen o plodnosti jeho metody, ale aj o jeho nesmiernej invencii. Čo všetko 
vedel vytvoriť Schrodinger z de Broglieho podnetov, vystihol Max Plaňek slovami: 
„Čítám Vaše pojednanie tak, ako si zvědavé dieťa plné napátia vypočuje vyriešenie 
hlavolamu, nad ktorým sa dlho trápilo ..." [11]. 

V prvom oznámení, ktoré postúpil redakcii Annalen der Physik 27. januira 1926, 
Schrodinger najkratšou cestou dospěje k formulácii svojej rovnice pre stacionárně stavy 
(bezčasovej Schródingerovej rovnice) a prezentuje jej riešenie pre vodíkový atom. 

V krátkom úvode oboznamuje čitatela so svojou základnou myšlienkou, ktorú 
zhrňujeme vo volnom překlade: Předpis kvantovania možno nahradiťinou požiadavkou, 
vktorej sa nevyskytuje ani slovko o „celých číslach".**) Celočíselnosť vyjde tým istým 

*) SCHRÖDINGER, E.: Quantisierung als Eigenwertproblem; erste Mitteilung, Ann. Phys. 79y 

s. 361—376, zweite Mitt. 79, s. 489—527, dritte Mitt. 80, s. 437—491, vierte Mitt. 81, s. 109—140. 
SCHRÖDINGER, E.: Über das Verhältnis der Heisenberg-Born-Jordanschen Quantenmechanik zu der 
meinen. Ann. Phys. 79, s. 734—757. 

**) V Bohrovej-Sommerfeldovej teörii sa postulovalo, ze pri näsobnepericdickych pchyboch pre 

iф/v každý stupeň volnosti sa musí integrál (ppk dqk rovnať celočíselnému násobku Planckovej konstanty, 

pričompfc je zovseobecnená hybnost a qk zovšeobecnená súradnica. 
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prirodzeným spósobom ako například celočíselný počet uzlov kmitajúcej struny. Nové 
poňatie možno zovšeobecniť a dotýká sa hlbokej podstaty predpisov kvantovania [12]. 
Tento póvodný Schrodingerov přístup sa v súčasnosti využívá pri zavádzaní vyučovania 
základov kvantovej mechaniky na gymnáziách. 

V ďalšej časti Schródingerovho „Prvého oznámenia" už převláda riešenie technických 
problémov. Schródinger vychádza z Hamiltonovej rovnice pre časticu v konzervatívnom 
silovom poli 

(.) ^ - E . 

kde H je Hamiltonova funkcia. závislá od zovšeobecnenej súradnice částice q a zovšeo-
becnenej hybnosti p, pričom p = dS\dq, kde S je účinok. Na právej straně E je energia. 
V druhom kroku urobí substitúciu 

(2) S = klnil/, 

kde i]/ je nová neznáma funkcia, k je konstanta, ktorá má rozměr účinku. Po tejto 
substitúcii přejde rovnica (l) do tvaru 

»m-
Rovnicu ( ť ) možno previesť do tvaru: kvadratická forma funkcie i/t a jej prvých deri-
vácií sa rovná nule. Pre elektron v atome vodíka platí T + U = E, kde T je kinetická 
energia, U potenciálna energia a E celková energia, pričom T = (p2

x + p2 + p2)\2m, 
U = — (47te0)~1 . e2\r alebo v sústave cgs jednoducho U = —e2\r, kde r = y/(x2 + 
+ y2 + z2). Po vykonaní substitúcii dostaneme požadovaný tvar rovnice (V), a to 

Bohrov-Sommerfeldov kvantový postulát potom nahradil Schródinger týmto extre-
málnym postulátom: Hladáme v celom priestore jednoznačné, konečné a dvakrát deri-
vovatelné spojité funkcie \p, pre ktoré integrál z kvadratickej formy (1") nadobudne 
extrém. Spomínaným extremálnym postulátom nadviazal Schródinger na Hamiltonove 
práce o šíření světla a analógiu medzi geometrickou (lúčovou) a vlnovou optikou. Ha-
milton formuloval rovnicu pre eikónal — zhruba povedané pre plochu, do ktorej sa 
v danom čase dostali luče šíriace sa v prostředí rýchlosťou v(x, y, z): 

. 2 /#Y + /#v + t#Y = i W 
\dx) \dy) \dz) v2\dt) 

Vo fyzikálnej optike je základnou rovnicou 

ay gy ay i ay 
dx2 dy2 dz2 ~ v2 dť ' 

Přechod od prvej na druhů rovnicu možno dostať z variančného principu. Schródinger 
tento přechod dobré poznal. Druhá vec, ktorú využil, bola analógia medzi vlnovou funk-
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ciou \j/ a mechanickým účinkom S. Uplatněním analogie ^ -> S a spomínaného extre-
málneho postulátu dospěl Schrodinger (podobné ako to bolo už známe v optike) od 
bodovej mechaniky k vlnovej mechanike. Tento postup vedie priamo na bezčasovú 
Schrodingerovu rovnicu: 

(2a) A^ + ^U + ^y^o. 

V ďalšom přepíše svoju rovnicu (2a) do sférických súradníc, urobí separáciu premenných 
a najde riešenie pre radiálnu vlnovú funkciu, ktorá spíňa požadované vlastnosti jedno­
značnosti, konečnosti a spojitosti v celom konfiguračnom priestore. Schrodinger získal 
tak energetické spektrum vodíkového atomu a porovnáním s Bohrovými výsledkami 
určil konstantu k 

v h * k = — = h, 
2TC 

kde h je Planckova konstanta. 
Schródingerov postulát bol ovela plodnější ako Bohrov-Sommerfeldov po prvé preto, 

že pomocou vztahu (2a) s k = h možno v principe určiť energetické spektrum aj iných 
útvarov, a po druhé preto, že pre ionizovaný elektron poskytuje spojité spektrum. 
Zo Schródingerovej rovnice vyplynulo automaticky diskrétně spektrum energetických 
hladin pre finitný pohyb a spojité spektrum pre infinitný pohyb. 

Pri riešení diferenciálnej rovnice pre radiálnu vlnovú funkciu vyvstal pre Schrodingera 
problém okrajových podmienok. V tejto otázke konzultoval s Hermannom Weylom. 
za čo mu v práci vyjádřil aj vďaku. Schrodinger potom ukázal, že požiadavka konečnosti 
v bode nula a v nekonečné pre radiálnu vlnovú funkciu je ekvivalentná so zadáním okra­
jových podmienok. 

V závěre svojho prvého oznámenia Schrodinger uvádza, že vlnovú funkciu \j/ možno 
interpretovat' nějakým kmitavým procesom v atome (vlastnými kmitmi stojatých vín, 
pozn. aut.). Podnět k týmto úvahám mu poskytli predovšetkým „duchaplné Théses 
pána Louisa de Broglieho". Povodně zamýšlal odóvodniť novů koncepciu kvantovania 
v tejto názornejšej podobě, upřednostnil však spomínanú „neutrálnu matematickú 
formu", v ktorej kvantovanie vyplývá z konečnosti, jednoznačnosti (a spojitosti pozn. 
aut.) istej priestorovej funkcie. 

Od de Broglieho k Schrodingerovi 

Až v druhom oznámení, ktoré poslal do tlače 23. februára 1926, Schrodinger prezen­
tuje svoju fyzikálnu koncepciu. Aj táto práca je matematicky náročná, opáť sa opiera 
o Hamiltonovu-Jacobiho diferenciálnu rovnicu a pre svoje vlny zavádza konfiguračný 
priestor s osobitnou metrikou. Inštruktívnejšia je Schródingerova práca Four lectures 
on wave mechanics [13] z roku 1928, a to nielen vzhladom na názornost', ale aj preto, 
lebo autor tu v nerelativistickej formě opakuje de Broglieho myšlienky a ukazuje ako 
na ne nadviazal. 
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Vychádza podobné ako de Broglie z Maupertuisovho principu pre hmotný bod, 
ktorý prechádza z bodu A do bodu B 

(3) 5 2Tdř = 0 , 

kde Tje kinetická energia. (Na rozdiel od de Broglieho Schródinger neuvažuje volnu 
časticu, ale časticu v poli, v ktorom má potenciálnu energiu U(x, y, z).) Ak sa hmotný 
bod pohybuje v danom čase rýchlosťou v = ás\át a má hmotnosť m, potom 

2T= mv2 = m (^J = 2(£0-U) = ^V(2m(£0-U)) 

kde E0 je celková energia, ktorá sa v konzervatívnom silovom poli zachovává. Rovnicu 
(3) možno teda prepísať do tvaru 

(4) 5 í V(2m(F0 - U)) ds = 0 . 

Instruktivný výklad využitia analogie medzi optikou a mechanikou na základe po-
zorovania Maupertuisovho a Fermatovho principu najde čitatel v přednáškách Enrica 
Fermiho (1901 — 1954) o kvantovej mechanike [14]. 

Svojho času W. R. Hamilton (1805 — 1868) konfrontoval rovnicu (4) s Fermatovým 
princípom najkratšej optickej dráhy v nehomogénnom prostředí 

n ás = 0 . 

V poslednom integrále n = c\vf, kde d(x, y, z) je absolutny index lomu, c rýchlosť 
světla vo vakuu a vf(x, y, z) fázová rýchlosť světla v prostředí. (Lahko vidno, že Ferma-
tov princip je vlastně princípom najkratšieho času.) Ak dosadíme za index lomu do 
posledného integrálu c\vf, dostaneme vzhladom na c = konšt. 

(5) 5 f ^ = 0. Ґås 
JлVf 

V integrande vo vzťahu (5) je fázová rýchlosť vlny vf v menovateli, zatial čo vzťah 
(4) vedie v najjednoduchšom případe na 

(4a) ö Г vč ds = 0 , 

kde vč je rýchlosť částice. S touto ťažkosťou sa stretol už G. W. Leibniz (1646—1716) 
a fyzici ju považovali za nepreklenutelnú překážku, ak mali prekonať rozpor medzi 
vzťahom (5) pre šírenie světla ako vlny podlá Huygensa a Fermata na jednej straně 
a medzi vzťahom (4a) pre šírenie světla ako emitovaných častíc. 

De Broglie nadviazal na myšlienky W. R. Hamiltona a lorda Rayleigha (1842—1919) 
a vyriešil tento rozpor zavedením grupovej rychlosti. „Dějiny optických teorií uka-
zujú" — napísal de Broglie [15], „že vědecký názor dlhý čas kolísal medzi mechanickým 
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a vlnovým ponímaním světla. Ale tieto dva náhlady si var i protirečia o vela menej, než 
sa to predtým předpokládalo. Zdá sa, že tento názor potvrdzuje najma vývin kvantovej 
teorie." 

V ďalšom budeme najprv sledovať de Broglieho myšlienky v Schrodingerovej modi-
fikácii a potom ukážeme, ako ich Schrodinger rozvinul tak, že dospěl k svojej rovnici. 

Oba principy, (4) a (5), budu identické, ak postulujeme 

(6) 
' J(2m(E0-U))' 

kde C nezávisí od polohy částice, iba parametricky od jej celkovej energie E0. Takým 
spósobom sme — podlá Schródingera — myšlienkovo skonštruovali optické prostredie, 
kde varieta možných světelných lúčov sa kryje s dynamickými dráhami hmotného bodu 
s hmotnosťou m, ktorý sa pohybuje s danou energiou v silovom poli a v ňom má poten-
ciálnu energiu U(m, y, z). Rýchlosť světla teraz závisí nielen od súradníc cez U(x, y, z), 
ale aj od celkovej energie hmotného bodu E0. Závislost' od E0 interpretujeme ako 
disperziu, t. j . ako závislost' od frekvencie v podlá vztahu 

(7) E = hv. 

Teda všetky možné světelné luče v (myslenom) nehomogénnom disperznom prostředí 
korešpondujú so všetkými dynamickými dráhami uvažovanej částice. 

Problém možno uviesť aj takto: možno vytvořit' bodový světelný signál — pýtá sa 
Schrodinger — ktorý by sa pohyboval tak ako uvažovaný hmotný bod? Na prvý pohlad 
to nie je možné vzhladom na starý rozpor medzi (4a) a (5). Pre E0 = konšt. možno za 
vt vo vztahu (4a) napísať 

(8) vč = -^(2m(E0- 17)). 
m 

Vidno, že (8) je v rozpore so (6). Situácia vyzerá ináč, ak uvážíme, že „bodový" 
světelný signál sa šíři grupovou rýchlosťou vg = dv/d(l/A), kde k je vlnová dížka. Vzhla­
dom na l/A = v/vy 

vg dv \vfJ 

a s využitím (7) dostaneme 

< 9> L-£(-)• 
vg áE0\vfJ 

Ak postupujeme podlá de Broglieho a použijeme korešpondenciu rychlosti částice 
s grupovou rýchlosťou vlnového balíku, opisujúceho šírenie světelného signálu, čiže 
ak vč = vr pomocou (6), (8) a (9) dostaneme 

— ( • 

d£o\ 

•-W(2m(Д0 - l/))\ _ rn = _d_ _ 

C ) V(2ЧE0 - Щ d£0
 W V V !" 
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z toho 

(--- - l ) V(2m(£0 - V)) = konst. 

Posledná rovnosť je splněná len vtedy ak prvý faktor na lávej straně sa rovná nule čiže 
pre P = E0, lebo U závisí od súradníc a C závisí iba od £0 . 

Namiesto (6) teda móžeme pre fázovú rýchlosť písať 

(10) Vr = 
V(2m(£0 - U)) 

Teraz už zo vzťahov (7) a (10) možno určiť vlnovú dížku vlny priradenej částici: 

(11) A = ^ = _ * = A . 
v V(2m(J_0 - 17)) mvč 

To je vzťah, ktorý de Broglie postuloval pre volnu časticu na základe relativistických 
úvah. Za předpokladu, že sa častica, ktorej sme přiřadili vlnovú dížku X, pohybuje po 
kruhovej dráhe o poloměre a, teda po obvode kruhu 27ca, musí platiť 

(!2) _ _ . . 

kde n = 1, 2, 3, ... Dosadením (12) do (11) dostaneme 

(13) mvňa = n — . 
v ' 2TT 

Schrodinger, obdobné ako de Broglie, dospěl tak k rovnakému výsledku ako N. Bohr 
v r. 1913 [16]. Celočíselné násobky Planckovej konstanty sa tu pre fyzikálně veličiny 
nepostulujú, ale vyplývajú z priradenia de Broglieovej vlnovej dížky částici.*) 

Přitom vzťah (12), ktorý možno prepísať do tvaru 

(12') - -. -_ 
a n 

vychádza ešte z „obyčajnej" mechaniky, v ktorej sa částice pohybujú po dráhe. Podlá 
Schródingera možno aplikovať „obyčajnú" mechaniku len pre a > L Tu vlastně 
vyslovil v inom balení Bohr o v princip korešpondencie: Pre vlnové dížky porovnatelné 
s rozmermi uvažovaného systému třeba podlá Schródingera prejsť od „obyčajnej" 
mechaniky k vlnovej mechanike, a to podobné ako v optike prechádzame od geometric-
kej, lúčovej optiky k fyzikálnej, vlnovej optike. 

*) Třeba povedať, že N. Bohr povodně vyšiel tiež iba z Planckovho vzťahu E = hv a napokon 
dospěl na základe celkom iných úvah ako de Broglie a Schrodinger ku kvantovaniu momentu hyb­
nosti podlá (13). Len neskoršie v Bohrovej-Sommerfeldovej teorii sa vzťah (13) zovSeobecnil na 

postulát (T)pk áqk = nh a z kvantovej teorie sa stala „kabala celých čísel". 
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Takýto přechod je podlá Schrodingera potřebný právě pri opise pohybu elektronu 
v atome vodíka. Problém třeba riešiť obdobné ako pri určení všetkých možných kmitov 
(stojatých vln) pružného tělesa. Pre jednoduchost sa uvažuje pružná kvapalina v uzavre-
tej nádobě. Pre tlak p platí vlnová rovnica 

(14) Ap-ip = 0 , 
vf 

kde Vf je konštantná rýchlosť šírenia pozdížnych vín možných v uvažovanej uzavretej 
nádobě. Rovnica (14) sa rieši substitúciou 

(14a) p(x, y, z, í) = I/J(X, y, z) e i ť 0 ř, 

kde o = 2nv je uhlová frekvencia. Z toho pre vlnovú funkciu i// dostaneme rovnicu 
2 

(14b) Aij/ + ^ = 0 , 
vf 

pričom pre \j/ platia rovnaké okrajové podmienky ako pre p. 
Rovnica (14a) má jednoznačné regulárně riešenie za daných okrajových podmienok 

len pre spočítatelnú množinu vlnových funkcií \j/t, \\i2,... a pre příslušné vlastně hod­
noty parametra cot, co2,... Ak ^ l 5 \j/2,... tvoria úplný systém funkcií, potom všeobecné 
riešenie (14) je 

(15) P = ^ck+kf}«*»*>, 

kde ck, Sk sú lubovolné konstanty. 
Pre vlnu, ktorú Schródinger přiřadil částici, uvažoval tiež veličinu p, pre ktorú platí 

rovnica typu (14). Teraz za vf třeba však dosadiť vzťah (10). Situácia sa komplikuje tým, 
že fázová rýchlosť tejto vlny už nie je konštantná, ale závisí od energie, a teda aj od frek-
vencie podlá (7). Cez potenciálnu energiu závisí vf od súradníc. Závislost'ty od F0

V pří­
pade stacionárnych stavov je jednoduchá, lebo našu vlnovú rovnicu možno aplikovať 
len na takú funkciu p, pre ktorú podlá (14a) 

p ~ e 
Platí teda 

(16) 'P-£P. 

Ak dosadíme (16) a (10) do (14) a písmeno p nahradíme gréckym i//,*) dostaneme 

(17) áф + -£ (E - U) ф = 0 , 
2m 

ћ2 

Teraz namiesto E0 píšeme E. Riešením rovnice (17) pre viazané stavy sú diskrétně 

*) Toto y/ tak ako v (14a) a (14b) je iba funkciou súradníc. 
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hodnoty Eí9 E2, E39..., Eh ... Každé Et představuje možnú hodnotu energie. Rovnica 
(17) už je „bezčasová" Schródingerova rovnica, v ktorej koeficient pri i/t už nie je kon-
štantný, ale závisí od súradníc 

Situácia sa skomplikuje pre viacčasticový systém, kde namiesto obyčajného priestoru 
zaviedol Schródinger konfiguračný priestor s osobitnou metrikou. Bol si přitom vědomý, 
že tu už nepriraďuje systému vlnu, ktorá opisuje reálny fyzikálny proces. 

Ekvivalencia vlnovej a maticovej mechaniky 

V ďalšej práci z roku 1926 pod nadpisom O vztahu Heisenbergovej-Bornovej- Jordá­
nové] kvantové] mechaniky k moje] [17] Schródinger ukázal, že maticová a vlnová 
mechanika sú ekvivalentné. V tejto práci zavádza pojem operátora, jeho vlastných 
funkcií, poukazuje na to, že tvoria úplný ortogonálny systém funkcií, opisuje rozvoj 
Iubovolnej vlnovej funkcie do radu podlá vlastných funkcií nějakého operátora a na-

pokon ukazuje, že výraz ý*F\j/2 áx = F12 nie je nič iné ako Heisenbergov maticový 

element veličiny F, ak \j/u \j/2 sú vlastné funkcie například hamiltoniánu.*) 
Schródinger potom uveřejnil — ako sme už uviedli — ešte tretiu a štvrtú část svojho 

pojednania Kvantovanie ako problém vlastných hodnot [8], kde uvádza aj metodu 
výpočtu intenzity a polarizácie rozštiepených spektrálných čiar. V poslednej stati potom 
prechádza na nekonzervatívne systémy. Dovodí, že bezčasová rovnica (17) nie je vlastně 
vlnovou rovnicou a postuluje časovú závislost' 

dt h 

ktorá vedie na Schródingerovu rovnicu 

dt 

Napokon rozšiřuje poruchovú teóriu na poruchy obsahujúce explicitně čas a vypra­
covává prvú kvantovomechanickú teóriu disperzie. 

Svoju sériu článkov končí odstavcom: O fyzikálnom význame polného skalára 
(vlnovej funkcie ij/, pozn. aut.). Podlá Schródingera druhá mocnina absolútnej hodnoty 
vlnovej funkcie je akousi funkciou váhy v konfiguračnom priestore systému. „Vlnovo-
mechanická konfigurácia systému je superpozíciou mnohých, prísne vzaté všetkých 
kinematicky možných bodovomechanických konfiguraci!. Přitom prispieva každá bo-

*) Ekvivalentnosť maticovej a vlnovej mechaniky objavil nezávisle od Schródingera aj W. PAULI, 
ako to vyplývá z jeho obšírného listu P. JORDANOVÍ, datovaného 12. apríla 1926. Tento list uveřejnil 
VAN DER WAERDEN ako dodatok k svojej stati Od maticovej a vlnovej mechaniky k zjednotenej kvan­
tovéj mechanike v knihe The physicisťs Conception of Náture, ed. JAGDISH MEHRA, D. Reidel Publ. 
Company, Dordrecht-Holland/Boston-USA, str. 276. 
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dovomechanická konfigurácia určitou váhou k skutočnej vlnovomechanickej konfi-
gurácii. Táto váhaje určená výrazom \l/*\j/. Ak niekto oblubuje paradoxy, može povedať, 
že systém sa nachádza súčasne ako celok vo všetkých myslitelných kinematických po­
lohách, ale nie vo všetkých »s rovnakou intenzitou«." Ak máme zjednodušit' Schro-
dingerovu interpretáciu, elektrony sú okolo atomového jádra akosi rozmazané s husto­
tou určenou v objeme dV výrazom ij/*^ áV Aby toto tvrdenie podpořil, odvodzuje 
napokon rovnicu kontinuity. (Jeho odvodenie rovnice kontinuity nachádzame dodnes 
v učebniciach kvantovej mechaniky.) 

Bornova interpretácia kvantovej mechaniky 

E. Schródinger, W. Pauli a neskoršie John von Neumann dokázali, že vlnová a mati­
cová mechanika sú matematicky izomorfné, ale Heisenbergova a Schródingerova 
fyzikálna interpretácia sa diametrálně rozchádzali. K tejto otázke zaujal stanovisko Max 
Born v článku Kvantová mechanika zrážkových procesov [18]: 

„Maticová forma kvantovej mechaniky, ktorú založil Heisenberg a rozvinul s Jorda-
nom a autorom tohto článku, vychádza z myšlienky, že procesy v priestore a čase vóbec 
nie je možné exaktně zobraziť a uspokojuje sa formulováním vzfahov medzi pozoro­
vatelnými veličinami, ktoré možno interpretovat* ako vlastnosti pohybov iba v limitnom 
klasickom případe. Na druhej straně Schródinger, zdá sa, připisuje vlnám rovnakú 
realitu, akú majú světelné vlny. Tieto vlny posudzuje podlá de Broglieho postupu ako 
nositelov atomárnych procesov. Usiluje sa konštruovať »grupy vín, ktoré majú vo všet­
kých smeroch malé rozmery« a ktoré majú zrejme nepriamo zobraziť pohybujúce sa 
částice. 

Ani jedno z oboch poňatí sa mi nezdá byť uspokojivé. Pokusil by som sa podať tu 
tretiu interpretáciu a vyskúšať jej upotrebitelnosť na zrážkových procesoch. Přitom 
nadvázujem na Einsteinovu poznámku o vzťahu vlnového póla a světelných kvant. 
Einstein povedal asi tolko, že vlny sú tu iba na to, aby nasměrovali korpuskulárne svě­
telné kvanta, a v tomto zmysle hovořil o akomsi »poli duchov« (má tu na mysli skór 
pole strašidiel — Gespensterfeld, pozn. aut.). Toto pole určuje pravděpodobnost', že 
světelné kvantum, nositel energie a hybnosti, sa bude pohybovat' určitým smerom. 
Samému pólu však neprináleží energia ani hybnost' ... A tu sa ponuka myšlienka po-
sudzovať de Broglieho a Schródingerove vlny ako »pole duchov« alebo »vodiace pole«". 
V ďalšom M. Born uvádza, že podlá jeho interpretácie sa šíři vodiace pole zobrazené 
skalárnou vlnovou funkciou \J/ podlá Schródingerovej diferenciálnej rovnice. Ale hybnosť 
a energia sa přitom prenášajú tak, ako keby sa skutočne premiestňovali částice. Pre po­
lohu částice možno určit' len pravděpodobnost' pomocou rozdelenia hodnot funkcie ij/. 
Born uzatvára svoje úvahy paradoxom: pohyb častíc sa děje podlá pravdepodobnost-
ných zákonov, sama pravdepodobnosť sa však šíři v súlade so zákonom príčinnosti. 
Inými slovami, znalost' stavu vo všetkých bodoch v danom okamihu určuje rozdelenie 
stavu vo všetkých neskorších časoch. 
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Y ďalšej časti svojej práce potom M. Born podává známu definíciu, podlá ktorej 
(pre jednu časticu) 

\ij/(x, y, z,t)\2 áx áy áz 

je pravděpodobnost výskytu částice v čase t v objemovom elemente dV = dx áy áz [19]. 
Erwin Schródinger ani Albert Einstein nikdy Bornovu pravděpodobnostmi interpretáciu 
nepřijali. 

(Pokračovanie) 
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