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Sucasné trendy v algebre*)
Garrett Birkhoff, Harvard University

Era modernej algebry, 1930—1970

10. Vznik ,,modernej* algebry

Tesne predtym ako GODEL rozdrvil velké nadeje symbolickych logikov na formalizaciu
celej matematiky pomocou ,,peanstiny‘‘, VAN DER WAERDENOVA kniha Moderne Algebra
(1930—31) vyvolala novi revoliciu. Ciel tejto brilantne napisanej knihy je jasne uvedeny
v jej tvode.

.wAbstraktny, formdlny alebo axiomaticky smer, ktory dal algebre novy rozlet?°),
viedol predovsetkym k radu novych pojmov v tedrii grip, v tedrii poli, v tedrii okruhov
S ohodnotenim a v tedrii hyperkomplexnych d¢isel, k nahliadnutiu novych stvislosti
a k dalekosiahlym vysledkom. Hlavnym cielom tejto knihy je uviest &itatela do tohoto
nového sveta pojmov.*

Ako som uZ naznadil, axiomaticky pristup, ako aj vela z ,,modernej* algebry, bolo
zname uZ pred rokom 1914. No eSte v roku 1929 prevladal na mnohych univerzitich
véitane Harvardu nazor, Ze v porovnani s pojmami a metdédami analyzy maji pojmy
a metédy modernej algebry okrajovy vyznam. Ked vSak van der Waerden ukazal ma-
tematicku a filozofickti jednotu modernej algebry a analyzy a vyznam vysledkov EMMY
NOETHEROVEJ a jej ziakov (z ktorych treba spomenuf najma E. ARTINA, R. BRAUERA
a H. HAssEHO), dostala sa moderna algebra v matematike zrazu do centralneho posta-
venia. Bez prehariania moZno povedat, Ze svieZost a entuziazmus van der Waerdenovho
vykladu priam zelektrizovali matematicky svet, najmd matematikov do tridsiatky,
akym som bol aj ja.

*) G. Birkhoff: Current Trends in Algebra, Amer. Math. Monthly 80 (1973), 760— 782

© The Mathematical Association of America

V tomto ¢&isle otiskujeme druhou &4st ¢lanku, jehoz pieklad pofidili Jozef Dravecky a Peter Mederly.
29) Po nemecky: der die Algebra ihren erneuten Aufschwung verdankt.
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Specialne tento vyvoj sposobil, Ze klasicka algebra redlnych a komplexnych Cisel sa
zdala byt neaktualna alebo prinajmenSom patriaca do analyzy, a nie do algebry v pravom
slova zmysle. Tento pohlad dokumentuje aj kniha Moderne Algebra, v ktorej sa polia
redlnych a komplexnych Cisel definuji az po prebrati Galoisovej tedrie a existencia
a jednozna¢nost najmensieho algebraicky uzavretého rozsirenia TubovolIného pola
(StemNITZ 1910) je dokazani vyluéne algebraicky (transfinitnou indukciou). Aky je to
kontrast s uCebnicami WEBERA, SERRETA a PERRONA!

11. Teoria zvizov

Tento novy postoj bol velkym stimulom pre obrodenie tedrie zvazov, ktora od Cias
DEDEKINDOVYCH priekopnickych prac leZala ladom. V roku 1933 som napisal, Ze tedria
zviazov predstavuje ,,vyhodné postavenie, z ktorého mozno vychadzat pri rieSeni kombi-
natorickych problémov v ... abstraktnej algebre*.3°) Do roku 1938 pokrodili uz
aplikacie tedrie zviazov v logike, algebre, geometrii, pravdepodobnosti, v tedrii miery
a integralu a vo funkcionalnej analyze natolko, Ze American Mathematiacal Society
usporiadala sympdzium zaoberajtice sa touto vtedy velmi &erstvou témou.3?)

12. Algebra na vysokych $kolich

Nahradenie klasickej algebry modernou algebrou si vyZadovalo uréity ¢as. Preto sa
moderna algebra stala popularnou v prednaskach na vysokych $kolach v Spojenych
S§tatoch azZ po druhej svetovej vojne. Rozsireniu modernej algebry napomohla iastoéne
aj kniha Survey of Modern Algebra (Prehlad modernej algebry), ktord MAc LANE spolu
so mnou uverejnil v roku 1941. NaS pristup je z dne$ného hladiska uZ celkom konzerva-
tivny. Na rozdiel od van der Waerdena sme uviedli zaklady tedrie rovnic pred definiciou
grupy a tedriu realnych a komplexnych matic (v€itane vety o hlavnych osiach pre sy-
metrické a hermitovské matice) spolu s geometrickymi aplikaciami pred Galoisovou
tedriou. V knihe je tieZ zahrnuty pojem Booleovej algebry, ktory sa nim zdal byt
dodlezitym pre $tudentov, aby mohli porozumief algebru mnoZin a logiku; neskor sa
k tomu este vratim.

13. Vplyv Bourbakiho

Abstraktni matematika, ako ju znovuvybudoval N. Boursaki®?) v diele Elements
de Mathématique, ziskala zanedlho popularitu na francuzskych univerzitach. Bourbakiho

30y proc. Camb. Phil. Soc., 29 (1933) 441.

31y Bull. Amer. Math. Soc., 44 (1938) 793 —827.

3 2) Literarny pseudonym, ktory prijala v roku 1937 skupina vtedy mladych francizskych matema-
tikov, ktori chceli vymanif francizsku matematiku spod nadvlady klasickych analytikov. V Amer.
Math. Monthly 57 (1950) 221—232 je autentické vyhldsenie nazorov skupiny Bourbaki, v ktorom
okrem iného tvrdia, Ze axiomatickd metoda je standardizdciou matematickych postupov a %e zaklad-
nymi matematickymi $truktdrami s grupa, usporiadanie a topologicky priestor.
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mnohozvizkové pojednanie, napisané zvacésa v desatro¢i 1945 — 1955, je pokusom odvo-
dit celd (¢isti) matematiku systematicky z pojmov mnoZina a funkcia. Obsah matematiky
sa v iom podava vychadzajuc z abstraktne chapanych relagnych struktir nad mnoZinami
a zo zobrazeni (Specidlne morfizmov) medzi nimi; por. Kniha 1, kap. 4.

Algebraické Struktiry, definované ako mnoZiny prvkov s (vnitornymi alebo vonkajsi-
mi) finitirnymi operdciami, sa skimajui vysiie uvedenym spdsobom v Knihe 2. Citatel
je autoritativne a neochvejne vedeny starostlivo vybrisenou a zostavenou postupnostou
definicii, prikladov a viet o grupach, okruhoch, poliach a 0 mnohych inych druhoch
systémov, ktoré som spominal. DalSie &asti matematiky sa skimaji takmer rovnakym
spdsobom v nasledujiicich knihach. Matematika sa takto javi ako wylesteny monolit
vybudovany ¢isto deduktivne z pojmov mnoZiny a funkcie.

14. Rozkvet abstraktnej algebry

Entuziazmus, ktory vyvolala van der Waerdenova kniha, posilneny uZ opisanym spo-
sobom, sa stal zakladom nevidaného rozkvetu vSetkych smerov abstraktnej algebry
v poslednych 40 rokoch. Najmi tedrie grip, okruhov a poli (ktorym bola venovana
najvadsia ¢ast knihy Moderne Algebra) ziskali na hibke a domyselnosti, ¢oho najdrama-
tickej§im prikladom je vysledok, Ze kaZdd konecnd grupa nepdrneho rddu je riesitelnd.
Tento vysledok, ktory dokazali THoMPSON a FEIT na vySe 200 stranach vysoko odbor-
nych uvah, bol dlho domnienkou, ale dokazat ho, sa muselo zdat va¢Sine matematikov
v roku 1930 beznadejnym.

Za poslednych 40 rokov LIEOVA a JORDANOVA tedria a tedria multilinedrnych algebier
dozreli na taku troveti, Ze to, o bolo znidme v roku 1930, sa zd4 byt amatérske, ak nie
naivné. To isté plati o tedrii zvdzov, tedrii pologriip a kvazigrip, tedrii kategorii a o ho-
mologickej a kombinatorickej algebre, z ktorych kazda bola v roku 1930 neznama alebo
skoro neznama. Koneéne algebraickd geometria ako nova oblast axiomatickej algebry
ziskala solidny zaklad v hlbokych vysledkoch o komutativnych okruhoch a ich idealoch
a o okruhoch s ohodnotenim.??) ‘

15. Sirsi ohlas

Rozruch spésobeny nadsenim abstraktnou algebrou mal §irsi ohlas. Van der Waerde-
nova kniha spdsobila, Ze v roku 1930 pre mladych Tudi, ako som bol ja, sa klasickd
analyza opierajuca sa o infinitezimalny pocet (analyse infinitésimale), ktora dve storo€ia
v matematike dominovala, zdala odrazu byt starou a unavenou. Abstraktny pristupa
ktory van der Waerden pouZil v algebre, naozaj ¢oskoro priSiel do mdédy aj vo funkcio-
nalnej analyze a v topoldgii. Myslienka, Ze na celi matematiku sa di pozerat ako na
topologickul algebru, ziskala mohutni podporu rozrieSenim piateho HILBERTOVHO

33) Napriklad kazdy, kto sa dnes seridézne zaobera ,,algebraickou’ geometriou, by mal pokladat

dvojzvdzkové pojednanie O. ZARIskI, P. SAMUEL: Commutative Rings za material pre tvodné studium;
nemusi viak poznat Newtonovu klasifikdciu redlnych kubickych kriviek.
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problému, ktorym sa ukdazalo, Ze predpoklad diferencovatelnosti v tedrii Lieovych
grup sa da nahradit puhou spojitostou: Tubovolna lokélne euklidovska spojita grupa
je izomorfna s nejakou analytickou Lieovou grupou ([10], str. 184). Dokonca aj vyskum
v tradi¢nej pevnosti aplikovanej matematiky — v oblasti parcidlnych diferencialnych
rovnic — sa postupne ststredoval na hladanie novych abstraktnych pojmov umoZiiu-
jhcich dokézat velmi vSeobecné existenéné vety a vety o jednoznaénosti.

Ciasto¢ne ako ddsledok takéhoto presunu dérazu viéina mladych matematikov od
roku 1960 je presvedéend, Ze celd matematika by mala byt odvodené axiomaticky z po-
jmov mnozina a funkcia a tento pristup nepokladaju uz za moderny, ale za klasicky.
V roku 1959 zmenil van der Waerden néazov svojej knihy Moderne Algebra na Algebra.
A v roku 1960 Mac Lane a ja sme napisali inu Algebru, ktora ¢o do abstraktnosti zaSla
este dalej, sustrediac vela z Cistej algebry okolo centralnych pojmov morfizmu, kategdrie
a ,,univerzality*. ,,Univerzalny* pristup k algebre, s ktorym som priSiel v 30. a 40. rokoch
zdoraziiujuc ulohu zviazov, bol rozpracovany ovela neskor v dvoch vyznamnych knihach
CoHNA a GRATZERA. V subeZnej linii rozvoja LAWVERE (1965) predloZil pracu The
category of categories as a foundation for mathematics (Kategdria kategdrii ako zaklad
matematiky), ktord sa zadina takto34):

Vo vyvoji matematiky v poslednych desatroc¢iach zretelne silnie presvedCenie, Ze podstatnymi
vlastno stami matematickych objektov su tie, ktoré modzeme uréit skér pomocou ich abstraktnej
§truktd ry ako pomocou prvkov, z ktorych matematické objekty pozostavaji. Vznika prirodzene
otdzka, ¢ i moZno postavif matematiku na taky zdklad, ktory by dosledne realizoval toto presved&enie
o povah e matematiky a Specidlne v ktorom by pojmy trieda a ,,patrit do triedy*‘ nehrali Ziadnu rolu.

Pod z4kladom sa tu rozumie jednoduchy systém axiéom prvého radu, pomocou ktorych by sa dali
definovat vSetky bezné matematické objekty a dokazat vSetky ich obvyklé vlastnosti. Zda sa, Ze
takyto zdklad by bol prirodzenejsi a pohotovejSie pouziteIny ako klasicky pri skimani takych
oblasti ak o algebraick4 topoldgia, funkciondlna analyza, te6ria modelov, vieobecnych algebraickych
systémov atd.

16. ,,Nova matematika‘ roku 1960

V posputnikovej dobe na zacdiatku a v strede 60. rokov nadsenie rastlo eSte viac.
Konkrétne v Spojenych $tatoch sa vyvinula zaluba vykladat $koldkom formalne pojmy
ako: mnoZina, funkcia a axiéma, ktoré Easto ich ucitelia len napoly pochopili. Jej
zastanci podporovali rozSirenie mytu, Ze vytvaraju ,,novi matematiku*, aka pred
pitdesiatimi rokmi nebola znama. Jednym z okazalych cielov tejto mody bolo Skolit
mladych ITudi tak, aby sa nimi vyplnil predpokladany nedostatok uéitelov matematiky
a vyskumnych pracovnikov. Zdalo sa to velmi vitané v ¢ase, ked povojnova populacna
expldzia a konjunktiira zostvornasobili poZiadavky na pocet vysokoskolskych ucitelov
matematiky, zatial ¢o pod vplyvom neotrasiteInej viery v hodnotu zakladného vyskumu
vzrast ala podpora pre vyskum v Cistej matematike roéne o 10— 15 percent. Ale v roku
1972 sa to vSetko zdalo ¢udné a neaktuélne.

M6 Zeme teda zhrnut. V rokoch 1930—1960 sa algebra vyvijala harmonicky, pricom

34) F. WiLLIaM LAWVERE: The category of categories as a foundation for mathematics, Proc. Conf.
Categorical Algebra, La Jolla, 1965 (zost. S. Eilenberg a kol.) Springer, 1966.
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jej hlavny prud plynul hladko, rychlo a v zavere triumfalne tym smerom, ako som nazna-
¢il. Istym ukazovatelom jej triumfu mozZe byt fakt, Ze zatial €o tri z prvych $tyroch
,, Field medals“ boli udelené za analyzu (v r. 1936 a 1950), tri zo $tyroch udelenych
v 1. 1970 boli za algebru.

V poslednych 5—10 rokoch sa vSak objavili nové mocné prudy. Niektoré z nich
vznikli ako reakcia na extrémizmus: tak RENE THOM pred neddvnom napisal podnetny
¢lanok z nadpisom Modernd matgmatika: vychovny a filozoficky omyl*3), v ktorom
tvrdi, Ze geometria by mala nahradif algebru, pretoZe ,,kazda otazka v algebre je alebo
trivialna alebo nerieSiteIna; naproti tomu geometria poskytuje §iroki paletu zaujimavych
problémov*. )

Nechcem viak zotrvavat na nadsadenych tvrdeniach desafrodia, na ktoré mnohi z nas
(autor ma na mysli americkych matematikov — pozn. prekl.) spominaji s nostalgiou.
Extrémne abstrakcie vo vedeckom vyskume, pokusy vniti{ defom nezrelu sofistiku aj
nekriticky expanzionizmus v zdkladnom vyskume v prirodnych vedach vyvolali reakcie,
ktoré hrozia teraz zajst pridaleko v opaénom smere.

Namiesto toho chcem opisat Styri pozitivne sti€asné trendy v algebre, ktoré st podla
mojej mienky velkym prisTubom do buducnosti.

Styri potitaémi ovplyvnené sitasné trendy

17. Nova numericka algebra

Uz v 40. rokoch sa chylilo k novej revolucii, ktorej koneény vplyv na matematiku sa
neda predpovedat. Menovite konStrukcia vykonnych rychlych dislicovych pocitacov
umoZnila rie$if matematické problémy, ktorych rieSenie by vzhladom na velkost
nakladov a mnoZstvo potrebného ¢asu bolo predtym nemozné. Mnohym matematikom,
medzi ktorych som patril aj ja, bolo od roku 1950 jasné, Ze revolucia v aplikovanéj ma-
tematike, plynica z uvedeného vyvoja, by mala otvorit nové oblasti zdkladného vysku-
mu. Konkrétne, kedZe v Cislicovych pocitacoch sa realné Cisla daju reprezentovat len
konecnym poétom platnych &islic a pretoZe aj hodnoty realnych funkcii sa daju vy¢isfovat
len v koneénom pocte tzv. uzlovych bodov, pouZitie po&itacov pri rieSeni diferencidlnych
rovnic (naptiklad vo fyzike a v technike) si vyZaduje velmi starostlivii numericki analyzu
zaokrihlovacich chyb®®).

Teda ak mame skutoéne vyrieSit systém diferencidlnych rovnic (s poZadovanou
presnostou), musime ho obvykle najprv nahraditf nejakym aproximaénym systémom
algebraickych rovnic (ktory mdéZeme ziskat napriklad metédou kone&nych diferencii
alebo koneénych prvkov), ktorého nezname predstavuju priblizné hodnoty v uzlovych
bodoch a ktory potom rieSime (taktieZ pribliZzne) na &islicovom pocitaci. Nebudem tu
hovorit o tomto prvom kroku — o diskretizdcii — pretoZe vety z numerickej analyzy

35) American Scientist, Nov. — Dec., 1971.
36y Matematici, ktori si zvykli uvaZovat vylu¢ne deduktivne, by si mali uvedomit, Ze v praxi sa
analyza chyb opiera o empirické ddkazy aj o teoretické principy.
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a teorie aproximécie, o ktoré sa opiera, patria do klasickej analyzy, a nie do algebry.
Postaci, ak poviem, Ze tento postup velmi ¢asto vedie k velkym maticiam a k nim patria-
cim systémom linearnych rovnic, ktoré méZu obsahovat 50 000 alebo aj viac neznamych.
Hlavnym problémom potom je tento systém efektivne vyriesit.

Pre tieto matice je priznaéné, Ze maji mnohé Specialne vlastnosti, ktoré musime vyuZit,
ak chceme dosiahnut, aby vypocet bol efektivny. Maju obvykle vaésinu prvkov rovaych
nule a asto st symetrické alebo symetrizovateIné vhodnymi permutaciami alebo line-
arnymi transformaciami. Ich diagonalne prvky mdzZzu byt dominantné (EiZe aspori také
velké ako stdet absolutnych hodnét ostatnych prvkov) a tieZ vietky diagonalne prvky
moéZu byt kladné a vSetky prvky mimo diagonaly zdporné. Matice, ktoré maju vsetky
uvedené vlastnosti su tzv. Stieltjesove matice; vznikaji prirodzenym spésobom pri rieSeni
problémov toku v sietach.

NajcastejSie chceme bud (i) riesit linearny systém (symbolicky zapisany Ax = b),
alebo (ii) uréit vlastné hodnoty matice A (to znamena korene rovnice IA - AII = 0).
Pokial ide o (i), vac¢Sina matematikov v roku 1940 si predstavovala, Ze ak sa velké
linearne systémy vobec daju riesit, tak Gaussovou elimindciou, a to ostatné je len drina.
Niekolki vyznamni badatelia v analyze (medzi nimi GAuUsS, JACOBI a VON MISES) ocenili
hodnotu iteracnych metdd (ktoré tieZ pouzival Gauss) a Studovali ich rychlost konver-
gencie; tieto metody vsak boli (a stale su) uplne obchadzané v ucebniciach linedrnej
algebry. Podobna situicia je aj s problémom vlastnych hodnét, kde skisenost vacsiny
matematikov kon¢i pri maticiach 4 = |a,;| typu 3 x 3 (ak nie 2 x 2), ktorych vlastné
hodnoty sa daji najst pouZitim uéebnicovych vzorcov rieSenim kubickej charakteristicke;j
rovnice

23— (ayy + ay;, +a33) A%+ pA—|4| =0,
kde

B = aya33 + asz3a;, + a11G;;, — A3303; — A3,a;3 — @128, -

Tieto uéebnicové metddy, ktoré s v praxi velmi nepresné a neefektivne pre vacSinu
velkych matic37), boli v 50. rokoch nahradené novymi algoritmami. Ako désledok
objavu a analyzy tychto algoritmov sa vytvorila obsiahla nova oblast ,,klasickej* algebry:
novd numerickd algebra. Si¢asny stav poznatkov v tejto oblasti vynikajicim spdsobom
zachycuju s prehladom napisané knihy VARGU [11], WiLKINSONA [12] a YounGa [13];
kazdy predvidavy mlady algebraik by sa mal aspoii oboznamit s ich obsahom.

18. Riedke matice

V poslednych piatich rokoch doslo tieZ k podstatnym vylepseniam (oproti Gaussovi)
eliminacnych technik pouZivanych na rieSenie velkych systémov, ktorych matice koefi-
cientov su riedke. St zaloZené najma na myslienkach z tedrie grafov; prierez su¢asného
stavu vyskumu podava [14].

37) Hoci nie az také neefektivne ako Cramerovo pravidlo, ktoré je ¢asto jedinym receptom, ktory
sa ucia Studenti.
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V realnej i komplexnej numerickej algebre si mnohe dalsie zaujimavé oblasti vyskumu.
Spomeniem len tri, ktoré patria medzi najvyznamnejsie; vysledky v nich dosiahnuté sa
uvadzaji v mnohych referativnych asopisoch.

a) Hladanie korefiov polynémov stupiia az 100.
b) .,Neviazana* minimalizicia funkcii viacerych premennych.

¢) Line4rne programovanie a iné metédy hladania minim funkcii ,,viazanych” rovni-
cami a nerovnicami.

Tieto ,,nové‘“ oblasti vznikli vlastne tiez v 40. rokoch, ak nie skor. Tak uz v roku 1947
bolo zndme linedrne programovanie a simplexovd metdda rieSenia jeho problémov,
ktori zaviedol GEORGE DANTzIG; vid str. 20 knihy G. HADLEY: Linear Programming
(Addison-Wesley 1962). O 10 rokov neskdr KEMENY, SNELL a THOMPSON v obltibenej
ulebnici Introduction to Finite Mathematics (Prentice-Hall 1957) spristupnili jeho
zakladné metddy aj poslucha¢om prvych roénikov vysokych §kol.

19. Celodiselna aritmetika

V programovacich jazykoch pre pocitace sa zdsadne rozliSuje medzi presnou ,,celoCi-
selnou aritmetikou‘“ a pribliznou ,,aritmetikou redlnych &isel“. AZ doteraz som sasne-
zmierioval o problémoch ,,celodiselného programovania‘ a rieSenia diofantickych rovnic
na pocitaoch, pretoZe sa tykaju algebry celych ¢&isel a nie realnej a komplexnej nume-
rickej algebry. Pritom vSak aktivita v tychto oblastiach predstavuje dalsi silny trend
v sucasnej numerickej algebre.

20. Teoria automatoyv

Hoci mnoho matematikov povaZuje pocitade iba za ,,mlynéeky na ¢isla*, pripadne
za superzdokonalené logaritmické pravitka, ktorych hlavnou matematickou tlohou je
vykonavat pracne numerické vypodéty, a hoci ,,aritmetické jednotky‘* byvaju najzlozitej-
$imi Castami samotného pocitaca (hardware), st pocitae v skutonosti vhodné aj na
mnohé iné veci. Velké viacucelové poclitaCe sa konStruuju ako univerzdlne nastroje
schopné vykonavat ré6znorodu ,,dusevni ¢innost. Podobne ako v priemyselnej revolucii
mali rozhodujucu tlohu stroje, ktoré dokazali konat vSetky druhy fyzickej prace lacnejsie
a efektivnejSie ako Iudia, poditadova revolicia ma za ciel to isté v oblasti mentalnej
&innosti. Takéto perspektivy dodavaja studiu pocitaov mimoriadne fascinujici charak-
ter. Ciasto&ne preto, Ze univerzilne pocitade pozostavaji z konedného poétu prvkov, ich
stidium z matematického hladiska spodiva na novom, disto algebraickom pojme, ktory
budem definovat axiomaticky.

Definicia. Konecny automat (stroj s koneénym poctem stavov) M pozostava z mnoziny
A vstupnych symbolov, mnoZiny S stavov a mnoziny Z vystupnych symbolov, pri¢om
su dané dve operaciev: 4 x S —» Sa {:S x Z— Z. Operacia v priraduje vstupnému
symbolu a € 4 a momentilnemu stavu s € S novy stav v(a, s) € S; operacia { priraduje
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usporiadanej dvojici (a, s) vystup {(a, s) e Z. KonkrétnejSie si moZno predstavit, Ze
takyto koneény automat M z pociatoénéhostavu s, postupne prechadza rekurzivne defino-
vanymi stavmi s, = v(sk_ 1» @), pri¢om na vystupe tla¢i postupne symboly z, = {(s; - 1,a;)

pre k=1, 2, ..., n. Takymto spdsobom prevadza kone¢né postupnosti vstupnych
symbolov CiZe programy, a,, a,,..., a, na postupnosti vystupnych symbolov z,,
22, “ .y zn.

Z abstraktného hladiska je kone¢ny automat vlastne len novym druhom algebraického
systétmu M = [4, S, Z, v, {]. Ak si ho zjednodu§ime ignorovanim Z a { (v tedrii kategorii
sa tomu hovori zabudajuci funktor), popisuje takto zjednoduseny systém M akciu volnej
pologrupy (mnoZiny A* vSetkych moZnych vstupnych programov) na istej mnoZine
(ktorou je mnoZina S stavov).

Vysledna tedria automatov bez vystupu sa pekne hodi do axiomatickej (¢iZe modernej)
algebry a ako sa nedavno ukézalo®), moZno na iiu aplikovat metédy tzv. univerzilnej
algebry. ‘

21. Turingove stroje

Podobné koneénym automatom, ale o nie¢o komplikovanejsie, su ,, Turingove stroje,
ktd¥é definoval logik Turing v roku 1936, prv neZ existovali rychle univerzélne &islicové
pocitace. Turing dokazal, Ze jeho stroje méZu vykonavat vacéSinu procesov matematické-
ho ,,myslenia*. Tak napriklad st schopné vytladit binarny alebo desatinny rozvoj
IubovoIného definovateIného (CiZe ,,vypocitateIného‘) redlneho &isla ako je e, n alebo
k-ty nulovy bod Besselovej funkcie J,(x). Vedia tieZ ,,odvodif vSetky dokazateIné
formuly zu#Zeného Hilbertovho funkciondlneho poctu, a to tak, Ze napisu vietky
pravdivé vety a ani jednu nepravdivu.

Asi dvadsat rokov po tom, ¢o Turing ukazal, Ze jeho stroje principidlne mdzu vyko-
navat mechanické dokazovanie viet, o akom snival LEIBNIZ, WHITEHEAD, RUSSELL
a HiLBERT, HAO WANG to prakticky uskutocnil. Zostavil totiZ §pecidlny program, ktory
za niekolko minut vyprodukoval ,,dokazy‘ vSetkych 350 viet predikatového poétu
s rovnostou, ktoré uviedli Whitehead a Russell v Principia Mathematica.>°)

22. Zlozitost vypoctov, optimalizacia

Velmi silny je treti trend v algebre, ktory sa prejavuje vlastne v celej matematike,
totiZ zaujem o zloZitost vypoctov a o optimalizdciu. Vo vietkych aplikdcidch algebry ma
efektivnost nardbania so symbolmi zrejme prvorady vyznam, avsak pisat o nej v odbor-
nych &asopisoch venovanych istej matematike bolo po mnoho rokov tabu.

Toto snobské tabu tykajice sa efektivnosti zastrelo niektoré veImi vyznamné zakladné

38) G. BIRKHOFF, J. D. LipsoN: Heterogeneous Algebras, J. Comb. Analysis, 2 (1969).
3 9) H. WANG: IBM, J. Res. Develop. 4 (1960) 2—22. Vieobecna otdzka pocitata ako ,,mozgu‘
sa preberd v literatire citovanej v pozndmke 22.
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fakty. Priklad z oblasti matematickej logiky: ani v uéenych knihdch od Whiteheada
a Russella, ani v Hilbertovej $kole sa nevyskytli vaine snahy o zvySenie efektivnosti
formalnych deduktivnych schém. Na druhej strane LEIBNIZ a PEANO sa‘'naozaj snaZili
(asuspechom, zvla§t Leibniz) vypracovaf symbolické postupy, ktoré by zlepsili u¢innost,
a teda aj pouZitelnost matematickych tvah.

Tento rozdiel si bolestne uvedomujeme pri porovnani poétu symbolov, ktoré potre-
bovali Russell a Whitechead na odvodenie zékladnych formul a vlastnosti mnoZin
a relacii, s po¢tom slov, pomocou ktorych matematici zajdu rovnako daleko. Doteraz
sa vo vas€om rozsahu mechanicky dokazovali vety len v oblasti predikatového poctu
samotnej logiky, a to s pouZitim vykonného pocitata (Hao Wang, vid § 21).

Ked si matematicki logici kone¢ne uvedomili vyznam efektivnosti, zacali analyzovat
vypodtovu zloZitost aplikovania vieobecnych definicii na $pecialne pripady. Ich analyza
uZ priniesla ovocie pri vypracovani kratSich postupov nasobenia ¢isel a matic.

Kone¢nym ciefom zdujmu o zloZitost vypo&tov v algebre je samozrejme optimalizdcia
symbolickych metdd. A obrdtene, z problému optimalizacie uz vyplynulo mnoho zéklad-
nych problémov, ktorych rieSenie by malo byt trvalym predmetom vyskumov buducich
generacii Cistych algebraikov. Dva z nich su: (i) problém ,,najkratsej formuly* v Boo-
leovych algebrach, (ii) problém najefektivnejSieho kddovania v tedrii informacie.

Dalsie fascinujuce optimalizaéné problémy, v stivislosti s ktorymi sa nedavno dosiahli
prekvapujice objavy, si: (iii) aky najmensi pocet operacii s ¢islicami treba na vynaso-
benie n-cifernych celych Cisel, (iv) aky najmensi pocet algebraickych operacii treba na
vynasobenie dvoch matic typu n x n, (v) ako moZno sistavu »n linearnych rovnic o »
neznamych rieSit s ¢o najmensim poétom operacii s¢itania, od¢itania, ndsobenia a de-
lenia? Mrzi ma, Ze nemam cas zaoberat sa tymito problémami na tomto mieste a musim
vas odkézat na literatiru [15] a ([16], zv. 2, str. 258 —278).

23. Kombinatorick4 algebra

Stvrty zo sti¢asnych trendov v algebre smeruje k zddrazneniu kombinatorickych idei*°),
najma takych, ktoré sa tykaju grafov a sieti. Tento trend zaiste vyplyva z intuitivneho
spoznania skutoCnosti, Ze Struktura &islicovych poéitatov a deduktivnych postupov
matematiky sa ned4d analyzovat bez pouZitia kombinatorickych metéd. HERMANN
WEYL napisal v roku 1949: ,,Sief nervov spajajiicich mozog so zmyslovymi organmi je
predmetom, ktory svojou povahou nabada ku kombinatorickému skimaniu. Moderné
pocitate pomocou mechanickych a elektronickych zariadeni prakticky realizuju nas
pohlad do kombinatorickej §truktiry matematiky**)*.

Vo vetkych pracach, od prvych vyhonkov, ktorymi st kurzy ,,diskrétnej matematiky‘*
mienené ako priprava na kurzy axiomatickej algebry*?), pravdepodobnosti a $tatistiky,

40) WaALLIS, TCHIRNHAUS aj LEIBNIZ uznivali uZ pred rokom 1700, Ze kombinatorika patri do
algebry. Pozri ([3], str. 14) a ([15], str. 2).

41y E. F. BECKENBACH (redaktor), Applied Combinatorial Mathematics, Wiley, 1964, str. 537.

42) Na strednej urovni pozri C. L. Liu, Introduction to Combinatorial Mathematics, McGraw-Hill,
1968, pokrocilejsi Citatel mdZe pozriet M. HaLL, Combinatorial Theory, Ginn, 1967.
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az po narocné 7zvazkové dielo [16] DoNALDA KNUTHA o umeni programovat na pocita-
coch, sa do popredia dostava to isté: permutacie, kombinacie, rozklady, generujuce
funkcie, stromy, triedenie, vyhladavanie a tieZ diferen¢né rovnice, blokové schémy atd.
Aj po zbeznom precitani citovanych knih je jasné, Ze sa skoncilo 200ro¢né panstvo
infinitezimélneho potu a analyzy a Ze na vysokych $kolach sa tieto predmety budu
stale viac nahradzaf kurzami algebry v najSirSom zmysle, t. j. diskrétnej matematiky
a prednaskami o manipuldcii so symbolmi, ktora uZ nie je iba umenim, ale vedou.

Tento trend je v istom zmysle pokra¢ovanim revolicie, ktoru za¢al van der Waerden,
no predsa sa od nej vyznamne li§i. Axidmy a deduktivne systémy vytvarané podla
vzoru EUKLIDOVYCH Zdkladov sa uZ nezdaju také podstatné. To isté plati o grupach,
okruhoch, ich podgrupach, podokruhoch a morfizmoch. Nahrddzaji ich rozli¢né
relacné §truktiry (medzi nimi Ciastoéne usporiadané mnoziny a ,,komplexy* v zmysle
kombinatorickej topoldgie), na Stuidium ktorych sa v ovela mensej miere hodia vSeobecné
algebraické metddy, ktoré mali ustredné postavenie v ,,modernej algebre* rokov
1930 —1960.

Naproti tomu spomedzi algebraickych Struktdr, na rozdiel od relaénych 3truktir,
najpristupnejsie Cislicovym pocitacom a kombinatorickému S$tidiu st lupy, monoidy
a zvazy (alebo grupoidy, pologrupy a polozvizy), ktoré vicsina algebraikov v rokoch
1930—1960 takmer ignorovala. Zjednodusene hovoriac, tak ako grupy suvisia so
symetriami, tak lupy suvisia s dezénmi (tazko preloZiteIné angl. slovo patterns — pozn.
prekl.), monoidy s pésobenim (napriklad vstupnych inStrukcii na stavy automatu)
a zvdzy so Struktirou.

Specialne RoTA*?) a jeho spolupracovnici ukézali, Ze tedria zvizov je vychodiskom,
z ktorého moZno vyhodne riesif kombinatorické problémy vo vieobecnosti a nie len
problémy algebry, ako som napisal v roku 1933 (vid § 7). N. S. MENDELSOHN zaSiel eSte
dalej, ked nedavno pouZil pojmy univerzalnej algebry na vytvaranie ,,combinatorial
designs* a obratene ([17], str. 123 —132).

Prirodzene vznika otazka, kam tieto nové trendy poved. Osobne som presvedCeny
len o jednom: Klasicka ,,moderna algebra‘‘ rozvinuta van der Waerdenom sa ich rozvo-
jom nestane zaostalou o ni¢ viac, ako sa pod jej vplyvom stala zaostalou realna a kom-
plexné algebra alebo infinitezimalny pocet. Ako zdoraziiuje KNUTH ([16], zv. 1, str. 1)
(vid tiez [2]) slovo algoritmus, ktoré ma vo vypoctovej matematike také ustredné posta-
venie, vzniklo z mena pévodcu slova aigebra AL-CHWARIZMIHO.

V skutoénosti tivahy o &islicovych pocitaoch len podnietili Styri suCasné trendy v al-
gebre, ktoré som popisoval, rovnako ako rozvoj infinitezimalneho poc¢tu a analyzy bol
podnieteny uvaZovanim o geometrii, mechanike a matematickej fyzike. Tieto trendy
prosto otvaraji nové oblasti matematiky a tilohou budtcich generacii bude skimat
tieto oblasti s ich stale pestrejsimi a bohatS§imi vztahmi a aplikdciami. Pritom staré
a nové idey sa budu prelinat a pretvarat a z tohoto procesu azda v najbliz§ich desatroci-
ach vzidu nové pojmy a nové trendy. Nepochybne jedine takyto neustaly vyvoj umozZni
algebre zostat trvale sviezou a vzrusujicou vedou.

43y On the foundations of combinatorial theory, J. fir Wahrsch., 2 (1966), 340— 368; Combinatorial
geometries (preliminary edition), M. I. T. Press, 1970; a literattra tam citovana.
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Zlom tradice*)

(K 150. vyro¢i Lobacevského kazanské piednasky)

Jaroslav Folta

Dne 11. (23.) Gnora 1826 pfednesl NikoLAJ IVANOVIC LoBACEVSK, tehdy 34lety profesor
kazatiské univerzity, pfed svymi kolegy z fyzikalné matematického oddé&leni univerzity
v Kazani svou pfednasku vénovanou nové geometrii,s Zadosti, aby jeji francouzsky text
byl po posouzeni oti§tén v uéenych zapiscich univerzity. Text pfednasky se vSak od
recenzentid nevratil. Teprve v r. 1834 (osm let poté) se objevuje v protokolu ze zasedani
fakulty poznamka, Ze rukopis predndsky nazvané ,,Strucny vyklad zdkladii geometrie
s presnym ditkazem véty o rovnobéZkdch* ma byt odevzdan do archivu. Dodnes se vSak
nenalezl, a tak vlastné prvni ti§t€na prace vénovana neeukleidovské geometrii je Loba-
cevského studie ,,0 zdkladech geometrie*, kterou v letech 1829 —30 zacal otiskovat
Kazaiisky véstnik.

Praci nad svym objevem pak Lobadevsky vénoval zbyvajicich tficet let svého Zivota.
KdyzZ pfed 120 lety 12. (24.) tinora 1856 osleply matematik umira, za¢ina se poznenahlu
probouzet svétovd matematickd vefejnost, aby nasla cestu k seznameni s mySlenkami
jeho nové geometrie.

*) Prednéaska proslovena 10. unora 1976 na slavnostnim shromizdéni JSMF a ptirodo védecké
fakulty Univerzity Komenského v Bratislavé.
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