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Monte Carlo, stavové rovnice
a tuhé koule

Alezandr Malijevsky, Zdenék Kluiber, Jan Obdridlek a Anatol Malijevsky, Praha

Nazev tohoto ¢lanku je ponékud provokativni. Monte Carlo mize v étendfi navodit
atmosféru-kasina, stavové rovnice pripomenout vztah pV = nRT a tuh€ koule zavanéji
délostrelectvem.

Tuhé koule jsou (po hmotnych bodech) nejjednodussim a Casto pouzivanym mo-
delem molekul. Metoda Monte Carlo byla uzita mimo jiné k numerickému vypoctu
vicendsobnych integrali. I tak vSak neni zfejmé, co mé stochastickd metoda numerické
kvadratury spole¢ného se stavovou rovnici a modelem molekul. V tomto pripadé je poji
cil: pochopeni podstaty makroskopickych jevi, jejich vyklad z mikroskopickych vlast-
nosti. Chtéli bychom na pfikladu sestaveni stavové rovnice modelového plynu ukazat,
jak uzZiteéné mize byt spojeni navzijem odtazitych oblasti fyziky a matematiky.

Podstata metody Monte Carlo

Jsou ulohy, které lze vyresit v uzavieném tvaru tak, zZe vysledek je dan formuli.
Takové Glohy jsou bohuzel spise vyjimkou. Pro ostatni Glohy se snazime nalézt algorit-
mus, kterym bychom hledanou veli¢inu I uréili alespoii s danou presnosti €. Castym
pfipadem je, ze diléi vysledky I;,...,I,... tohoto algoritmu se blizi hledanému
feSeni I: lim I, = I, a pro nalezeni vysledku I s danou presnosti ¢ staci tedy provést

n—00
koneény pocet krokt k = k(e): |I — Ix| < €. ReSeni je pfimocaré, je-li k dispozici
algoritmus vychazejici ze zadani Glohy. Nékdy vsak je takovy algoritmus netinosné
slozity a je tfeba hledat jiné pristupy.

Stochastické metody (nazyvané od r. 1949 metodami Monte Carlo [1]) vyuzivaji
néhodnych velidin a jejich vlastnosti pro feseni iloh, nezavisle na tom, zda mayji Glohy
samy pravdépodobnostni charakter (napf. provoz telefonni sité) ¢i charakter pfisné
deterministicky (napf. vypocet integrilu). Obecné miZeme vytvafet ndhodné pokusy
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tak, aby jejich vysledky I, konvergovaly podle pravdépodobnosti ke hledané hodnoté
veli¢iny I pro n — 00, tj. aby pro libovolné £ > 0 platil vztah

lim P(|I-1I,|<¢)=1.

Hodnotu veli¢iny I muZeme ¢asto povazovat za pravdépodobnost jistého ndhodného
jevu nebo obecnéji za stfedni hodnotu nidhodné veli¢iny. Pak cetnost s, jevu pii
n prislusnych ndbodnych pokusech nebo empirickou stfedni hodnotu ndhodné veliéiny
lze povazovat za pravdépodobnostni odhad hodnoty hledané veliéiny.

Realizace ndhodného pokusu je zpravidla zalozena na uziti ndhodnych veli¢in s da-
nym rozdélenim pravdépodobnosti. Ilustrujme to tfemi pfiklady pozadavku:

a) Nahodn4 celd &sla n; rovnomérné rozdélena na intervalu (0 ... 232 — 1),
b) Nahodné redlné ¢isla a; na intervalu (0 ... 1) s rovnomérnym rozlozenim.
c) Nahodné sméry j v prostoru.

Skutecné ndhodné veliciny, ziskané napt. hazenim kostky, Sumovou diodou ¢i vyu-
zitim radioaktivniho rozpadu, vSak pfinaseji zejména tyto problémy:

e jejich zdroje je nutno nastavit a poté udrzovat jejich technické parametry (napf.
prah citlivosti) tak, aby vysledky nebyly zatizeny systematickymi chybami. To
ovsem znehodnocuje jejich zdanlivou objektivnost

e opravdu ndhodnou posloupnost nelze opakovat, coz vadi napf. pfi ladéni progra-
mu.

Proto se mnohem cCastéji uziva tzv. pseudondhodnych veli¢in: jejich posloupnost je
sice presné urCena vhodnym algoritmem, ale pfesto vykazuji s dostate¢nou pFesnosti
pozadované znaky ndhodnosti. Zpravidla se dokonce uziva i oznaceni ,ndhodny“ misto
” pseudonéhoclny“ .

Vyse uvedené pozadavky lze napfiklad docela dobfe splnit témito algoritmy:

a) no = 10° n;41 = 5n; (mod 23%).

b) Vytvof n; podle a) a vypoéti a; = n; /232,

c) Vytvof rovnomérné nahodné trojice isel u;, 0 £ u; £ 1 a spocti velikost R

vektoru u;. Je-li R > 1, vytvof novou trojici, je-li R < 1, je vyslednym vektorem
j,' = u,-/R.

Metody Monte Carlo se Siroce vyuzivaji pfi vypo¢tu vicerozmérnych integrali,
vlastnich hodnot a vlastnich funkci, pfi feSeni soustav linearnich rovnic, parcidlnich
diferencilnich rovnic s okrajovymi podminkami, integralnich rovnic atd. [2]

Jednorozmérné integraly lze Fesit i pomoci riiznych kvadraturnich formuli [3], ale vy-
pocty vicerozmérnych integrali jsou proveditelné zpravidla jen uzitim metody Monte
Carlo na pocitaci [4].

Uvedme zakladni postupy pfi vypoctu integrdlu metodou Monte Carlo na velmi
jednoduchém pfikladu. Mé&me vypocitat integral

I:/ \/sin:cdx:/ g(z)de.
0 0
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V tomto piipadé je zfejmé 0 £ ¢ < 1, 0 £ g(z) £ 1. Zkoumejme v roviné (z,y) dvé
oblasti:

1) Cely obdélnik Q: 0 £ £ < x, 0 £ y £ 1; obsah obdélnika je zfejmé Pp = .
2) Oblast w ,pod kfivkou g(z)“: 0 £ 2 S n, 0 £ y < g(z). Obsah P, oblasti w je
zfejmé roven hodnoté integralu I.

Rozhodme nyni rovnomérné ndhodné N bodd v obdélniku Q. Oznaéme I'(N, N,)
relativni éetnost jevu, Ze bod padl dovnitf oblasti w.

I'(N,N,) = —7—\%
V metodé Monte Carlo se pfedpoklada, ze pomér vyskytu jevii N, : N se s rostoucim
N blizi poméru obsahi ploch P, : Pp. Teorie odvozuje a praxe potvrzuje, Ze presnost
metody je imérnd odmocniné z poctu pokusi N; chyba tedy klesne na polovinu pfi
EtyFndsobném poétu pokusi [4].

Obvykly zplsob integrace (napf. lichobéinikové pravidlo) pfedpoklada vytvoreni
pravidelné sité bodi, v nichz se pocitaji hodnoty. Pfi déleni intervalu na 10 dild
v osmirozmérném prostoru musime tedy spoéitat vSech sto milionti hodnot (10%); ne
vice a ne méné. Pfitom vSak nevime, jak pfesny vysledek miizeme oéekdvat.

Pfi podobné metodé Monte Carlo generujeme rovnomérné nadhodné body v deviti-
rozmérném ,,hranolu“ a zjistujeme, zda devatd souradnice je mensi nez f(zy,...,zs)
(to nazvéme Gspésnym pokusem). Pribézné sledujeme pomér I' poltu Gspésnych
pokusti k poctu viech pokusi. Po provedeni — feknéme — desetitisice pokusi zacneme
sledovat, jak se s kazdym novym pokusem pomér I’ méni. AZ nabydeme dojmu, Ze se
pomér jiz ustalil s pfesnosti pro nas postacujici, ukonéime vypocet.

Stavové rovnice ve statistické termodynamice

UvaZujme napiiklad plyn v termodynamické rovnovaze. Jeho teplota T', tlak p,
objem V a latkové mnoZstvi n nejsou nezavislé velié¢iny. Jsou vazany stavovou rovnici:
f(T,p,V,n) = 0. Nejjednodussi a nejzndméjsi je stavova rovnice idedlniho plynu

pV
=1 1
nRnT ’ (1)

pV =nR,T, resp. z=

kde R, je molarni plynova konstanta a vyraz z se nazyva kompresibilitni faktor. Tuto
rovnici lze odvodit z pfedstavy, Ze plyn je tvofen navzijem neinteragujicimi hmotnymi
body (tj. molekuly pokldddme za body a zanedbame pisobeni na dalku mezi nimi).
Molekuly skuteénych tekutin (plynd a kapalin) vSak na sebe silové pisobi. Proto
pro realné systémy plati stavova rovnice idedlniho plynu jen priblizné; tim 1épe, ¢im
ma plyn niZ8i hustotu. Byla navrZena fada stavovych rovnic [5], jez popisuji stavové
chovéni 1épe neZ rovnice (1). Vedle ryze empirickych rovnic jsou od doby slavné van
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der Waalsovy prace [6] ¢inény pokusy nalézat rovnice teoreticky podlozené. Ty obvykle
predstavuji vice ¢i méné piijatelné aproximace.

Jedinou teoreticky plné podloZenou stavovou rovnici, kterou lze odvodit pomoci apa-
ratu statistické termodynamiky, je viridlovy rozvoj (viz nap¥. [7], z Eeskych monografii

(8], [9])

_ pv _ C i-1

= r7-lt Z;B,-(T)gm , (2)
kde om = § je molarni hustota. Veli¢iny B;(T) nazyvame viridlovymi koeficienty;
Jsou zavislé na teploté. Mize se zdat, Ze viridlovy rozvoj neni nic jiného nez nahrazeni
nezndmé funkce z = f(7T,¢n) polynomem v pg,,. Statistickd termodynamika vSak
umoziiuje vypocist koeficienty B a jejich teplotni zavislost B;(T') z mikroskopickych
charakteristik plynu — ze zdvislosti vzdjemné potencidlni energie u(r) dvou &astic

plynu na jejich vzdélenosti 7. Pfislusné vzorce vsak nejsou jednoduché:
(e}
9 = -—-27tNa/ (e'“(')/kT - l)r2 dr, (3)
0

kde N, je Avogadrova konstanta a k Boltzmannova konstanta,

Bs = -87{2N2 / / /r12+r13 —u(ria)/ET _ l)(e—u(f‘la)/’cT B 1) (e—u(rn)/kT B 1) «
|

3 T12 T13|

X 113713723 dr12dry3 dros, (4)

kde 713, 713, r23 jsou vzdalenosti mezi sttedy molekul 1, 2 a 3. Ctvrty viridlovy koefi-
cient je souctem tfi Clent, z nichz kazdy je Sestindsobnym integralem, paty viridlovy
koeficient je souétem deseti ¢lent, z nichz kazdy je devitindsobnym integralem. Obecné
je n—ty viridlovy koeficient roven souétu integrali ve (3n — 6)-rozmérném prostoru;
pocet téchto integraléi prudce roste s n (viz (7], [8], [9])-

Integraly v druhém a tfetim viridlovém koeficientu se obvykle vycisluji pomoci
béznych kvadraturnich formuli, napfiklad lichobéznikového nebo Simpsonova pravidla
(analytickd TeSeni jsou zndma jen pro nejjednodussi modely molekul). U Etvrtého
a vysSich viridlovych koeficientu je jiz (¢innéjsi pouziti integrace Monte Carlo, popsané
v predchézejicim odstavci.

Pro moléarni hustotu klesajici k nule prechazi viridlovy rozvoj na stavovou rovnici
idedlniho plynu. Pfi nenulovych, ale nizkych hustotach postacuje k uréeni kompresibi-
litniho faktoru a tim i stavové rovnice nékolik prvnich ¢lend. Pfi vyssich hustotach je
konvergence viridlového rozvoje velmi pomal4. Pfitom ani sou¢asné mohutné pocitace
nedovoluji poéitat viridlové koeficienty pro n vétsi nez asi osm. Nebrani tomu jen
dimenze pfislusnych integrald, ale téZ velmi rychle rostouci pocet ¢lend. Tyto Cleny
maji riznd znaménka a jsou v absolutni hodnoté vétsi nez je vysledny viridlovy
koeficient; to je vSak pravé znamy, typicky pfiklad numerické nestability.

Polomér konvergence viridlového rozvoje (2) neni zndm. Obecné se soudi, Ze je jim
kritickd hustota, tj. nejnizsi hustota, pfi niz jesté existuje latka v kapalném stavu.
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Model tuhych kouli

Nejjednodussim mikroskopickym modelem plynu je soustava neinteragujicich ¢astic;
jak jsme jiz uvedli, chova se tato soustava makroskopicky jako idedlni plyn.

Nejjednodussim mikroskopickym modelem neidedlniho plynu je systém tvoreny ma-
lymi kuli¢kami, jeZ se nepronikaji, jinak vSak na sebe silové neptlisobi. Parovy potencial
Jje pro tento model dan vztahem

oo pror<o,
= 5
u(r) {0 pror > o, )

kde o je priamér tuhé koule. V modelu tuhych kouli se tedy berou v ivahu jen odpudivé
mezimolekularnisily, a ty jsou zde nekoneéné veliké. Pro Gplnost dodejme, Ze ve vyrazu
pro kinetickou energii bereme jen postupny pohyb; kulicky tedy jakoby nerotovaly,
resp. rotacnimu pohybu nepfipisujeme zidnou energii.

Pfes svou jednoduchost vSak tento model vystihuje jednu podstatnou vlastnost
skutecnych molekul: velmi silné odpuzovani pfi tésném pribliZzeni. Vyznamnym zjed-
noduSenim ve srovnani s chovanim realnych systému je skutecnost, ze kompresibilitni
faktor nezavisi na teploté a je funkci jen hustoty systému. (Vyraz 1/kT v exponentu
integrandu rovnic typu (3) je totiz vyndsoben bud nulou nebo nekoneénem a nemiize
tedy vyvolat zavislost vysledku na teploté.) Viridlové koeficienty jsou pak &isla, nikoliv
funkce teploty. Pfesto ma systém bohaté termodynamické chovani. Pri hustotach, kdy
tuhé koule zaujimaji ptibliZzné polovinu objemu systému, dochézi k fizovému prechodu
prvniho druhu z plynu do krystalu. Tento fazovy pfechod lze obejit a primét tuhé koule,
aby byly v metastabilnim stavu ,,pfetlacené“ kapaliny a pri vyssich hustotach presly
do skelného stavu.

Jak to spoditat?

Chceme-li navrhnout stavovou rovnici, jsme nuceni fesit dvé rozdilné tlohy:

1. Volba vhodného tvaru stavové rovnice, udavajici zavislost kompresibilitniho fak-
toru na stavovych proménnych (u tuhych kouli jen na hustoté, nikoli na teploté).
Neexistuje zadny jednoznaény postup, jak tuto tilohu vyftesit. Casto se voli jiz
dfive zndmy a uzivany tvar (napf. polynom). Tvar lze také napf. uhodnout z grafu
experimentalnich hodnot.

2. Zjisténi konkrétnich ¢iselnych hodnot konstant v navrzené stavové rovnici. Za
timto Ucelem se velmi Casto vyuziva metody nejmensich ¢tverci k fitovani na
dani experimentalni data. Teoreticky cistsi mozZnosti, u modelu tuhych kouli
dasto pouzivanou, je zjisténi hodnot konstant ze zndmych hodnot viridlovych
koeficientd.

Mexicti fyzici Dolores a Pablo Lonngi nedavno navrhli jesté jinou metodu slouzici
jak k nalezeni vhodného tvaru stavové rovnice, tak k uréeni hodnot konstant [10].

92 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 40 (1995), &. 2



Kompresibilitni faktor zapsali jako podil dvou polynomi stejného stupné

m .
1+ ain
_ i=1

2= ——
1+ 3 byt

i=1

)

kde n = %nNaa/V je redukované hustota, podil objemu N kouli o priméru o ku
objemu systému. Konstanty a;, b; urcili z hodnot g, 2x = z(n&) (z vysledki simulaci
metodou Monte Carlo) tak, aby funkce z = f(n) prochazela pfesné vSemi body
(7k, zx]- Ke svému prekvapeni vsak zjistili, Ze pro néktera 7, lezicimi mezi tabelovanymi
hodnotami, roste z do nekoneéna. To nastane pravé tehdy, je-li jmenovatel roven nule.
Autofi proto pfevedli plivodni vztah do soucinového tvaru

Q
3

3|3

(n— i)

z= s

bm (T’ - ﬂz)

-
1
-

kde a; jsou kofeny polynomu v ¢itateli a 8; kofeny polynomu ve jmenovateli. Protoze
neni mozné, aby byl kompresibilitni faktor nekonecny pii hustotach, které maji fyzikal-
ni vyznam, musi byt pfi dané hustoté také cCitatel nulovy. Vlivem chyb v simulovanych
datech i v jejich dalsim zpracovani vsak nemusi byt nulovy clen v Citateli zcela shodny
se Clenem ve jmenovateli, tj. a; se nemusi pfesné rovnat 3;. Z toho plyne, ze jakkoliv
malé rozdily ve velikosti pfislusnych clent vedou k vySe popsanému nefyzikalnimu
chovéani stavové rovnice. Dolores a Pablo Lonngi proto zkratili nejen vSechny shodné,
ale 1 témér shodné ¢leny navzajem, aby dostali vysledny tvar stavové rovnice fyzikalné
rozumny.

Lonngiovi vidi hlavni vyhodu svého postupu v tom, ze pro kazdou tabulku hodnot
i, 2; najdou podil polynomi s nejmensim poétem nezndmych konstant, bez ohledu na
pocet bodii v oné tabulce. Prebytedné konstanty jsou diisledkem prebyteéné informace
v tabulce a jsou odstranény kracenim.

Pro oblast nizsich hustot je zndmo nékolik velmi pfesnych stavovych rovnic. Pro-
blémy pfijdou pfi vyssich hustotich a vrcholi, kdyz dochazi k fizovému prechodu
z plynu do krystalu, nebo jestlize se systém tuhych kouli-nachdzi v metastabilnim
stavu. Do neddvné doby nebyly pro tuto oblast k dispozici Zddné stavové rovnice,
které by poskytovaly vysledky s malou odchylkou. Pro tuto oblast jsou znamy také
pouze tFi simulace; pouZili jsme vysledky Pospisila a kol. [11], které pokladdme za
nejpresnéjsi.

Pouzijeme-li vysledky téchto simulaci k urceni stavové rovnice pomoci metody Lon-
ngiovych, zjistime, Ze pro libovolny pocet vstupnich dat jsou nékteré Einitele v Citateli
a ve jmenovateli téméf shodné. Jejich odchylka se s pribyvajicimi daty sice zvétsuje,
ale i pro 20 bodi je maximalni odchylka fa4dové 10~%. Zkratime-li tyto ,skoro stejné“
cleny, zjistime, Ze vysledny tvar nezavisi na poctu pouzitych dat. Vysledkem je vidy
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podil dvou polynomi tfetiho stupné. Napfiklad stavova rovnice, kterou jsme ziskali ze
vSech dvaceti bodi, je

, _ 3,5086157° + 5,6897507° + 4,1535167 + 1,966784
T T 3+ 0,8738597% — 3,7135867 + 1,967013

Protoze oviem kracené Cleny nebyly vidy absolutné stejné, odlisuji se téz hodnoty
takto ziskaného kompresibilitniho faktoru od pidvodnich dat. Pfi pomérné nizkych
hustotach jsou odchylky od dat velmi malé, avSak v metastabilni oblasti odchylka
v kompresibilitnim faktoru pfevysuje asi ctyfikrat chybu dat. Rozvedeme-li v mocnin-
nou fadu stavovou rovnici vychézejici z metody Lonngiovych po zkraceni, dostaneme

z = 0,99988 + 3,999307 + 9,998787n% + 18,37570n° + 28,21686n + ...

namisto oéekdvané zavislosti
z=14+4np+....

Odchylky jsou velmi malé, ale pfesto z principialnich divodi nezadouci.
Prvni z autor navrhl proto postup, ktery ponechava vyhody metody Lonngiovych
a zaroven odstranuje jeji nevyhody:

e Metodou Lonngiovych se urdi tvar rovnice; v nasem piipadé je to podil dvou
kubickych polynomi. Konstanty ve stavové rovnici jsou zatim neurené, mame
tedy Sest neznamych.

e Kompresibilitni faktor zapiSeme jako viridlovy rozvoj do Sestého fadu

z=1+Bn+Cn?+ D>+ En* + Fn® + Gn®,

ktery-obsahuje Sest konstant B az G.

o Viridlové koeficienty B a7 E jsou presné znamy [12], a proto do rovnice dosadime
jejich pfesné hodnoty. Zbyvaji dvé nezndmé konstanty F a G.

e 7 viridlového rozvoje rozvoje sestrojime Padéiv aproximant Ps 3(n)

_ 1+ain+an®+asn®
1+ bin+ ban? + ban3

(Obecné se Padéovym aproximantem Pp, n—m(z) funkce y = f(x) nazyva podil
dvou polynomi

a l+a1z+...+apc™
T ¥ bz +... +by,_zn-m

Pm,n—m =

kde konstanty a; a b; jsou takové, ze Tayloruv rozvoj funkce y = f(z) v bodé
z = zo do ¢lenu Fadu z™ je stejny jako Tayloriv rozvoj Pm n—m(z) do stejného
fadu.) Parametry a; az as a by az bz jsou funkcemi viridlovych koeficientt B az G.
Protoze B az E jsou znamy, zaviseji parametry ay, as,az a by, by, bgjenna F a G.

e Konstanty F' a G v takto sestrojeném Padéové aproximantu uréime nelinedrni
metodou nejmensich ¢tverci.
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Vysledkem je tato stavova rovnice:

_1+41,35067n + 1,74757n* + 0,49631n>
T 1—2,649337 + 2,3448872 — 0,7547373

Porovname-li simulovana data s vysledky, které poskytuje tato stavova rovnice, zjis-
time, ze pri zddné hustoté neni odchylka vyznamné vétsi nez chyba dat. Pti vysokych
hustotach jsou vysledky pfesnéjsi, nez vysledky metody Lonngiovych.

Zavér

Cléanek demonstruje soudinnost riznych poéitacovych i matematickych metod pfi
feSeni konkrétniho fyzikalniho problému. Ze zadanych numerickych vysledki (ziska-
nych metodou Monte Carlo pro model tuhych kouli) se podafilo sestavit stavovou
rovnici presnéjsi, nez rovnice dosud znamé. Byla k tomu pouzita vhodné modifikovana
metoda Lonngiovych (kriaceni Padéova aproximantu zapsaného v souéinové formé).
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