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POKROKY MATEMATIKY, FYZIKY A ASTRONOMIE
ROCNIK XVI— CiSLO 5

HILBERTOVY PROBLEMY

O DRUHEM HILBERTOVE PROBLEMU

(Otdzka bezespornosti aritmetiky)

JIRI BECVAR, Praha

1. Druhy z tfiadvaceti problémii, na které se David Hilbert soustfedil ve své
prednasce na 2. Mezinarodnim matematickém kongresu v Pafizi v r. 1900, je formu-
lovan jako problém diitkazu bezespornosti aritmetiky ([7]). Aritmetikou p¥itom Hilbert
rozumél aritmetiku realnych &isel (kontinua), vybudovanou na zakladé vhodného
axiomatického systému. (Hilbert sam navrhl takovy axiomaticky systém v praci [6],
uvefejnéné v témze roce; redlna Cisla jsou zde vymezena jako soubor objektt, které
tvoii archimedovsky uspofadané téleso, pricemz specidlnim axiomem je navic vy-
sloven pozadavek, aby uvaZovany soubor nebylo mozno rozsifit o dalsi objekty tak,
Ze by zutstaly spInény ostatni axiémy.)

Problém bezespornosti aritmetiky patfi svou povahou do oblasti tzv. zaklad
matematiky a souvisi s fadou dalSich problému, které se tykaji logické vystavby
matematiky a obecné metodologie deduktivnich véd vibec. O nékterych z téchto
otazek hovoti i Hilbert, a to jiz v ivodu své prednasky (viz pieklad v [8]). Dalsi jsou
zahrnuty pfimo v ¢asti, ktera je vénovana 2. problému. Vybudovat zaklady néjaké
védni discipliny znamena podle Hilberta udat systém axiému, které ,,pfesné a uplné*
vyjadtuji vztahy, jimiZ jsou mezi sebou svazany objekty a zadkladni pojmy uvazované
discipliny. Za ,,spravné‘‘ se pak povazuji pouze ty jeji véty, které lze odvodit z axiomil
kone€nym poctem prisné logickych tsudki. Systém axiomul predstavuje tzv. impli-
citni definici zakladnich pojmt discipliny. Problém bezespornosti spociva v dakazu
toho, zz pomoci koneéné mnoha logickych usudkui nelze z axiomi odvodit disledky,
které by si navzdjem odporovaly (Hilbert ve své pfednasce jes'€ nespecifikuje pro-
stfedky, kterych je dovoleno pri dikazu bezespornosti pouzit).

Bezespornost systému axiomua je logicky nutna podminka pro to, aby axidémy
mohly viibec néco presné a Gplné charakterizovat. Av§ak pro Hilberta mély dukazy
bezespornosti 1 jiny aktudlni vyznam. VEfil, Ze pomoci dikazu bezespornosti je
moZno se vyhnout namitkam proti p¥iznani samostatné existence nékterych, piede-

225



v§im transfinitnich objektll a pojmi (napf. i kontinua), které tehdy vyslovovali
zvlasté odplirci rozvijejici se teorie mnozin. Podle Hilberta: JestliZe souboru objekti,
resp. pojmu jsou systémem axidomu prisouzeny takové vlastnosti, Ze z axiomu lze
odvodit spor, pak tento soubor jako celek ,,matematicky neexistuje*‘. Naopak jestlize
se podafi dokazat, Ze systém axiomi je bezesporny, je tim zaroveii (z hlediska mate-
matiky) dokazana existence souboru.

V dobé, kdy Hilbert formuloval své problémy, nebylo moZné predvidat, jak slozity
bude dalsi vyvej v oblasti zakladii matematiky a jak hluboké a casto nelekané
vysledky pfinese. V r. 1900 neexistovalo jesté striktni odliSeni ¢isté formalnich a cbsa-
hovych stranek axiomatickych teorii; nebyly je§t€ objeveny nejzavaznéjsi paradoxy
teorie mnoZin a neexistovala axiomaticka teorie mnoZin; neexistoval pfesny mate-
maticky ekvivalent pojmu algoritmu; nebyla vymezena hranice mezi jazykem, ve
kterém formulujeme matematické vysledky, a mezi metajazykem, v némz o téchto
vysledcich hovofime; bylo mnohem méné jasné, nez je nyni, kde vede délici ¢ara
mezi matematikou a logikou. Tyto otazky se vyjastiovaly postupné. Pfitom Hilbertovy
ideje a vysledky mély na zplsob jejich feSeni podstatny vliv. Ve dvacatych letech se
Hilbert znovu vratil k problému bezespornosti axiomatickych teorii. Byl zejména
podnicen kritikou, se kterou vystoupili intuicionisté (BROUWER, WEYL) proti nekon-
struktivnimu zachdzeni s nekone€nymi matematickymi objekty, jeZ je typické napf.
pro uvahy v teorii mnozin a v matematické analyze, a vytyCil zpfesnény program.
Jeho cilem bylo podat takové diikazy bezespornosti axiomatickych systéml pro
zakladni matematické discipliny, pfi kterych mélo byt pouZito pouze kombinatoric-
kych, ryze konstruktivnich resp. ,,finitnich* vnéjSich prostfedki; axiomatizace byia
zaroveit v souhlasu s tim nahrazena tzv. formalizaci. Tim mély byt klasické matema-
tické pojmy a dikazové metody nenapadnutelnym zpasobem zabezpeCeny alespori
zevné; navic podle Hilbertova pojeti tak méla byt prokdzana matematicka existence
prislusnych objektl, resp. pojmu.

V ramci tohoto programu se usili Hilbertovo a jeho Zakl nakonec soustfedilo
predev§im na dukaz bezespornosti formalniho systému pro aritmetiku pfirozenych
Cisel. Specialni vysledky, kterych prfitom dosdhli ACKERMANN a VON NEUMANN,
vebudily pfesvédCeni, Ze by bylo-snadné je rozsifit tak, aby daly pozadovany dikaz
bezespornosti pro aritmetiku pfirozenych ¢isel v plném rozsahu (srov. k tomu [1]).
Toto presvédéeni se pozdéji ukazalo mylné. Vyplynulo to z tzv. GODELOVY 2. véty,
publikované v r. 1931 v préaci [5], podle které bezespornost formalniho systému, jenZ
staci k vybudovani aritmetiky pfirozenych &isel (takovym systémem je ovSem napf.
1 formalni systém teorie mnoZin), nelze dokazat vn&j§imi prostfedky, které by bylo
mozno adekvatné formalizovat v rAmci systému samého. Z tohoto vysledku definitivné
plyne, Ze pro ,,zabezpeceni* klasickych matematickych disciplin nemohou mit diikazy
bezespornosti ten dosah, ktery jim Hilbert piikladal ve formulaci svého programu.

Z Godelovy véty na druhé stran€ bezprostfedné neplyne, Ze by nap¥. pro aritmetiku
nemohl! existovat ,finitni** dlkaz bezespornosti. MoZnost takového dikazu zavisi
na tom, co rozumime pod finitnimi prostfedky. Jestlize bychom za finitni pokladali
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pouze ty prostiedky, které lze adekvatné vyjadfit v samotném systému formalni
aritmetiky (takové stanovisko se zda byt pfirozené vzhledem k moZnosti tzv. aritme-
tizace syntaxe béznych formalnich teorii), pak ovSem z uvedené Godelovy véty plyne,
Ze finitni dikazy bezespornosti nejsou obecné mozné. Ve skuteCnosti vsak pojem
finitnosti, resp. konstruktivnosti pouzivanych prostiedkt nebyl v Hilbertové skole
a patrné ani nikdy pozdégji zcela jednoznacné vymezen. Zbyva pak moznost, Ze existuji
dtikazy bezespornosti, které sice pouzivaji prostiedkt presahujicich raimec mozZnosti
formalni aritmetiky, které vSak zaroveti z intuitivniho hlediska maji v néjakém pfija-
telném smyslu konstruktivni charakter. Takovy dikaz bezespornosti pro formalni
systém aritmetiky pfirozenych &isel uvetejnil jako prvniv r. 1936 GENTZEN v praci [4].
Pozdé&ji byly publikovany obdobné ditkazy dalsi, mj. také pro rfizné ¢astecné systémy
aritmetiky realnych &isel.

V dalSich odstavcich se pokusime zjednodusenou formou osvétlit alesporni nékteré
z otazek, které podstatné souvisi s problémem axiomatické, resp. formalni charakte-
rizace aritmetiky, a naznaclit cestu, kterd vede jednak ke 2. Godelové vété, jednak
k dikazu bezespornosti aritmetiky. Omezime se pritom na aritmetiku pfirozenych
Cisel, kterda mé v okruhu téchto otazek tustfedni postaveni.

2. NasSe matematickd pfedstava ptirozenych Cisel, kterd se vyvinula na zakladé
konkrétnich operaci ¢itani konecnych souborl diskrétnich objekti makrosvéta,
ktery nas obklopuje, a na zakladé rozli§ovani téchto souborii podle jejich mohutnosti,
ma zdanlivé zcela neotfesitelnou intuitivni evidenci. PFi undrnim zépisu, kdy &islo
n = 0 je reprezentovano n 4 1 &arkami ||| ... ||, je dokonce moZno generovat kazdé
prirozené Cislo zcela uniformnim konstruktivnim procesem postupného ptidavani
carky, ktery je vérnou paralelou procesu &itani. Jedina ,,potiz“ u pfirozenych Cisel
na této elementarni urovni jejich chapani spociva v tom, Ze jich neni kone¢né mnoho.
Uniformita jejich vytvafeni je tak sugestivni, Ze proveditelnost lokalni operace pfi-
psani dalsi ¢arky za predpokladu, Ze jsme jiz na konci unarniho zéapisu ¢isla, vede
nezadrZiteln€ k abstraktnimu zaveru, Ze ke kaZdému &islu Ize utvofit jeho naslednika
(pfitom takového, aby byl rtizny od vSech &isel mensich). Vznika pak otazka, zda lze
prirozena cisla charakterizovat jinak neZ pomoci fraze o ,,kone¢ném poctu opako-
vani‘* operace naslednika.

Na trochu vys$8i Grovni narazime na komplikace dal§i. S pfirozenymi ¢isly ne-
provadime pouze operaci naslednika, ale napf. i operace s¢itani a nasobeni. Zaroveii
kromé zakladniho predikatu rovnosti uvazujeme také jiné jednomistné i vicemistné
predikaty jako napt.,,x < y*,,,x d&li y*, ,.x je prvocislo‘“. Z jiz vytvorenych operaci
a predikat raznymi typy definic konstruujeme dalsi operace a predikaty, pricemz
k jejich vystavbé navic pouzivame log'ckych ¢astic: vyrokovych spojek 1, v, &,
—, > a kvantifikatorfl 3 (existuje), V (pro viechna). Tyto &astice ve spojeni s opera-
cemi a predikaty umoZziuji na kazdé dosaZené irovni tvoiit véty. Na véty se miizeme
divat jako na otazky. V ramci nasi intuitivni piedstavy (kterou uplatiiujeme —
a rozsifujeme — pii definici kazdého nové zavadéného pojmu) jsme pii klasické
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interpretaci logickych ¢astic pfesvédceni o tom, Ze na kazdou takovou otazku existuje
jednozna&na kladna nebo zaporna odpovéd (tj. o tom, Ze véta je v oboru pfirozenych
Cisel pravdiva &i ne). Zarovei viak nase schopnost viceméné mechanického kombina-
torického tvofeni otdzek zdaleka pfesahuje nasi schopnost transformovat intuici,
kterda provazela zakladni vlastnosti, resp. definice pojmt zahrnutych v otazce, do
takového tvaru, ktery by dovolil jednoduse najit odpovéd. Klasickym prikladem je
Fermatova véta.

Jediny moZny zpusob, jak tuto obtiZ obejit, spofiva v rozloZeni cesty za odpovédi
na jednotlivé kroky, jejichZ sloZitost odpovidda tomu, co jsme schopni v jednom
kroku skute¢né s porozuménim provést. To je jeden z podstatnych rystt deduktivni
metody. Vznikd pak otazka, zda ze souboru vét aritmetiky ize vybrat pomérné
jednoduché jadro (axidomy), ze kterého by bylo moZno pomoci tzv. univerzalné
platnych deduktivnich pravidel odvodit vS§echny znamé pravdivé véty, pfitom vSak
Zzadnou vétu, kterd je v oboru pfirozenych &isel nepravdiva. Které véty vSak mame
pokladat za ,,skute€né* véty o pfirozenych Cislech? V aritmetice se Casto hovofi
i o tfidach podle relaci ekvivalence, uvazuji se libovolné mnozZiny pfirozenych ¢isel
a ,.obecné aritmetické funkce. Dava nase elementarni intuitivni pfedstava o pfi-
rozenych &slech dostateény podklad pro stanoveni, které z vét obsahujicich tyto
pojmy jsou pravdivé? V uvedenych pfipadech jsou totiZ na pfirozena Cisla aplikovany
pojmy v podstaté mnoZinového charakteru. Je zfejmé zvlast vyznamné pokusit se
o axiomatizaci tzv. Cisté aritmetiky, tj. zhruba feCeno té Casti aritmetiky, v jejichZ
vétach se tyto pojmy explicitné nevyskytuji.

Axiomatizace Cisté aritmetiky by byla relativné ke svym vyjadfovacim prostfedkim
po obsahové strance uz velmi uspokojiva, kdyby kazda véta, kierou lze v jejim jazyce
formulovat, byla v ni dokazatelna praveé tehdy, kdyZ je pravdiva v oboru pfirozenych
Cisel Pak by pro kazdou takovou vétu piatilo, Ze bud ona, nebo jeji negace je doka-
zatelnd. Dejme tomu, Ze bychom takovou axiomatizaci nasli. MiZeme potom zpétné
poloZit otazku, nakolik axidmy a jejich dusledky jakoZto implicitni definice (viz
odst. 1) ,,pfesn& a upln&* vystihuji predstavu prirozenych &isel, ze které jsme vysli.
Pritom slovlim ,,pfesné a uplné€*“ chceme v piipad& aritmetiky (podobné je tomu
w geometrie) rozumét v ostiejSim smyslu neZ tieba v pripad€ axiomatizace pojmu
metrického prostoru nebo grupy, ktery je pro nas adekvatné vystizen pravé tim, jak
jsme pro négj stanovili axiomy. V pfipadé€ ptirozenych &isel bychom totiZ vzhledem
k silnému dojmu o jedine¢nosti matematické struktury, kterou tvofi, chtéli najit
takovou axiomatizaci, ktera by navic méla vlastnost tzv. kategori¢nosti, tj. vlastnost,
Ze kazdé dva modely axiomatického systému jsou izomorfni (a tedy vSechny modely
jsou izomorfni s intuitivnim modelem, ktery je tvofen b&Znymi pfirozenymi &isly).

Aby tvahy tohoto druhu mély obvykly matematicky charakter a standard, bylo nejdfive tfeba
vybudovat metamatematiku, tj. matematickou teorii axiomatickych tecrii. Pojem intuitivni
pravdivosti véty néjaké axiomatické teorie je v ni nahrazen matematicky definovanym pojmem
pravdivosti véty v riiznych modelech této teorie. Aby pFi odvozovani vét v axiomatickych teoriich
nebylo pouzito usudkil, resp. prostfedki, které samy zavisi na obsahu toho, co axiomatizujeme.
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je dale do kazdé axiomatické teorie viozena i né&jaka forma axiomatizace samotné logiky, tj.
axiomatizace toho, co je univerzaln€ platny deduktivni Gsudek. Ukazuje se pak, Ze pii vhodném
zapisu vét takové teorie ma kazdy krok v dedukci uvnitf teorie ¢ist€ formalni konstruktivni cha-
rakter, tj. zavisi pouze na vnéj§im tvaru (syntaxi) kone¢né mnoha vét v ném pouzitych. Protoze
vSechny véty Ize vybudovat z pevného koneéného poétu symbold, lze se na cely proces dedukce
v axiomatické teorii divat jako na operovani s konkrétnimi koneénymi objekty, které ma ve strikt-
nim slova smyslu finitni, konstruktivni charakter a které by za nas zdsadné mohl provadét pocitac.
Tim nakonec dostavame formalizovanou (axiomatickou) teorii. Takové teorie zkoumame ma-
tematicky.

Jeden z hlavnich vysledkl metamatematiky spociva ve zji§téni, Ze jednotlivé z po-
zadavku, které bychom (po jejich naleZitém zptfesnéni) chtéli klast na dokonalou
axiomatizaci, uz u tak zakladni matematické struktury, jakou tvofi pfirozena Cisla
(tim spi§ realna &isla nebo mnozZiny), dokazatelné nelze vSechny souCasné splnit.
At uz si myslime o jednoznacnosti nasi intuitivni pfedstavy ptirozenych Cisel cokoliv,
nedokdZeme jednoznacné€ charakterizovat jejich strukturu a mnozinu vét, které jsou
pro né pravdivé, konstruktivnim deduktivnim zpisobem, pfestoze dokazovani je pro
nas v matematice hlavni exaktni postup. Zistane jim zfejmé i nadale, ale musime
pocitat s tim, jaké jsou hranice jeho moznosti.*)

Studium zakladt matematiky ukazalo, 7e u v§ech matematickych teorii jde o souhru intuitiv-
niho a formalniho, ve které oba partnefi jsou nepostradatelni a ve které neexistuji absolutni
feSeni. Nedovedeme samy sebe zvednout i se Zidli, na které sedime (fyzika je v situaci jesté
obtiznéjsi). Presto ma studium formalizovanych axiomatickych teorii hluboky smysl, nebot
vyjasnuje nas vztah k intuici a realité a dovoluje nalézat moznosti a hranice zavazné hry na hypo-
tézy, kterou axiomaticka metoda ptedstavuje. Ukazuje se pritom, Ze je tfeba stale konfrontovat
fermalizované dikazy s obsahovymi, neformalizovanymi, a srovndvat vysledky dosazené s pouzi-
tim klasické logiky (pro kterou je charakteristické mj. ncomezené pouzivani principu ,,tertiurm
non datur®) s vysledky, k nimz dospiva neaxiomatizované ryze konstruktivistické, resp. intuicio-
nistické pojeti vystavby matematiky.

V tomto ¢lanku jsme ponechali stranou intuicionistické pojeti; poznamenejme
pouze, Zz tam, kde metamatematika klade diiraz na finitni metody, pouziva ptostfed-
kit velmi blizkych intuicionistickym. Nechali jsme také stranou otazky, které souvisi
s relativnimi dikazy bezespornosti a s pojmem tzv. syntaktického modelu formali-
zované teorie, pfestoZe tento pojem ma v kontextu snah o uplnou charakterizaci
matematickych objektt zakladni vyznam.

3. Ve standardnich matematickych textech, které se explicitné nezabyvaji logikou,
byva pro piirozena Cisla téméf vyhradné uvadén neformalizovany axiomaticky
systém, zaloZeny na tzv. PEANOVYCH axiomech. Struktura pfirozenych Cisel je pritom

*) Napf. v teorii mnozin, kde prvotni intuice se po nalezeni paradoxu ukazala nespolehlivou,
je patrné, Ze axiomatické pojeti musime vzit pravé za zaklad. (Zvlast v takovém pripadé by mél
alespon dukaz bezespornosti velmi aktualni smysl. Pro teorii mnozin nebyl zatim dukaz podan,
ale lze ocekavat, ze by vyzadoval pouziti tak mohutnych prostiedki, ze bychom stézi dovedli
interpretovat, ¢eho jsme pfitom dosahli.)
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déna trojici (N, 0, S, pro kterou plati:

(PO) N je mnozina, 0 je j2ji prvek a S je zobrazeni mnoZiny N do sebe (funkee ,,né-
slednik®).

(P1) Pro viechna x € N jest S(x) # 0.

(P2) Pro viechna x, y € N plati, Ze jestlize S(x) = S(y), pak x = y.

(P3) Pro kazdou mnozinu A = N plati: Jestlize 0 € 4 a jestlize pro kazdé x plati,
Ze z x € A plyne S(x) € A, pak A = N.

Peano prevzal tyto axiomy (uvedli jsme je v pon€kud modifikovaném tvaru) od
DEDEKINDA, ktery v praci [2] pfirozena ¢isla v podstaté praveé témito vlastnostmi jako
prvni skutz¢né matematicky definoval (vedle Fregeho, jehoZ zavedeni pfirozenych
&isel viak vychazi z jiného zdkladu). Uvedeny systém oznagme P.

Predpokladané matematické prosttedky, pomoci kterych axiomatizujeme strukturu
pfirozznych &isel, mohou byt razné. Systém P v uvedeném tvaru pfedstavuje mate-
matickou definici, kterd pouziva jako pfedpokladané vychozi prostfedky intuitivni
teorii mnozin (funkci muzeme pokladat za mnoZinu uspofadanych dvojic). V ramci
tohoto neformalizovaného(!) vnéjsiho pojmového leSeni je mozno dokazat (udélal to
1iz Dedekind), Ze systém P je kategoricky v nasledujicim smyslu: Dvé trojice (N, 0, S,
{N',0', S'>, které obg splituji axiomy (P0) az (P3), jsou izomorfni, tj. existuje vza-
jemn& jednoznaéné zobrazeni f mnoZiny N na mnoZinu N’ takové, Ze f(0) = 0" a Ze
pro kazdé x e N plati f(S(x)) = S'(f(x)). Dosahnout tohoto vysledku je umoznéno
pravé zvolenou formulaci axiému indukce (P3) (ktery v moderni terminologii fika,
~ Ze algebra (N, 0, S) nema vlastnich podalgeber), Jakkoliv se nam tato formulace
dnes zda samoziejma, bylo ve'kym vykonem Dedekindovym, Ze na ni pfisel, a dalo
mu to podle jeho vlastniho svédectvi zna&nou praci (srov. Dedekindiv dopis citovany
v [11]). Slo o to vylougit moZnost, e by mnoZna pfirozenych &isel obsahovala
kromé prvki, které lze ziskat z nuly ,,kone&nym poctem krok{* (této formulace pfi
axiomatizaci pravé nechceme pouZit), spocivajicich v tvofeni naslednika, jesté dalsi
nezadouci prvky. Pozdgji se vSak ukazalo, 7e uvedeny vysledek nema (po provedeni
formalizace) tak absolutni platnost, jak by se zdalo.

Systém P ma tu vyznacnou vlastnost, Ze i kdyZ je v n€m explicitni zminka pouze
o funkci S, 1ze dokazat (opét s pouzmm obecnych vlastnosti mnozin, a to za pred-
pokladu, Ze n&jaka trojice (N, 0, S) s vlastnostmi (P0) aZ (P3) existuje), Ze na N
existuji funkce ,,soudet a ,,sou€n* a jsou jednozna&n& urdeny vlastnostmi (tzv.
rekursivnimi definicem’):

O+y=y (M 0.y=90
S(x) + y = S(x + y) S(x).y =xy+y

Podobné lze dokéazat na mnoziné N existenci vSech funkci béZn€ v aritmetice pouzi-

vanych. (Tyto funkce patfi vesmés do tfidy tzv. primitivné rekursivnich funkei.)
Chceme-li explicitng zachytit vSechny matematické (mmoZinové) prostfedky,

které pfi odvozovani vét o pfirozenych &islech pomoci systému P pouzivame, mizZeme

(A)
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to udélat tak, ze axiomatizujeme (a pak formalizujeme) teorii mnoZin. Pfitom k odvo-
zeni vSech b&znych vét Cisté aritmetiky staci pouze fragment teorie mnoZin. (Nepo-
tfebujeme napf. axiom vybéru ani tzv. obecny axiom substituce; k dikazu samotné
existence mnoziny prirozenych &isel — tj. presnéji néjaké trojice <N, 0, S>, ktera
spliiuje axiomy (P0) az (P3) — v3ak nutné potfebujeme axiom, ktery fika, Ze existuje
n¢jakad nekone¢nad mnozna. Vlastnosti poZzadované naSimi axiomy bude pak mit
napf. mnozina N = {0, {0}, {{0}},...}.) Formaiizaci potfebné ¢asti teoric mnoZzin
(dokonce celé teorie mnozin) je moZno provést jiz v ramci tzv. elementarni predika-
tové logiky. Nechceme-li pfitom vibec celou aritmetiku budovat uvnitf teorie
mnoZzin a chceme-li naopak z teorie mnozin pouzit pokud mozno malo, mGZeme napf.
sestrojit formalizovany systém P,, ve kterém v podstaté zlstanou zachovany axiomy
systému P (obohacené o vztahy (A), (M) a event. n&které dalsi) a ktery navic bude
obsahovat matematické axiomy, tykajici se vlastnosti mnozin zakladnich individui
systému. MnoZiny i ,,skute¢na* individua (ktera maji pfedstavovat ptirozena &isla)
budou pfitom v P, uvaZovany na stejné logické irovni, takze axiom uplné indukce
(P3) bude vyjadien jako jedinid véta o viech nespoetné mnoha podmnozinach
A < N. (Z nich vak Ize ve formalizované teorii skute¢n& ,,pojmenovat® — a tedy
i definovat — pouze nejvys tolik, kolik mame vyrazi, tj. spofetné mnoho.) Pro
systém tohoto druhu, ktery spolu s aritmetikou obsahuje fragment teorie mnoZin,
byl podan diikaz bezespornosti; neni viak konstruktivni ([10]). K systému P, jest&
poznamenejme, Ze jako u vSech dostateéné silnych formalizaci aritinetiky i v P, budou
existovat tzv. deduktivné nerozhodnutelné aritmetické véty (viz odst. 4).

Mnozinové prostiedky pouzité v systému P je alternativh€é mozno presunout do
vystavby systému logiky, které pfitom pouzivame. Dostaneme tak formalni systém
aritmetiky P,, ktery pouZiva tzv. predikatové logiky 2. stupn& (v ni je dovoleno kvan-
tifikovat predikaty) a ve kterém axiém indukce opét jakoZto jedna véta bude zhruba
znit: ,,Pro kazdou vlastnost (predikat) A plati: Jestlize 0 ma vlastnost 4 atd.*. Pre-
dikétova logika 2. stupné ma vSak ptitom proti elementarni tu zasadni nevyhodu, Ze
neni v b&zném smyslu aplna, tj. pfi Zddné rozumné jeji axiomatizaci nelze dokazat
vSechny identicky pravdivé véty, které je mozno v jejim jazyce formulovat. Systém P,
bude sice kategoricky, ale v tom omezeném smyslu, Ze budou navzajem izomorfni jen
v8echny jeho tzv. standardni modely.

4. Pojem mnoZiny je sloZit&jsi neZ pojem prirozeného Cisla. Proto se hledala cesta,
jak axiomaticky charakterizovat pfirozena Cisla bez explicitniho pouziti mnozZinovych
prostiedkti. Hilbertova metoda formalizace, kterd méla umoznit finitni dukazy
bzzespornosti, zarovenn naznacovala zplsob, jakym smérem itakovou axiomatizaci
hledat. Podstata spo€iva v tom, Ze axiom indukce se nahradi nckoneéné mnoha axié-
my, které odpovidaji viem té€m vlastnostem objektil, jeZ dovedeme vyjadfit v jazyce
elementarni predikatové logiky. Zaroveni nastanou jisté zmény ohledné N, S, ., +.
PopiSme stru¢né nejznaméjsi takovy formalizovany systém Z pro aritmetiku pfiro-
zenych déisel.

231



Vyrazy systému Z jsou koneéné posloupnosti, sestavené z koneéné mnoha symbol,
jimiz jsou 0, S, +, ., =, v, |, logické &astice a zavorky (, ). Vyrazy v, ui, vll, ... na-
zveme (individuové) proménné. PiSme je obecné x, y apod. Ze symbola 0, S, +, .,
zévorek a proménnych jsou utvofeny tzv. termy, napt. ((v + SS0).0|). Specialni
termy 0, SO, SSO, ... nazveme &islovky. Vyrazy tvaru u = v, kde u, v jsou termy,
nazveme primitivni formule. Z primitivnich formuli jsou pak pomoci logickych
¢astic a zavorek béznym zplsobem vytvofeny tzv. (dobfe utvofené) formule. Formuli,
ve které vyskyt kazdé proménné je vazan néjakym kvantifikatorem, nazveme vétou
systému Z.

Matematickymi axidmy systému Z jsou vSechny formule, které jsou jednoho
z nasledujicich tvara (s jistymi licencemi v pouZivani zavorek):

(z1) vx 71 (Sx = 0)

(Z2) VxVy (Sx = Sy » x = y)

(23) ¥y (0 + y = 0)

(Z4) VxVy (Sx + y = S(x + )

(25) vy (0.y = 0)

(Z6) Vx ¥y (Sx.y = x.y + )

(Z7) ((0) & Vx (A(x) — A(Sx))) - Vx A(x)

Pi'tom 2 v (Z7) probiha viechny formule s volnou proménnou x, tj. (Z7) je schéma.

Logickymi axiomy systému Z budou vSechny formule systému Z, které maji stejny
tvar jako axidmy elementarni predikatové logiky s rovnosti pfi nékteré z jejich
standardnich axiomatizaci.

Vybéru axiomatizace logiky pak odpovida V)’;bér konecné mnoha tzv. odvozova-
cich pravidel systému Z, kterd stanovi, kdy lze z danych (konedné mnoha) formuli
jednim krokem pfejit k nové formuli. Pravidlem byva Casto napf. modus ponens,
pfi kterém z formuli 2, A — B mazeme odvodit B, nebo pravidlo, které rika, zZe
z formule A —» B mtzeme odvodit formuli (Ix A) — B za piedpokladu, Ze proménna
x, se nevyskytuje jako volna v 8. S pouzitim odvozovacich pravidel se pak béZnym
zptisobem definuje (v metajazyce), kdy konedna posloupnost 2y, ..., A, formuli je
v Z dikazem formule 2. Formule 2 je v Z dokazatelna, jestlize ma v Z dikaz.
Pi¥me to (op&t v metajazyce) ve tvaru + 2.

Vsimnéme si, Ze symbol, ktery by odpovidal mnozin€ N z odst. 3, se v Z explicitné
nevyskytuje. Za model systému Z pokladame jakoukoliv pétici M = (N, Osr, Sirs
+ . -m» takovou, Ze Ny, je mnozina, 0, jeji prvek, Sy, + p -y JSOU UDATD, resp.
binarni operace na N, a plati, Ze jestlize symboly 0, S, +, . systému Z interpretujeme
jakozto Oy, Sy + ars 4> P2k jestlize hodnoty kvantifikovanych proménnych omezime
na prvky z N, piejdou viechny matematické axidomy systému Z ve véty, které jsou
pravdivé v N, (logické axiomy budou pfitom automaticky pravdivé pii libovolném
dosazeni jmen prvkii z N, za event. volné proménné v nich). Snadno se ukéze, 7e kazda
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véta, kterd je dokazatelna v Z, je pravdiva v kazdém modelu systému Z. Z uplnosti
elementarni predikatové logiky (kterou dokazal Gédel v r. 1930) plyne vyznamny
vysledek, Zze pro Z plati i obracené tvrzeni. Tedy jestlize néjaka véta A systému Z
je v Z nedokazatelna, existuje model M, ve kterém neni pravdiva. Jestlize je A v Z
navic deduktivné nerozhodnuteln, tj. jestlize ani véta 71 A neni v Z dokazatelna,
pak existuje model M’, ve kterém ~7 2 neni pravdiva, tj. ve kterém A je pravdiva.
Za predpokladu bzzespornosti systému Z takova deduktivné nerozhodnutelna véta
existuje. (To je obsahem RossErOVA zesileni Godelovy tzv. 1. véty o netlplnosti,
publikované v [5], které plati mj. pro systém Z a jeho axiomatizovatelna rozsifeni.)
Modely M, M’ jsou pak neizomorfni, nebot v izomorfnich modelech jsou pravdivymi
piesné stejné véty systému Z. Tedy je-li systém Z bezesporny, neni kategoricky.

Poznamenejme, Ze pfitomnost axiom (Z3) az (Z6) pro soulet a sougin je pro systém
Z (na rozdil od dfive uvazovaného systému P) podstatna. Naproti tomu vSechny
ostatni bézné aritmetické funkce (dokonce: rekursivni funkce) lze jiz v Z ,,reprezen-
tovat‘‘, a to v nasledujicim smyslu: Pro kazdé ptirozené ¢islo n necht 7 znaéi odpovi-
dajici &islovku systému Z; tedy napf. 2 znad&i SSO. Pak ke kazdé rckursivni (tj. algo-
ritmicky vy&islitelné) funkci f o k argumentech existuje v Z formule (x,, ..., x;, y)
s k 4+ 1 volnymi proménnymi takova, Ze pro kazdou (k + 1)-tici ny, ..., m, m
pfirozenych &isel plati

jestlize f(ny, ....n) = m, pak +W(a,...., i, m);
jestlize f(ny, ..., m) = m, pak F 1A, ..., i, m).

V podobném smyslu Ize v Z reprezentovat kazdou rekursivni (algoritmicky rozhodnu-
telnou) relaci. (Tato moZnost reprezentace by zlstala v platnosti i v jistém modi-
fikovaném systému, ktery by neobsahoval axiéom indukce). Za zminku stoji, Ze
systém Z’, ktery dostaneme ze Z odstranénim symbolu ,,.* a axioml pro nasobeni,
neobsahuje deduktivné nerozhodnutelné véty (nebof se v ném da foirmulovat malo
vét); ma viak rovnéz neizomorfni modely jako Z. |

Pro systém Z jsou (pii jeho uplné formulaci) algoritmicky rozhodnutelnymi otazky,
kdy posloupnost symbolt je proménnou, termem, formuli, vétou; zaroveil i kdy pro
danou formuli je dana posloupnost formuli jejim diikazem. (Na druhé strané podle
véty dokazané CHURCHEM nelze algoritmicky pro libovolnou formuli rozhodnout,
zda je v Z dokazatelnd.) ProtoZe vyrazy a dikazy systému Z jsou zcela konkrétni
konstruktivni objekty, je mozné v metajazyce, kterého pouzivime, hovofime-li
o systému, zakddovat je efektivné a vzajemné jednoznaéné pomoci intuitivné chapa-
nych ptirozenych Cisel. Pfitadme kazdému objektu w, kde w je symbol, vyraz nebo
posloupnost vyrazl, jeho numericky kod c(w) napf. takto: Zakladnim symboltim
0, S, ... pfitadme jako kody vzajemné jednozna¢né licha &isla 1, 3, ... (potiebujeme
jich pouze kone¢né mnoho); jestlize w = sys, ... 5, je vyraz slozeny ze zakladnich
symbold, budiz c(w) = pg®” pit> ... pi®), kde ¢(s;) je numericky kod symbolu
Si, Po = 2 a p; je i-té liché prvocislo (pro i > 0); jestlize w je kone¢na posloupnost
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vyrazii uy, ..., u,, budiz c(w) = pg“ p*? ... p<". Je pak algoritmicky rozhodnu-
telné, kdy je pfirozené &islo numerickym kddem, kdy je kédem termu, véty, dikazu
(jakoZto posloupnosti formulf). Zvlasté pak je rozhodnutelné, zda pro dvé &isla
m, n plati, Ze m je numericky kéd néjaké véty a n je numericky kéd néjakého diikazu,
ktery je zaroven ditkazem véty s kédem m. Dale se ukazuje, Ze je algoritmicky roz-
hodnutelné, zda pfirozena Cisla m, n jsou v takovém vztahu, Ze m je numerickym
kédem n&jaké formule (x) s jednou volnou promé&nnou a zaroveii pro tuto formuli n
je numerickym kédem n&jakého dikazu véty (im); oznadme tuto relaci R.

Popsany proces aritmetizace formalni struktury systému Z dovoluje na zakladé
zminéného vysledku o reprezentovatelnosti rekursivnich funkci a relaci v Z inter-
pretovat véty o struktufe systému Z jako véty samotného systému Z. UvaZzme nejdiiv
relaci R. Je algoritmicky rozhodnutelna, tedy podle znamé Churchovy teze rekur-
sivni, tedy existuje formule R(x, y) systému Z se dvéma volnymi proménnymi x, y
takovad, Ze pro libovolna ptirozena Cisla m, n jsou pravdivé implikace:

jestlize plati R(m, n), pak F R(m, ),
jestlize neplati R(m, n), pak F 71 R(m, q).

Na R ted pouzijme variantu diagonalni konstrukce. Necht k je numericky kod
formule Yy 71 R(x, y), kterou zname 6(x). Utvoime vétu G(k), tj. Vy 71 R(k, y).
Nyni mizeme dokdzat, Ze jestlize systém Z je bezesporny, pak ®&(k) neniv Z doka-
zatelnd. Necht totiZ plati opak, tj. F &(k). Pak 6(k) ma v Z dikaz. Necht d je
numericky kdéd né&jakého takového diukazu. Protoze k je numericky kod formule
®(x), plati R(k,d). Odtud vzhledem k reprezentovatelnosti relace R v Z plyne
t R(k, d). V souhlasu s pravidly odvozovani v elementarni predikatové logice, ktera
jsou zahrnuta v Z, odtud déle plyne F 3y R(k, y) a nakonec F 71 (Vy 71 R(k, y)), 4.
F 71 6(k). Tedy je v Z dokazatelna spolu s v&tou ®(k) i jeji negace, coZ je ve sporu
s piedpokladanou bezespornosti systému Z.

Nazna¢me ted ditkaz 2. Gédelovy véty o nedokazatelnosti bezespornosti systému Z
pomoci prostiedka, které lze vyjadfit uvnitf Z. Jak jsme jiz uvedli, je relace D, ktera
plati pro m, n pravé kdyz m je numericky kéd n&jaké véty a n je kéd jejiho diikazu,
algoritmicky rozhodnutelna. Lze ji tedy v Z reprezentovat n&jakou formuli D(x, y).
Necht Neg je funkce, pro kterou plati, Ze je-li n numericky kéd né&jaké formule, pak
Neg(n) je kod negace této formule; jinak je Neg(n) = 0. Funkce Neg je algoritmicky
vy&islitelna, tedy rekursivni: proto ji lze v Z reprezentovat né&jakou formuli R(x, y).
Vlastnost bezespornosti systému Z, tj. neexistenci dvou dokazatelnych vét, z nichz
jedna je negaci druhé, je mozno aritmeticky vyjadrit vétou, ktera ¥ika, Ze neexistuji
pfirozena &isla my, m,, ny, n, takova, aby soudasn& platilo D(my, n,), D(m,, n,),
Neg(m,) = m,. Tuto vlastnost pak dale maZeme vyjadfit pfimo v Z, a to pti vhodné
volbé vazanych proménnych vétou tvaru

1 3x; 3x, 3y, 3}’2(D(x,, J’1) & D(xz, }’2)& m(xl, xz)) >
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kterou ozna¢me B. Jiz vyse jsme ukdzali, Ze je-li systém Z bezesporny, pak véta
(k) v ném neni dokazatelna. Podstatné je, Ze tento dikaz je mozno ,,formalizovat
v Z“ tj. v Z Ize dokazat vétu B — &(k) (viz napf. [9]). Ze pfitom skuteéné jde
o formalizaci, ktera odpovida obsahu piivodniho neformalniho dtkazu plyne z toho,
7e ve smyslu pouZité aritmetizace fika véta ®(k) sama o sob&, 7e neni v Z dokaza-
telna. Pak je jiz lehké dokazat, Ze véta B, ktera vyjadfuje bezespornost systému Z,
neni v systému Z za pfedpokladu jeho bezespornosti dokazateina. V opa¢ném piipadé
bychom totiz méli + B, tedy s ohledem na + B — G(k) bychom v Z uZitim pravidel,
ktera davaji totéZz jako modus ponens, dostali + ®(k). Za predpokladu bezespor-
nosti Z v3ak, jak vime, F G(k) neplati. Z tohoto sporu plyne, Ze nemiZe byt + B.

Poznaménejme, Ze proveditelnost celé této ivahy nezavisi na tom, jak byla aritme-
tizace konkrétn& provedena; stadi, aby byla provedena konstruktivng. (V souvislosti
s tim vSak vybér formule, ktera vyjadfuje uvnitf systému Z jeho bezespornost, je
podroben jistym omezujicim podminkdm, jak ukazal zvlasté¢ FererMAN [3]; pfi
dostate&ng pfirozeném vybéru formule jsou tyto podminky spInény.) Gédelova 2. véta
zarovefi plati i pro mnohem silnéjsi formalizované systémy, neZ je Z.

5. PopiSme nakonec zakladni ideu Gentzenovy metody dikazu bezespornosti
aritmetiky. Vyjd8me z toho, Ze (jak lze dokézat) systém Z je sporny pravé tehdy,
jestlize v ném Ize odvodit intuitivné nespravnou vétu 0 = S0. Oznaéme tuto vétu .
Za dikazy v Z jsme pokladali jisté konec¢né posloupnosti formuli. Ve skuteénosti
viak toto linearni uspofadani je umélé, nebot néktera odvozovaci pravidla (uZ napf.
modus ponens) obsahuji vice formuli jakoZto pfedpokladi, z nichZ se tvofi formalni
zavér. Strukturu dikazu lze pak ptirozenéji znazornit ve tvaru koneéného pojmeno-
vaného stromu. Kdybychom chtéli dokazat nedokazateinost véty & v Z napf. indukci
podle rostouci velikosti numerickych kodt vSech moznych dikazd v Z, zjistili
bychom, Ze takové uspofadani mnoziny vSech dtikazii je nevhodné, a to zhruba feeno
proto, Ze existuji na kazdé urovni sloZitosti ditkazy s libovolné velkymi kédovymi
Cisly. Dlikazy je tfeba uspofadat jinak, a to v lepS§im souhlasu se strukturou, kterou
maji jakozto stromy. SloZitost dukazi lze vyjadrit pomoci tzv. ordinalnich vyraza
(0. v.).

Mnozinu Q ordinalnich vyraz definujme indukci, a to soucasné s definici relace
> mezi nimi (kazdy o. v. je sestaven ze symbold 0, w, +):

(1) 0je 0. v.apro kazdy 0. v. & # 0 jest & > 0.
(2) Jestlize 6y, 85, ..., 5 jsou o. v. (k = 1) a plati 6, >3, = ... = §, pak o” +

)

+ 0® + ... + o* je 0. v.; oznalime-li ho 8, pak pro kazdy o. v. A = o* +

+ ... + o (m = 1) jest 5 > A pravé tehdy, jestlize nastava jeden z pifpadi

(a) k > m a pro viechna j = 1, ..., m plati §; = A

(b) pro n&jaké i, 1 < i < min (k, m), plati 3; > 2, pti¢emzproj =1,...,i — 1
jest 6; = 4.

Je vidét, Ze Q je spocetna konstruktivni mnoZina finitnich objektt (ordinalni vyrazy
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by bylo moZno s event. pouZitim zavorek psat linearn&) a ze relace > je na Q algo-
ritmicky rozhodnutelna. Lze navic dokazat, ze relace > je dobré uspofadani mno-
ziny Q. Dukaz je sice mozno provést napf. obyéejnou indukeci, ale neni striktné
finitni, nebot je pfitom tfeba uvazovat jisté tfidy mnoZin ordinalnich vyrazi. Z dalsiho
plyne, Zz tato okolnost je podstatna.

Pro dlikaz bezespornosti systému Z (vlastng jistého ekvivalentniho systému, p¥itom
s jinou vétou nez &) sestrojil Gentzen dvé konstruktivni zobrazeni ¢: 4 — 4, o:
A — @ (kde 4 je mnozina viech diikazi v Z) takova, Ze plati: Jestlize n&jaké d € 4
je dilkazem véty S, pak o(d) je rovnéz dikazem véty € a plati o(d) > a(o(d)).
Predpokladejme nyni, ze & lze v Z dokézat. Necht d je néjaky dukaz véty S. Pak
iteraci zobrazeni ¢ dostavame v Q podle predchoziho nekonec¢ny klesajici fetézec:

o(d) > a(o(d)) > o(e(e(d))) > ...

To je vSak ve sporu s tim, Ze > je dobré usporadani. Tedy systém Z je bezesporny.

Jestlize u ordinalnich vyrazti chapeme 0, resp. w jako ordinalni Cislo prazdné
mnoziny, resp. jako nejmensi nekonedné ordinalni ¢&islo, jestlize dale chapeme w°
jakozto ordinalni ¢&islo 1, w! jakozto ordinalni &islo w a soudet a mocninu jakoZto
odpovidajici operace s ordinalnimi &isly, pak ordinalni vyrazy ptedstavuji jednoznac-
né zapisy ordinalnich ¢isel mensich nez g,, kde g, je nejmensi (spoéetné) ordinalni
dislo « takové, ze w* = a. Pritom relace > mezi ordindlnimi vyrazy splyva s relaci
,,byt vEtsi* pro odpovidajici ordinalni ¢isla. Tedy vétu o dobrém uspotfadani mnozZiny
Q lze chapat jako vétu o transfinitni indukci pro ordinalni ¢isla mensi nez ¢,.Uvazme
dale, ze ordinalni vyrazy je mozno konstruktivné vzajemné jednoznaéné zobrazit
na pfirozena Cisla. Tim pfejde > v jistou rekursivni relaci >’ na mnoZiné pfirozenych
¢isel, ktera jsou touto relaci dobfe uspofadana. Tuto relaci lze v Z reprezentovat jistou
foimuli. Kdyby pro tuto formuli bylo moZno v Z odpovidajici v&tu (schéma) o dob-
rém uspotfadani skute¢né dokazat, pak by bylo mozno dlikaz bezespornosti systému
Z formalizovat uvnitf Z. To v8ak podle 2. Godelovy véty neni mozné. Se zfetelem na
zminény vztah k ordinalnim &isltim lze tedy fici, Ze transfinitni indukce pro ordinaini
typ &. i kdyZ ma jisté konstruktivni rysy, je prostfedkem, ktery prekracuje meze
systému Z.

Literatura

[1] BErRNAYS P.: Hilberts Untersuchungen tber die Grundlagen der Arithmetik. Ve 3. svazku
sebranych spistu D. Hilberta, 196 216, Springer, Berlin 1935.

[2] DepexkinD R.: Was sind und was sollen die Zahlen. Brunswick 1888. 10. vydani v nakl.
Vieweg, Braunschweig 1965.

[3] FEFERMAN S.: Arithmetization of metamathematics in a general setting. Fundamenta Math.
49 (1960—61), 35—92.

[4] GentzEN G.: Die Widerspruchsfreiheit der reinen Zahlentheorie. Math. Ann. 772 (1936),
493 — 565.

236



[5] GopeL K.: Uber formal unentscheidbare Sétze der Principia Mathematica und verwandter
Systeme I. Monatsh. Math. Phys. 38 (1931), 173--198.
[6] HiLBerT D. Uber den Zahlbegriff. Jber. dtsch. Math.-Ver. 8 (1900).
[7] HiLserT D.: Mathematische Probleme. Archiv f. Math. u. Phys., 3. Reihe, I (1901), 44-- 63,
213—237.
[8] HiLerT D.: Matematické problémy. Cesky pieklad Gvodni a zavéreené &asti predchoziho
¢lanku, Pokroky mat. fyz. astr. 16 (1971), 15— 22.
[9] HiLBerT D., BERNAYS P : Grundlagen der Mathematik, sv. II. 2. vyd., Springer, Berlin 1970.
[10] SHOENFIELD J. R.. Mathematical logic. Addison-Wesley, Reading 1967.
[11] WANG Hao: The axiomatization of arithmetic. Jour. Symb. Logic 22 (1957), 145157,

KRITERIA VEDECKOSTI PRACI Z TEORIE
VYUCOVANI FYZICE¥)

EmiL KASPAR, Praha

V soudasné dobg, v dobé technického rozmachu, je stale naléhavéjsi otazka, co
vlastné chceme od $kolské fyziky. Je tieba jasné védét, jaké ukoly ma plnit, abychom
si uvédomili celou §ifi a rozmanitost témat, kterdA mohou byt pfedmétem ziajmu
pracovnikil v teorii vyuCovani fyzice. Tato témata se tykaji nejen fyziky na zakladnich
Skolach a gymnasiich, ale i na odbornych a vysokych skolach. Také prace z didaktiky
fyziky, které aZ dosud u nas byly predloZeny k obhajobé, tuto Sitku a rozmanitost
tematiky ukazovaly Co vSak bylo na ur¢itém po¢tu z nich negativni, byla skute¢nost,
Zz tematika nesla stopy nahodného zajmu, at uz samotného pracovnika nebo zada-
vatele prace. V nékterych pripadech se dokonce zdalo, %z néktefi pracovnici, ba
i jejich vedouci byli sami bezradni nejen snad jen v tom, jaké téma védecké prace
volit, ale dokonce i v tom, co to vibec prace z teorie vyuCovani anebo jakakoli
védecka prace jest.

Je tfeba proto naznacit kritéria védeckosti prace, ktera by méli brat v uvahu vy-
konni pracovnici pfi sebekritice, vedouci téchto praci pfi jejich vedeni a posuzova-
telé pti jejich hodnoceni.

Predev8im si ujasnéme pojem ,,v&€decka prace®. Termin .,védecka prace* ma dva
vyznamy: jde jednak o &innost, jednak o pisemny dokument o této Cinnosti. Védecka
¢innost sama o sobé, byt byla sebehodnotngjsi, ma spoleéenskou hodnotu nulovou,
neni-li vyuZita nebo aspoii sdélena. Aby vysledky v&decké ¢innosti mohly byt vyuzity,
musi byt zaprotokolovany a sdéleny. Toto sdéleni je podstatncu soucasti jakékoli
védecké Cinnosti, nebot — jak pravi stary reklamni slogan — .,kdybys zlato za cenu
hliny prodaval, neprodas je, jestliZe to neoznamis*.

*) Podle referdtu predneseného dne 19. 11. 1970 na konferenci JSMF v Trencianském Jastrabi.
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