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Co vlastng délame,
kdyZz délame matematiku?

Ernst Snapper

ERNST SNAPPER se zacal zajimat o filozofii matematiky ve svém rodném Holahdsku, kde studoval
na univerzité v Amsterodamu, aGednim z jeho uéitela byl L. E. J. Brouwer. Pfistéhoval se do Ameriky
v roce 1938 a stal se jednim ze Ctyf aspiranta J. H. M. Wedderburna. Jeho zajem o filozofii se znovu
ozivil v letech 1958— 1963, kdy byl kolegou Maxe Zorna na univerzité v Indiang, a vzplanul neuhasi-
telnym plamenem, kdyZ se o n&kolik let pozd&ji jeden z jeho dvou synu stal filozofem.

Uvod: Za prvé, vyrazem ,,délat matematiku®“ rozumim b&’nou vyzkumnou &innost
aktivniho matematika. Filozofovat o matematice tak, jak to budu délat ja v tomto
¢lanku, tedy neznamena ,,d¢lat matematiku‘‘. Podstatna ¢ast toho, ¢emu se dnes fika
,,zaklady matematiky‘‘, jako je matematicka logika nebo teorie mnoZin, v§ak na druhé
stran neni filozofovanim o matematice, ale délanim matematiky. V tomto smyslu je
tfeba chapat nazev &lanku.

Za druhé, nebudu se snazit vysvétlit, co to znamena délat matematiku tak, aby aktivni
matematik Fekl: ,,Ano, tohle pfesné d&lam‘. Naopak, matematici, které filozofie ne-
zajima, pravdépodobné ani nepoznaji, Ze popisuji jejich Einnost. To je v povaze filozofie.
Filozof tfeba fekne hospodskému pobudovi: ,,Podivej, ty kdyZ jsi st¥izlivy, pouZivas
asi par zakonu aristotelovské logiky.*“ Filozof ma pravdu, ale pobuda nebude pravdé-
podobné védét, o Cem filozof mluvi.

Ve vztahu k matematice jsem konceptualista. Znamena to, Ze se domnivam, Ze mate-
matické objekty jsou vytvorem lidské mysli. V elementarni teorii &isel zkoumame pfiro-
zend &isla. Co je to napfiklad &islo 3? Kazd4 louka je plna trojic, tfeba trojic krav nebo
trojic sedmikrasek, ale Cislo 3, které se vyhfiva na slunci, na Zadné louce nenajdete.
Ve vesmiru &isla neexistuji. Souhlasim s témi, ktefi tvrdi, Ze se daji najit v naSich myslich.
To vsak znamend, Ze moje 3 neni vaSe 3, protoZe moje 3 je v mé mysli a vaSe 3 ve vasi
mysli. Mohou se pak navzajem domluvit rlizni matematici? Mohou, protoZe posloup-
nosti pfirozenych Cisel, které se vytvareji v myslich riznych matematikti, jsou izomorfni.
A izomorfismus, na rozdil od identity, je vSe, co je pro domluvu tfeba.

TotéZ plati pro vSechny matematické objekty. Zkoumame-li trojrozmérny prostor,
ktery nds obklopuje, v mySlenkach si nahrazujeme rovné kolejnice Velké stfedozdpadni
drahy pfimkami a pomyslné trojrozmérné prostory rtiznych matematikd jsou opét
izomorfni. Matematici, struéné feCeno, vytvareji ve svych myslich matematické struk-
tury a studuji takové vlastnosti té€chto struktur, o nichz se mohou domluvit, tj. vlastnosti,
které jsou invariantni vi¢i izomorfismim. Poincaré v [9] to vyjadfil takto: ,,Matematici
nezkoumaji objekty, ale vztahy mezi objekty. Za pfedpokladu, Ze se vztahy mezi objekty
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nezméni, je jim lhostejné, nahradi-li se tyto objekty jinymi. Nevénuji pozornost hmotg,
zajima je pouze forma sama o sobg. '

,,Dé€lat matematiku‘ tedy znamend mentalné tvorit matematické struktury a dokazovat
o téchto strukturdch véty. Dokazovani vét je charakteristickym rysem matematické
dinnosti; jestlize véty nedokazujeme, zcela jisté nedéldme matematiku.

Hned mlzeme trochu upfesnit pojem ,,matematické struktury‘. Matematickou struk-
turu, bez ohledu na to, jak je komplikovand, 1ze vidycky povazovat za mnoZinu. Dejme
tomu, Ze uvazovana matematicka struktura je grupa G, to znamena, Ze je dana mnoZina
G a funkce f* G x G — G, ktera ma obvyklé vlastnosti. Takova funkce f vSak neni nic
jiného neZ podmnoZina kartézského soudinu (G x G) x G a moZina {G, f}, jejiz dva
prvky jsou mnoZiny G a f, je grupa G chapand jako mnoZina. Zda se tedy, Ze ,,dé&lat
matematiku‘‘ znamend mentalng tvofit mnoZiny a dokazovat o nich véty.

Situace je vSak prfece jenom trochu komplikovangjsi. Jsou pfipady, kdy studujeme
obecné vlastnosti vSech struktur néjakého pevné zvoleného druhu. Pfedpokladejme, Ze
studujeme topologii a prohldsime, Ze spojity obraz souvislého prostoru je souvisly.
Nase tvrzeni se vztahuje na vSechny souvislé topologické prostory a souhrn takovych
prostorli neni mnoZzina, ale to, ¢emu mnoZinovi teoretici fikaji,,vlastni tfida‘. Vlastni
t¥idy jsou souhrny, které nemaji kardinalni &isla, jsou na to p¥ili§ velké. PouZiji obvyklou
terminologii teorie mnoZin a budu fikat t¥ida, abych oznadil bud mnoZinu nebo vlastni
tfidu. MnoZina je tfida, kterd ma kardinalni ¢islo; vlastni t¥ida je tf¥ida, ktera je pfilis velka
na to, aby mohla mit kardindlni ¢islo. To dava efektivni kritérium, pomoci néhoZ miiZe
¢lovék, ktery neni mnozinovy teoretik, rychle rozhodnout, je-li dand tfida mnoZina
nebo vlastni tf¥ida. O pfibuzném kritériu se zminim v odstavci 4. MnoZinovi teoretici
pfirozené v&di, Ze mnoZiny lze také definovat jako ty tf¥idy, které jsou prvky jinych tfid,
zatimco vlastni tfidy nemohou byt prvkem Zadné tfidy.

,,Dé€lat matematiku‘‘ znamend mentaln€ tvofit tfidy a dokazovat o téchto tfidich véty.
Z toho plyne, Ze dve zakladni otdzky filozofie matematiky jsou: ,,Jak tvofime tiidy?*
a ,,Jak dokazujeme véty?‘ Na kaZzdou z téchto otazek lze odpovédét nékolika rtiznymi
zpusoby. Mym hlavnim tvrzenim je:

Teze: KaZdou rozumnou metodu, jak tvofit tridy, lze kombinovat s kaZdou rozumnou
metodou, jak dokazovat véty, a takovd kombinace predstavuje méd matematiky.

Nemyslim si, Ze matematika je jedineénd doktrina, existuje nékolik druhti matematiky
podle toho, jak se rozhodneme tvofit t¥idy a jak se rozhodneme dokazovat véty. V sou-
dasné dobé€ je znamo nékolik riznych metod, jak tvofit t¥idy, konkrétné metoda pouzi-
vana v klasické matematice (odstavec 4) a metody, které pouZiv4 intuicionismus a pfi-
buzné konstruktivistické programy (odstavec 5). Pokud jde o konstruktivistické progra-
my, omezim se v diskusi na intuicionismus. Vzhledem k tomu, Ze filozofie dava k dispo-
zici rizné teorie pravdivosti, existuje také né€kolik riznych postupli pro dokazovani
matematickych v&t. KaZd4 teorie pravdivosti vede ke specifické dikazové metod&
(odstavec 1) a volba diikazové metody je ur€ena tim, kterou teorii pravdivosti pfijmeme.
V klasické matematice je ditkazova metoda zaloZena na korespondenéni teorii pravdi-
vosti (odstavce 2, 4), zatimco intuicionistickd dikazova metoda je zaloZena na pragma-
tické teorii pravdivosti (odstavce 3, 5).
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Méli bychom si zvyknout na skute€nost, Ze existuje mnoho matematickych médu,
pravdépodobné mnohem vic, neZ jich zndme v soufasné dobé. V Zadném piipadé
nemame diivod domnivat se, Ze v§echny metody, jak vytvaret tfidy a jak dokazovat véty,
byly uZ objeveny. Kromé toho Ize zndmé metody z obou skupin riiznymi zplisoby kombx—
novat, a tak mohou vznikat nové druhy matematiky.

Odstavec 1. Jak dokazujeme véty?

Dtikaz a pravdivost jsou pfibuzné pojmy. Dokazujeme piece, Ze néco je pravdivé.
Ve filozofii existuje nékolik teorii pravdivosti, kazda z nich s sebou nese svoji specifickou
logiku. Tato logika urluje ditkazovou metodu, spojenou s danou teorii pravdivosti:
pravdivost uréuje ditkaz, ne naopak. Praxe logiky dané teorie pravdivosti — nebo ekvi-
valentné: praxe dilkazové metody spojené s touto teorii pravdivosti — je diikazova
metoda, kterou pouZivd matematik. Je tedy zfejmé, Ze v matematice neexistuje jedind
dukazova metoda, ale Ze tato metoda zavisi na volbé teorie pravdivosti. Je-li tato teorie
zvolena, je matematik pfi dlikazech vét vazan na logiku této teorie. Napftiklad klasicka
matematika pouZivd korespondenéni teorii pravdivosti (odstavec 2), intuicionismus
pouziva pragmatickou teorii pravdivosti (odstavec 3).

Logika zvolené teorie pravdivosti je matematicky zvladnuta, je-li vyjadfena jako
formdlni logika ve formalnim jazyce. Potcm lze ditkkazy v této teorii pravdivosti vyjadfit
bud v tomto formélnim jazyce, nebo v matematikove pfirozeném jazyce. Pokud zminéna
logika nebyla matematizovana, lze diikazy ve zvolené teorii pravdivosti formulovat
pouze v pfirozeném jazyce. Zatim byly matematizovany pouze logiky korespondenéni
a pragmatické teorie; proto se omezim v dal§im textu pouze na tyto dvé¢ teorie. Presto
v8ak kaZdd Zivotaschopnd teorie pravdivosti ddvd vzniknout ditkazové metodé, kterou
mohou matematici pouZivat.

Odstavec 2. Korespondenéni teorie pravdivosti

Objekty, které jsou v této teorii pravdivé nebo nepravdivé, jsou deklarativni véty pouZi-
tého jazyka. Pfedpokladejme, Ze timto jazykem je CeStina. Pfikladem deklarativni véty
je véta ,,Snih je bily*‘. Kazda deklarativni véta se vztahuje k n&jaké skute¢nosti (faktu),
uvedend véta ke skute€nosti, Ze snih je bily. Fakt, ke kterému se deklarativni véta vzta-
huje, miZe byt néco v realném svété mimo nds jako v pfikladu ,,Snih je bily*, nebo to
muZe byt néco myslenkového v nas, tfeba ,;Sedm plus pét je dvanict*. Uvédomme si,
Ze nem4 smysl ptat se, je-li néjaky fakt pravdivy nebo nepravdivy. Fakta mohou existo-
vat, miZeme si je pfat nebo se jich obavat, ale nemiiZeme hovofit o jejich pravdivosti
nebo nepravdivosti. Ve zbytku tohoto fldnku bude ,,véta** znamenat vZdy ,,deklarativni
vétu'*.

Je-li véta pravdiva nebo nepravdiva, zavisi na tom, jak odpovida faktu, ke kterému
se vztahuje. Véta ,,Snih je bily* je pravdiva, protoZe snih je skute¢né bily. Véta ,,Sedm
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plus pét je dvandct je pravdiva, protoZe sedm plus pét je skutené dvanact. Obecné,
véta S je pravdivd, jestliZe odpovidd faktu F, ke kterému se vztahuje, takovym zpiisobem,
Ze milZeme Fici, Ze popisuje F sprdvné; strucné feleno, jestliZe S souhlast (koresponduje)
s F. Jestlize S nesouhlasi s F, Fikdme, e S je nepravdivd, nebo ekvivalentné, e pravdivd je
71S. (71 znamen4 ,,ne*.)

Matematik, ktery nema filozofické vzdélani, nemtze byt s touto filozofickou definici
pravdivosti spokojen. Matematici chtéji, aby definice byla vidy jasnd a jednoznaéna,

v

nikoliv vagni a neur¢itd. Hlavni pfi€inou této nespokojenosti je vSak, jak uvadi Russell
v [10], nevhodné zvoleny termin. Misto ,,filozofické definice* by bylo vhodngjsi hovofit
o ,.filozofické analyze‘‘. Na rozdil od matematické definice je filozofickd definice pouhy
rozklad pojmu na jednotlivé slozky. Uvedena definice rozkladd pojem pravdivosti na
slozky véta, fakt a korespondence. Termin ,,filozoficka definice** uZ nebudu pouZivat.

Necht S je véta a Fje fakt, ke kterému se vztahuje. Pokud jsme uZ néjakym zpisobem
rozhodli, Ze S souhlasi s F (tzn. Ze S je pravdiva), budu fikat, Ze S byla verifikovana.
V korespondenéni teorii neni tfeba, aby véta nebo jeji negace byly verifikovany dfiv, neZ
smime prohlasit, Ze véta musi byt bud pravdiva, nebo nepravdiva. O kazdé vété se naopak
pfedpoklada, Ze je bud pravdiva, nebo nepravdiva, ne vSak oboji soucasné. Plati to
dokonce i pro takové véty, jejichZ pravdivostni hodnota nebude nikdy zndma, nap¥iklad
,,Pfed velkym tfeskem Zili lidé*. Z toho je patrné, Ze korespondenéni teorie pfedpoklada
platonskou existenci pojmu pravdivosti. Skutenost, Ze v korespondenéni teorii je kazda
véta bud pravdiva, nebo nepravdiva, a to i tehdy, jestlize nebyla nebo nemohla byt
verifikovana, vyjadfim tim, Ze feknu, Ze korespondenéni teorie je verifikacné nezdvisld.

Zminim se nyni o logice korespondenc¢ni teorie. P¥i omezeni jazyka na predikatovy
jazyk prvniho ¥ddu L podal Tarski [11] matematickou definici (nikoliv v§ak filozofickou
analyzu) pravdivosti v metajazyce L. Takto vznikld matematickd teorie pravdivosti
je zakladem pro obvyklou logiku prvniho fadu s obvyklymi formélnimi dikazy, kterou
v§ichni uéime v kursech matematické logiky. Pfijmeme-li korespondenéni teorii pravdi-
vosti, jsme pfi diikazech v&t vazani na pouziti klasické logiky. Korespondenéni teorii
a jeji matematizaci lze nalézt v [5, dily 1, 2].

Odstavec 3. Pragmatick4 teorie pravdivosti

Pragmaticka teorie pravdivosti, kterd pochazi od Williama Jamese, Charlese Pierce,
Johna Deweyho a dalSich pragmatistti, proZila svlj rozkvét v prvni étvrtin€ tohoto
stoleti [5, dily 5, 6]. Vyklad této teorie se u riiznych pragmatistli pongkud li§i. PfidrZim
se vykladu, ktery uvadi Dewey.

Objekty, které jsou pravdivé nebo nepravdivé, jsou opét (deklarativni) véty pouZitého
jazyka, napiiklad CeStiny. Véta S se opét vztahuje k faktu F a verifikovat S zase znamenad
s koneénou platnosti rozhodnout, Ze S souhlasi s F. Na rozdil od korespondencni teorie
se nepfedpoklada platonska existence Zadného druhu pravdivosti. NemiZzeme proto
tvrdit, Ze kazda véta je bud pravdiva, nebo nepravdiva. Naopak, pokud se rneuzavie
zkoumdni, kterym se verifikuje S nebo 1., se v&t€ S nepfisuzuje vitbec Zidna pravdivost-
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ni hodnota. Pragmaticka teorie je tedy pravym‘ opakem verifikaéné nezdvislé teorie;
pragmatickd pravdivost je verifikace. MEl bych asi uvést n&jaky priklad.

Mala obména jednoho pfikladu, ktery uvadi Dewey [3], je tato: Ngjaky Elovek se
ztrati v lese a fekne si: ,,POjdu-li na sever, najdu z toho zatraceného lesa cestu ven.*
Je tato véta pravdiva, nebo nepravdiva? Je-li vyslovena uprostied lesa, nema Zadnou
pravdivostni hodnotu, protoZe je§té nebyla podrobena zkouméani. Pdjde-li tento lovék
skute¢né na sever a dostane se z lesa ven, pak se v této chvili véta stdvd pravdivou.
Vidi-li vSak, Ze se po mnoha hodinach cesty na sever dostava stdle hloubgji do lesa,
dospéje k zavéru, Ze se véta stala nepravdivou.

Zalezi samoziejmé na tom, co pfesné Dewey minil ,,zkoumédnim*‘. Zde se opét ocitame
ve filozofické situaci, ve které neni mozné formulovat pfesnou matematickou definici,
protoZe riznych typt vét je pfili§ mnoho. Aby vsak bylo néjaké zkoumani podle prag-
matistd pfijatelné, musi v kazdém p¥ipadé spliiovat tyto dvé podminky. Za prvé, zkou-
mani musi byt tak konkrétni a praktické, jak jen uvaZovana véta dovoluje. V piikladé
Elov&ka, ktery se ztratil v lese, pfipustné zkoumani nutné spodiva v tom, Ze ¢lovék piijde
na sever. Za druhé, musi byt vidy moZné uzaviit zkoumani v koneéném €ase. Omezime-li
se na véty, kterymi se zabyvame v matematice, pak poZadavky na to, aby n&jaké zkouma-
ni bylo podle pragmatist pfijatelné, pfechazeji v podminky, které na ditkazy kladou
intuicionisté. Takové dikazy se pfirozen€ nazyvaji ,,konstruktivni‘‘. Vypljcim si tento
termin a feknu obecné, Ze zkoumdni je pro pragmatisty pfijatelné, jestlize to je kon-
struktivni zkoumdni. Obdobné verifikaci véty, zaloZzenou na konstruktivnim zkoumani
nazvu konstruktivni verifikaci. Tvrzeni, Ze pragmaticka pravdivost je verifikace, miZeme
nyni upfesnit takto: pragmatickd pravdivost je konstruktioni verifikace.

Jak je to s logikou pragmatické teorie pravdivosti? S klasickou logikou zde samoziejmé
nevystaéime. Véta ,,Existuje nekoneéné mnoho prvoéiselnych dvojcat‘‘ je v soufasné
dobé bez pravdivostni hodnoty a zakon vylou€eného tfetiho se tu neuplatni. A jak je to
s negaci?

UvaZme opét ¢lovéka, ktery se ztratil v lese a oznaéme S vétu, kterou si fekl. Pfed-
pokladejme, Ze po mnoha hodindch cesty na sever, kdy les kolem ného stile houstnul,
dojde k zavéru, Ze pravdiva je 71S. Jedinym divodem pro tento zavér je to, Ze dokonéil
zkoumani, které ukazuje, Ze S odporuje skute¢nosti. Negace pragmatické teorie pravdi-
vosti je intuicionistickd negace.

Zkouméame-li v tomto duchu pragmatickou interpretaci logickych spojek a kvanti-
fikatort, zjistime, Ze logika pragmatické teorie pravdivosti je intuicionistickd logika.
,,Intuicionistickou logikou‘ tu nemyslim Zadnou formélni logiku, ale pouze zpiisob
zdtivodtiovani pfijimany intuicionisty. KdyZz Heyting formalizoval tento zpiisob zdi-
vodiiovani [8, kap. VII], formalizoval pragmatickou logiku.

Uplné zdiivodnéni toho, e intuicionisticka logika je logika pragmatické teorie
pravdivosti, by si vyZadalo dalsi lanek. Hlavnim divodem je vSak to, Ze intuicionisticka
pravdivost neni nic jiného neZ pragmatickd pravdivost omezend na takové véty, které
se vyskytuji v intuicionismu. Oba druhy pravdivcsti jsou ztotoZnény s konstruktivni
verifikaci.

Vzniké pfirozené otazka, je-li na misté ztotoZiiovat pravdivost a verifikaci tak, jak
to délaji pragmatisté a intuicionisté. Carnap varoval pfed zaméiovanim pravdivosti
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a verifikace [2]. Pravdivost je nad&asova, zatimco verifikace je &asové vdzana v tom
smyslu, Ze dnes véta nemusi byt verifikovana, ale zitra ano. Logika verifikadni teorie
zavisi na tom, jak silna verifikace je pouZita. Neni-li pouZita viilbec 74dn4 verifikace
jako v ptipad¥ korespondenéni teorie pravdivosti, dojdeme ke klasické logice. Cim je
verifikace siln&j3i, tim v&tsi je posun logiky od klasické k intuicionistické. Nejsiln&jsi
moznéd verifikace je konstruktivni verifikace a jeji logika je intuicionistickd logika.
ProtoZe souhlasim s Carnapem v tom, Ze bychom neméli zaméfiovat pravdivost a veri-
fikaci, nebudu uZ mluvit o pragmatické pravdivosti nebo intuicionistické pravdivosti,
ale pouze o konstruktivni verifikaci.

Odstavec 4. Klasickda matematika

Mdéd matematiky je uréen iimluvou o tom, jak se maji tvofit t¥idy a jak se maji doka-
zovat véty (teze). Hledame-li filozoficky zdklad matematického médu, musime si poloZit
otazku: ,,Ktera filozofie je zdkladem pro tvofeni tfid? a ,,Ktera filozofie je zdkladem
pro diikazovou metodu?

V klasické matematice se k ditkazim vét, af uZ jsou provadény v pfirozeném nebo
formalnim jazyce, pouziva klasicka logika. Filozofickym zdkladem této dtikazové meto-
dy je tedy korespondenéni teorie pravdivosti (odstavec 2). Odpovéd na otazku tykajici se
tvofeni tf¥id neni zdaleka tak jednoducha.

Nikdo zatim nebyl schopen najit filozofii, na jejimz zakladé jsou v klasické matematice
tvofeny t¥idy. Musime proto pfipustit, Ze z hlediska filozofie neni klasickd matematika
v pofddku. Odhlédndme tedy na chvili od filozofie a zkoumejme zplisoby, kterymi se
v klasické matematice tvofi tfidy. Neptame se pfi tom, jak lze axiomatizovat tvofeni
tfid, ale jak je matematici pfi praci skute¢né tvoii. Existuji dva zplisoby:

I. Tvofent tfid na zdkladé dané tFidy. Tento zpusob tvofeni t¥id je vZdy relativni v tom
smyslu, Ze je ddna tfida a na zdkladé této tfidy se utvofi tf¥ida nova. Jako ptiklad lze
uvést vytvofeni mnoziny racionalnich Gisel na zdkladé mnoZiny celych &isel, mnoZiny
realnych C&isel na zdkladé mnoZiny racionalnich Cisel atd.

II. Tvoreni tfid na zdkladé dané viastnosti. Kdykoli je ddna n&jaka vlastnost objekti,
muzZeme vzdy utvofit tfidu vSech objektl, které tuto vlastnost maji. Je v§eobecné znamo,
Ze bezstarostné zachazeni s takovymi tfidami vede k mnoZinové teoretickym paradoxtim,
jako jsou tfeba paradoxy Russellovy a Buraliho-Fortiho. ,,Bezstarostné‘“ neznamena,
jak si mnoho matematikt chybné mysli, Ze neni mozné tf¥idu utvofit. ,,Bezstarostné*
znamena, Ze vytvofend tfida miZe byt vlastni tfida a nelze s ni proto zachazet jako s mno-
Zinou. Zamysleme se nad tim hloubgji.

Existuji vlastnosti dvojiho druhu. Vlastnost prvniho druhu je takova, Ze je-li X
mnoZina, jejiz viechny prvky maji tuto vlastnost, pak vZdy existuje objekt, ktery mé
tuto vlastnost, ale nepatfi do X. Pfiklady takovych vlastnosti jsou: byt neprazdnou
mnozinou s danym kardinalnim &islem; byt mnoZinou, kterd neni svym vlastnim prvkem;
byt ordindlnim &islem; byt spojitym topologickym prostorem.

Je-li vlastnost prvniho druhu, pak mnoZiny, jejichZ viechny prvky maji tuto vlastnost,
stale rostou a jejich rist se nikdy nezastavi. Je zfejmé, Ze nemlzZe existovat mnoZina,
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ktera obsahuje vSechny objekty s touto vlastnosti. Tyto objekty tvori vlastni t¥idu a proti
pouziti této vlastni t¥idy nejsou Zadné logické namitky. Vlastni t¥idy nemaji kardinalni
&isla a nemohou byt prvky tf¥id. Mohou viak slouZit jako defini¢ni obory funkci a lze
s nimi provadét mnoho mnoZinové teoretickych operaci. Jestlize vSak s vlastni tfidou
zachazime jako s mnoZinou, vzniké nebezpedi, Ze se, jak upozortioval Russell, dostaneme
do bludného kruhu; disledkem je pak mnoZinové teoreticky paradox [7]. PFicinou
mnoZinové teoretickych paradoxii neni to, Ze utvorime viastni tFidu, ale to, Ze s vlastni
tFidou zachdzime jako s mnoZinou.

Tento pfistup k mnoZinoveé teoretickym paradoxim je poné€kud polemicky. Russell
byl toho nazoru, Ze uZ jenom vytvofit vlastni tfidu znamena dostat se do bludného kruhu,
a je tedy z logického hlediska neziddouci. V tomto bod€ s nim nesouhlasim.

Vlastnost je druhého druhu, neni-li to vlastnost prvniho druhu, tj. jestlize vSechny
objekty, které maji tuto vlastnost, tvofi mnoZinu. Pro aktivniho matematika, ktery
neni mnoZzinovy teoretik, je t¥idéni vlastnosti na vlastnosti prvniho a druhého druhu
ucelné, protoZe nevznikaji pochybnosti o tom, kterého druhu je dana vlastnost, a tedy
zda objekty, které maji tuto vlastnost, tvo¥i vlastni tf¥idu nebo mnoZinu. MnoZinovi
teoretici toto kritérium nepotfebuji, protoZe ti definuji pojem mnoZiny pomoci relace
,,byt prvkem*.

Odstavec 5. Intuicionismus

Intuicionismus je na tom z filozofického hlediska nepochybné mnohem Iépe neZ
klasickd matematika. To proto, Ze intuicionisté dokazi uspokojivé odpovédét na obé
otazky: ,,Ktera filozofie je zdkladem pro intuicionisticky zplisob tvofeni t¥id?‘ a ,,Ktera
filozofie je zdkladem pro intuicionisticky zplisob dokazovani v&t?“ Uvedme strucng
obé€ odpovédi.

Intuicionisticky diikaz je konstruktivni dikaz, a tedy filozofie, kterd je zdkladem
pro intuicionistickou dikazovou metodu, je teorie konstruktivni verifikace s intuicionis-
tickou logikou (odstavec 3).

Pokud jde o tvorbu ttid, zadinaji intuicionisté vytvofenim p¥firozenych ¢&isel 1, 2, 3, ...
(0 mezi tato &isla nepatfi). Pfijimaji kantovskou tezi o tom, Ze si tato &isla uvédomujeme
na zéklad& nasi pfedstavy Casu a &asovych posloupnosti. Pe€livym studiem této teze
v intuicionistickém kontextu dostaneme pfedstavu o mentdlnich pochodech, pomoci
nichZ ziskdme pfirozena &isla.

Teze, kterd je zdkladem pro intuicionisticky zplisob tvofeni t¥id, tvrdi, Ze délat mate-
matiku spodivd vyhradné v tom, Ze postupné provadime pouze ty mentdlni kroky, po-
moci nichZ dostavame pfirozena &isla [6, kap. IV]. PFi tvorbé t¥id lze pouzit jenom ko-
neény polet téchto kroki a v disledku toho ma tvofeni tfid konstruktivni charakter.

vevr

Podrobnéjsi rozbor této teze vede opét ke dvéma typim tvofeni t¥id.
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1. Expanze*) (rozpéti). Tento typ tvofeni tiid je obdobou ,,tvofeni tfid na zakladé
dané t¥idy* v klasické matematice. Expanze je definovdna na zakladé dvou danych in-
formaci: zdkona expanze a komplementarniho zdkona [8, kap. III].

II. Species*). Tento typ tvoreni tfid je obdobou ,,tvofeni t¥id na zakladé dané vlast-
nosti‘“ v klasické matematice. Pfesnéji, species je vlastnost, kterou matematicky objekt
muZe mit [8, kap. III]. Aby byl matematicky objekt prvkem dané species, musi spliiovat
dvé podminky: (1) musi mit vlastnost, o kterou jde, a (2) musi byt definovatelny nezavisle
na definici species.

Z druhé podminky vyplyva, Ze Zadna species nemiZe byt svym vlastnim prvkem a tato
podminka také zabrafiuje jakékoli form& kruhovosti v intuicionistické relaci ,,byt prv-
kem*. Chrani tedy intuicionismus pfed mnoZinové teoretickymi paradoxy a zpisobuje,
Ze neni t¥eba rozliSovat mezi species prvniho a druhého druhu.

Nazory na to, zda dané konstrukce t¥idy se skuteéné opird pouze o takové mentalni
kroky, pomoci nichZ vznikaji pfirozena ¢isla se mohou lisit. To vedlo ke konstruktivistic-
kym programiim, které s intuicionismem souviseji, ale odklangji se od ného. Intuicio-
nismus na pfiklad pfijima posloupnosti svobodné volby, ale konstruktivisticky program

Eretta Bishopa nikoli.

Odstavec 6. Epilog

V tomto ¢lanku byly zkoumany dvé otazky:,,Jaky je filozoficly zdklad zpisobu, kterym
tvofime t¥idy?‘ a ,,Jaky je filozoficky zdklad zplsobu, kterym dokazujeme véty?‘
Pfi odpovédi na druhou otdzku jsem vychézel z filozofie pravdivosti a verifikace. Na
prvni otazku lze uspokojivé odpovédét v intuicionismu, intuicicnisticky zptisob tvofeni
tfid je zaloZen na kantovské filozofii asové posloupnosti.Vp¥ipadg klasické matematiky
jsem nebyl schopen na prvni otazku odpovédét. Najit filozofii, kterd by byla zdkladem
pro klasicky zptsob tvofeni t¥id, pfedstavuje hlavni ukol, ktery stoji pfed filozofii ma-
tematiky. Jakmile bude tento problém vyfeSen, budeme oprdvnéni tvrdit, Ze matematika
je v pofadku nejenom po technické, ale i po filozofické strance. Do té doby to v§ak neni
mozZné.

Intuicionisté nebudou pfirozené souhlasit s tim, Ze existuje n€kolik dobrych metod,
jak tvofit tfidy a jak dokazovat véty. Uznavaji pouze jedinou metodu, jak tvofit tfidy,
a jedinou metodu, jak dokazovat véty, totiZ svou vlastni. Tim by se vSak vétSina klasické
matematiky redukovala na nesmyslné slovni kombinace a podle Descartovy tuivahy
by z toho plynulo, Ze neexistuji. To prosté nemohu pfijmout. Na druhé strané vSak
nesouhlasim ani s klasickymi matematiky, ktefi tvrdi, Ze intuicionismus neni matematika.

*) Ceska termonologie zakladnich intuicionistickych pojmu zatim neexistuje. P¥ prekladu tohoto
¢lanku byl puvodni anglicky termin ,,spread** prekladan vyrazem expanze (rozpéti). Tato volba se
opirala o ruskou terminologii, ve které je ,,spread‘ prekladan vyrazem ,,notox‘ (= proud, tok,
rozpéti).

Druhy termin, v angli€ting ,,species*’, byl vzhledem ke svému latinskému puvodu prekladan do
CeStiny vyrazem species (podst. jm. Zen. r., viz Slovnik jazyka &eského, SPN 1989). Za navrh pfekladu
obou termint d&€kuji RNDr. P. HAskovi, CSc. Pozn. pfekl.
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Dummett ve velmi zajimavém ¢&lanku [4] diskutuje i otdzku ,,Jak dokazujeme véty 7
Pta se, jsme-li nuceni pouZivat k tomuto udéelu intuicionistickou logiku misto klasické
a jeho odpovéd je zaloZena na teorii vyznamu. Teorie vyznamu z4visi na teorii pravdi-
vosti a teorii verifikace. J4 jsem pouZil pouze druhou a tfeti teorii, nikoli v§ak prvni.
Moje diskuse se proto zjevné pohybovala na nizsi filozofické urovni neZ Dummettova.
Mohl jsem si to dovolit, protoZe jsem se nikdy neptal, ma-li byt nékterd z téchto logik
preferovana, nemyslim si to totiz. Studuje-li nékdo pravdivost, musi pouZit klasickou
logiku; studuje-li konstruktivni verifikaci, musi pouZit intuicionistickou logiku. V ma-
tematice jako v kazdé jiné intelektudlni &innosti si mize ka?dy svobodng vybrat, chee-li
zkoumat pravdivost nebo verifikaci.

Dummettovy zavéry vlastné mozZnost svobodné volby v matematice nepopiraji. Na
jedné strané tvrdi, Ze konceptualisticky p¥istup k pfirozenym ¢&islim, tedy takovy, ktery
jsem v tomto ¢lanku zastaval ja, sdim o sob& nikoho nenuti, aby preferoval intuicionistic-
kou logiku pted klasickou, ledaZe by byl dost tvrdohlavy na to, aby ,,popiral, Ze existuje
né&jaké tvrzeni, které je nyni pravdivé, o tom, jaky by byl vysledek vypodtu, ktery jesté
nebyl proveden, kdyby byl tento vypodet proveden‘. Na druhé strané v§ak uvadi diiraznou
argumentaci, jejimz smyslem je ukézat, Ze nezavisle na tom, je-li nékdo ve vztahu k ma-
tematickym objektiim konceptualista nebo platonik, musi ddvat pfednost intuicionistické
logice pfed klasickou. Tato argumentace se podstatnym zplisobem opird o Wittgenstei-
novy nazory na jazyk. Dummett potom, co své zdiivodnéni skondi, ¥ikd: ,,Nebudu tady
zdrZovat tim, Ze bych se pokousel tuto argumentaci hodnotit ...*“ Pokud by takové
hodnoceni nezvratné ukazalo, Ze argumentace musi byt pfijata, pak bych si pomyslel,
Ze s Wittgensteinovou teorii jazyka neni v8echno v pofadku. V této chvili vSak nevidim
rozpory mezi Dummettovym a svym ¢lankem.

Napise-li nékdo ¢lanek, vklada do ného vidy svoje nadéje. Ja doufim, Ze miyj ¢lanek
pfispéje k tomu, aby filozofie matematiky ziskala opét tictu, které se kdysi t&sila.
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