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4. Zavér

Rentgenova topografie ma nyni uZ své stalé misto pfi studiu poruch krystalové
mfizky a vhodné dopliiuje jiné metody. Jeji pfednosti zaleZeji v tom, Ze je zna¢né citliva

vy

i na velmi malé deformace krystalové miiZky a Ze dokaZe zobrazit poruchy leZici nejen
pfi povrchu, ale i jejich rozloZeni v celém objemu vzorku. Dalsi jeji velkou pfednosti
je ito, Ze na vzorek nepiisobi destruktivné, takZe pomoci ni Ize sledovat i vyvoj mfiZko-
vych poruch b&hem jednotlivych technologickych operaci, a to stale na stejném vzorku.

vr~

Studium mfiZkovych poruch kifemiku, zejména jejich strukturnich transformaci
b&hem vysokoteplotnich operaci a jejich korelace s elektrickymi parametry p—n prke-
chodi, jsou v soucfasné dob& stfedem zdjmu vSech vyrobcli integrovanych obvodu.

vry

Impulsem k zintenzivnéni vyzkumu fyzikalnich vlastnosti mfiZkovych poruch v Si v§ak
jsou i pfekvapivé efekty, které s sebou nese tak &isty a dokonaly material, jako je
monokrystalicky kfemik.
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Vyucovani je vSestranny proces, ktery
zahrnuje rozvoj- kritického  mysleni
a schopnosti pfijimat nové myslenky.
Pfitom ten, koho vzdélavame, uvaZuje,
hodnoti, ¢ini zavéry, ale i pochybuje
o tom, co je mu pfedkladano. Jeho rozho-
dujici dovednosti je schopnost osvojovat
si, tfidit a wuZivat ziskané informace
k hlubsimu a pln&j§imu porozuméni. Zni
to pon€kud paradoxné, ale vzdélavaci
proces je ve své podstaté autonomni; své
vzdélavani si muZeme organizovat a Fidit
sami.

Vyulovani bude netspé$né, nedokaze-
me-li v kaZdé fazi vyuky stavét na né&jaké
pfedem pfipravené zikladné, na jakémsi
,,NiZ§im stupni reality*. Tak napf. jestlize
si studenti jiZz uvé€domuji ,,vSudypfitom-
nost* grup, budou pravdépodobné ochot-
ni osvojit si o nich téZ jisté mnoZstvi teore-
tickych poznatkii. JestliZze pochopili za-
klady fyziky, mohou projevit zdjem o di-
ferencialni rovnice. KdyZ se jim zalibilo
studium nekoneénych fad, muZe je zauj-
mout usili vedouci ke zlepSovani kritérii
konvergence. DokaZeme-li jim piedat to-
lik informaci, aby porozuméli tivaham
obsaZenym v diskusi Bernoulli- d’Alem-
bert - Euler - Lagrange, ktera vrcholila ve
formulaci Fourierovy véty, je vysoce pravdé-
podobné, Ze budou souhlasit s tvrzenim,
7e matematika je nikoliv obtiznym, neuZi-
teCnym nebo dokonce smyslu zbavenym
pfedmétem, ale vysoce vzruSujicim intelek-
tualnim dobrodruzstvim.

Matematika je jednou z hlavnich sloZek
nasi kultury. MuzZe, a méla by proto byt
vyznamnym vzdélavacim Cinitelem. V této
roli v§ak — obdobné jako fada dalSich
pfedmétti — pfili§ usp&né neni. Je tomu
tak proto, Ze vyufovani matematice je
vystaveno celé Skale riiznych nebezpedi.
Uvedme si néktera z nich:
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Zdkladni myslenky zanikaji v pFivalu
vét a dikazi

..... [Galois] ¢asto marn& patral v nej-
rizngj§ich udebnicich a pojednanich ve
snaze nalézt prav€ ony kli¢ové ideje mate-
matiky. Byl piesv€dCen, Ze opomijime-li
zdiiraziiovat pfi vyu€ovani tyto mySlenky,
opravdové jadro predmétu se dusi a hyne
pod horou vét a pougek [1].

Vyucovdni trpi pfemirou trivialit

..... jsme presvédcleni, Ze negativni pfi-
stup zaki k aritmetice na zakladnich Sko-
lach, kde méla aZ do doby zcela nedavné
tak vysoce nedostacujici intelektualni na-
plii, neni jen n&jakym nestastnym druhem
vzdoru proti obtiZnému pfedmétu, ale
zcela normalni reakci na Cinnost, v niz
hlavni roli hraji triviality. [2]

vy

Vyuka je znacné roztfisténd

..... je néco chybného v soucasném
vzdélavacim procesu, néco, co se ziejmé
dale zhorSuje vzhledem k soucasnému
prudkému rozvoji matematiky jako védy.
NaraZim zde na casté stiZnosti studentl
tykajici se skutecnosti, Ze jednotlivé pred-
nasky, které jim nabizime, jsou pfili§ za-
hledéné do sebe a Ze vyulujici se vibec
nepokouseji objasnit jejich vzajemné sou-
vislosti. Studenti se pravem ptaji: Jak
spolu souviseji vSechny tyto specialni
poznatky a jaky vyznam ma kaZdy z nich
pro hlavni proud matematiky? A viibec,
kam to viechno spg&je? [3]

Zkresleni vzdéldvacich cilii vede k pro-
dukci ,,specialisti, jimZ chybi filozofické
zdzemi a tim potFebnd uméFenost**

..... i mezi nejschopnéj§imi mladymi
matematikymiZeme nalézt fadu takovych,
jimZ zcela chybi znalosti tykajici se zdzemi
a vyznamu jejich védecké prace, ktefi ne-
maji opravdové ani hluboké duvody pro
tuto ¢innost a navic se vyznaduji absolutni



neznalosti obecné povahy matematiky.
Kratce fe¢eno, jsou to nevzdélani specia-
listé. Na dotaz, pro¢ jsou védeckymi pra-
covniky, v nejlepS§im pfipadé odpovidaji,
Ze to je cesta, ktera vede k ziskani publi-
kovatelnych vysledkt a tim i dobrého
zam&stnani. [3]

Md-li matematika plnit ulohu vzdéld-
vaciho pfedmétu, musi byt péce o jejitechni-
ckou strdnku vyvdZena pozornosti vénova-
nou strukturdlnim, historickym, genetic-
kym a filozofickym aspektiim matematiky.

V soucasné dobé existuje naStésti jiZ
nékolik uéebnic, jejichZ piistup k riznym
oblastem matematiky je geneticky, resp.
historicky (napf. [4], [5], [6]). M¢ vlastni
poznamky ilustruji strukturdini pFistup
k matematice. Jsou to vlastn€ jen drobné
modifikace koment4ft proslovenych né-
kterymi mymi ugiteli. (Napf. jeden z nich
uvedl kursovni prednasku z geometrie
vétou: ,,Na rozdil od Eukleida Hilbert si
uvédomil, Ze je moZno studovat formu
bez obsahu.“ Jiny, v rdmci prednasky
z analyzy v komplexnim oboru, pozna-
menal: ,,Jak Ize nalézt n€jakou zajimavou
tfidu funkci? Jisté se dohodneme, Z¢ ana-
lytické funkce jsou duleZité; pak ale totéz
plati i pro harmonické funkce. Harmo-
nické funkce jsou vsak spojitym FeSenim
Laplaceovy rovnice. A to nas pfivadi na
mySlenku, Ze diferencialni rovnice by
mohly byt jednim ze zdroji zajimavych
tfid funkci.*)

NeEkteré z mych poznamek vychazeji
z pfikladu ilustrujicich néjaky matema-
ticky pojem. Jiné se tykaji pojmu nebo
myslenky, které davaji sjednocujici po-
hled na dvé nebo vice zdanlivé vzajemné
nesouvisejicich oblasti. DalSi predstavuji
pokus vydélit a ozfejmit kli€¢ovou myslen-
ku né&jaké teorie. Jsou zde také poznamky
didaktické povahy. Material si vybiram
z nejraznéjsich partii — od s¢itani zlomki

aZ k Fourierové vété. Tato rtiznorodost
odrazi mé hluboké presvédceni, Ze ko-
mentafe strukturalni povahy lze uvadét
vZdy, Ze nemusi byt omezeny jen na né&jaké
specidlni oblasti matematiky nebo jen na
jisty stupeit vyuky.

Netvrdim, Ze niZe uvedené ilustrace
jsou né¢im zvIast vyznamné. Jist€ mohou
a mély by casto byt nahrazeny riznymi
jinymi pfiklady. Nemély by vSak byt za-
mitnuty s odivodnénim, Ze jsou trivialni.
MoZn4, Ze pro vyuclujici zfejmé jsou; vim
v§ak, Ze viibec nejsou samoziejmosti pro
vétsinu studentd.

Funkce a rovnice

Nékdy miZzeme do véci Iépe nahlédnout
tim, Ze jsme vyvedeni z konceptu. Proto
davam obcas studentim tuto otazku:
Funkce patfi mezi nejdileZitéjsi objekty
matematického studia. JestliZe je néjaka
funkce déna predpisem tvaru y = 2x,
resp. y = x? apod., pak pro libovolnou
hodnotu x umime vypoéitat pfisluSnou
hodnotu f(x). Ale co zde pak zbyva ke
zkoumani?

Pfili§ Casto je posluchirna konsterno-
vana touto otazkou. Zdaraznim, Ze lze
stéZi studovat to, co neni néjakym zpuso-
bem zadano. V ten okamZik Sok mizi.
Dohodnemese — pojakémsisokratovském
dialogu—, Ze je-li ddna né&jaka funkce f
s definiénim oborem D, vyvstavaji obvykle
dvé€ zékladni otazky:

(1) Co je f(D), tj. jak vypada obor hodnot
funkce f?

(2) Kdyz aef(D), jak uréime f~*(a), tj.
mnoZinu vSech prvka z D, které se
pomoci f zobrazi na a?

Regit rovnici f(x) = a vlastn& znamena
urit f~*(a). Zvolime-li za funkci f poly-
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nom, je stanoveni kofenti totoZné s ilohou
nalézt f~%(0). Didakticky vyznam této
poznamky je zfejmy.

Otdzky: Pro které funkce je snadné, nebo
naopak obtiZzné odpovédét na vyse polo-
Zené otazky? [Navod: Vzpomeiite si na
znamé nerozfesené problémy — Fermato-
vu vétu a Riemannovu hypotézu.] Co lIze
fici o mnozinach f~(a), jestliZe f je homo-
morfni zobrazeni? A v jakém struktural-
nim vztahu mohou byt tato f~*(a) k f(D),
jestlize f(D) je napk. grupou?

,.Cisté* versus ,,aplikované‘

Pri séitani zlomkt pouZivaji néktefi
Z4ci misto pravidla

ad + bc

Cc
+ -
d bd

S|

tohoto postupu

Prvni algoritmus je ,,spravny‘‘ a druhy
,,chybny*‘. Autoritativni sdéleni uditele
,,To je nespravna odpoveéd!” podlamuje
potencialné raciondlni pfistup Zaka a na-
hrazuje nezbytnou vysvobozujici diskusi
pouhou poslusnou odpovédi. Zde je dile-
Zité, aby si studenti byli hluboce védomi
skuteénosti, Ze pokud pracujeme s ab-
straktnimi symboly, je kaZzdé pravidlo
stejné dobré jako kterékoliv jiné. Je to
nikoliv pravidlo samo, ale oblast pouZiti,
ktera je ¢&ini ,,spravaym‘‘ nebo ,,chyb-
nym*.

Tak napiiklad, koupime-li nejprve a/b
liber cukru a v jiném obchodg jesté c/d
liber, pak celkové mnoZstvi nakoupeného
cukru je

c ad + bc
d bd

+

SR
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Naproti tomu, uvaZujeme-li, Ze¢ v jedné
sezéné n€jaky tym sehraje b zapasi, z toho
a vitézné, a v sezéné€ nasledujici z d zapasi
jich vyhraje ¢, potom v sumé hril b + d
utkani a vyhral jich a + c; zapsano v sym-
bolech

a c_a+c

b d b+d

Stejné pravidlo plati, kdyZ napf. pfed-
pokladame, Ze a/b reprezentuje usporada-
nou dvojici &isel, v niZ a je ¢islo redlné
a b imaginarni ¢ast n€jakého komplexniho
disla.

Opravdové porozuméni je takové, kdy
studenti nahliZeji, Ze pravidla pro jedno-
tlivé operace mohou vytvaret vice ¢i méné
zajimavy systém, ale Ze pfitom nejsou ve
své podstaté ani ,,sprdvnd‘‘ ani ,,chybnd‘‘.
To, co je takovymi (ini, je teprve oblast
Jjejich aplikace.

Otdzka: Cim byste zdtvodnili ,,pravidla
pro znaménka* pfi manipulaci s celymi
Cisly?

U prikladu se s¢itanim zlomkid bychom
méli dodat, Ze tato otazka se stava obvykle
zmatenou, pfemyslime-li v jeji souvislosti
o operaci nejvét§siho spoleéného délitele
a nejmensiho spole¢ného nasobku.

PovSimnéme si totiZ, Ze pravidlo

a

_ad + bc

¢
b d bd

nevypovida nic o nejvétSich spolenych
délitelich.

Pojem nejvétsiho spole¢ného délitele se
objevi zcela ptirozenym zplisobem, jestliZe
uvazujeme napiiklad o problému nalezeni
celodiselnych hodnot a, pro néZ ma rovni-
ce 14x + 21y = a teSeni v oboru celych
Cisel. Snadno zjistime, Ze a = 7k, kde
ke Z; &islo 7 je zfejm& nejvétsi spole¢ny
délitel Cisel 14 a 21.



Otdzka: Preformulujte problém ,,vyrfeste
rovnici 14x + 21y = 42 v mnoZiné celych
&isel“ do tulohy ,.nalezndte f~'(42) pro
vhodné zvolenou funkci f* a feSte ji tak,
Ze nejprve uréite f~'(0). Pfipomina vam
tento navod cosi, s ¢im jste se seznamili
v algebfe pfi feSeni systému linearnich
rovnic?

Matematické ,,atomy**

Chemicka analyza ma analogii v mate-
matice.

UvaZujme cela Cisla. Jedna ze zaklad-
nich vét aritmetiky tvrdi, Ze kaZdé celé
nenulové &islo rizné od 1 a —1 lIze vy-
jadfit jako soucin jistych prvoéisel. Prvo-
Cisla jsou tedy jakymisi multiplikativnimi
stavebnimi kameny procela &isla. (Fakt
jednoznacnosti rozkladu ve zminéném
tvrzeni je jednou z nejuZivanéjSich vlast-
nosti celych &isel.)

Vysetfujme dale polynomy s komplex-
nimi koeficienty. Zakladni véta algebry
zaruCuje, Ze kazdy takovy polynom Ize
zapsat, a to jednoznacné, ve tvaru soucinu
néjakych linearnich faktorti. Na tyto fak-
tory, tj. na polynomy prvniho stupné, je
tedy mozZné se divat jako na multiplika-
tivni stavebni bloky pro polynomy s kom-
plexnimi koeficienty.

Véta o bazi pro kone¢né Abelovy grupy
je specidlnim pfipadem véty o faktorizaci.
Zajistuje, Ze kazda konefnd komutativni
grupa je izomorfni, tj. strukturalng iden-
ticka, s direktnim souctem cyklickych
grup, z nichZ kaZd4 ma pocet prvki rovny
mocniné jistého prvocisla. Tedy cyklické
grupy, jejichZz fad je mocninou néjakého
prvodisla, jsou aditivnimi stavebnimi blo-
ky pro konecné Abelovy grupy.

Jordanova-Hoélderova véta ukazuje, Ze
jednoduché grupy jsou pfirozenymi sta-

vebnimi kameny pro grupy konecné.
Zde ,,stavebni procedura‘ zaleZi v tom,
Ze roz§ifujeme grupu pomoci jiné grupy.
SloZitost kone¢nych grup muZe pfitom
lehce soutéZit se strukturou molekul vche-
mickych sloudeninach. (Oviem k tomu,
aby bylo mozné provadét tuto analogii
efektivnim zptisobem, musime piedpokla-
dat, Ze studenti maji alespoii hrubou
pfedstavu o chemickych sloucenindch. Ale
ne vZdy je to pravda.)

Oblibenym prostfedkem pro konstruo-
vani funkci je jejich vytvareni pomoci ne-
kone¢nych soucti jednoduchych funkci.
Na prvni pohled je nepochopitelné, Ze by
mohly existovat jednoduché aditivni sta-
vebni bloky pro tfidu vSech funkci defino-
vanych na néjakém intervalu. V roce 1822
vSak Fourier oznamil sviij slavny vysledek,
ktery fika, Ze kazda funkce na intervalu
je nekone¢nym soucétem urditych ¢iselnych
nasobkti funkci 1, sin x, cos x, sin 2x,
cos 2x, sin 3x, cos 3x,... Tyto ,,funkéni
stavebni kameny‘ maji tu vyhodu, Ze
reprezentuji jednoduché harmonické po-
hyby (coZ se d4 ovéfit zkouménim pohybu
zavaZi kyvadla). Role funkci sinus a ko-
sinus jako stavebnich kamenu spolu s je-
jich zékladnim vyznamem ve fyzikalnich
aplikacich ospravedliiuji zdanlivé neimér-
né mnoZstvi ¢asu a pozornosti, jeZ se jim
pfi vyuce vénuje. (Je zapotfebi dodat, Ze
Fourierovo tvrzeni nebylo zcela korektni.
Jeden z novéjSich vysledkl, obsahem
blizky Fourierové vété, fika, Ze Fouriero-
va fada funkce f na L(—m,m), 1 < p <
< 00, bodové konverguje k funkci f skoro
viude.)

Vyznam deduktivni metody

Otdzky: Zamyslete se nad problémem
jednoznacnosti stavebnich bloki ve vySe
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uvedenych piikladech. Najdéte multipli-
kativni stavebni bloky pro mnoZinu vsech
sudych celych &isel.

Deduktivni metoda se ve vyuce obvykle
poprvé objevuje v souvislosti se studiem
geometrie. PonévadZ vsSak ,,prvni véty*
eukleidovské geometrie jsou ,,intuitivné
zfejmé*, studenti vétSinou neciti potiebu
je dokazovat. To ale miZe vyustit ve
znevazovani jak deduktivni metody, tak
vysledki, jeZ Ize ziskat jeji aplikaci.

Nedostatecné rozliSovani mezi formalni
strankou matematiky a jejimi inspiracni-
mi zdroji ovliviiuje negativné nejen vyuku
elementarni geometrie. Napf. mnoho po-
sluchaét matematické analyzy neni schop-
no odpovédét na otazku: Pro¢ vibec do-
kazujeme vétu o stfedni hodnoté? Coz
neni intuitivné zfejma? Obdobn& pfi
prednasce z hyperbolické geometrie nedo-
staneme vétS§inou rozumnou odpovéd na
dotazy (kladené v souvislosti se studiem
Poincarého modelu hyperbolické roviny):
Neni absurdni nazyvat kruZnicovy oblouk
prfimkou? A je opravdu prekvapujici, Ze
disledky takového pfistupu se vzpiraji
zdravému rozumu?

Reseni téchto a podobnych ,,paradoxi*
je mnohem duleZitéjsi ne? nekonecné do-
kazovdni, nebot tim umoZnime studentim
pochopit nespravnost Siroce rozsifeného
nazoru, 7e matematika je jen n&jaka kom-
plikovana, smyslu postradajici cinnost,
a zarovenl je nauéime ocefiovat vyznam
deduktivni metody.

Studium ,,neefektivnich* systémi axio-
mi miZe byt jednou z dalSich cest, jak
zvysit zdjem studentd o deduktivni me-
todu. Co tim myslim, je uvedeno v dalsim
odstavci.

Grupa S, vSech permutaci n-prvkové
mnoZiny je ,,pfirozenym‘ objektem. Stej-
né tak jim jsou struktury (Z, +), (Q, +)
a (Q — {0},.). Zatneme-li s t&mito ukaz-
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kami, méli bychom byt v kratkém case
schopni ,,prodat* studentiim ony ,,neefek-
tivni** axiomy grupy vcetné téch jejich
dusledkt, které nam umoZni dokéazat
napf. Lagrangeovu vétu — jeden zcela

neocéekavany vysledek.

Mluvime-li o deduktivni metodé, nelze
se nezminit o jedné smutné skutecnosti
souvisejici s intelektudlni urovni soucas-
ného matematického vzdéldni. Pokud si
student na vysoké Skole nevybere téz
pfednasku z logiky, miiZe byt promovdn
matematikem, aniZ by nékdy slysel o Go-
delovi a jeho vyznacném objevu priroze-
nych mezi deduktivni metody, objevu,
ktery je povaZovdn za jeden z nejvétsich
intelektudlnich vydobytkii 20. stoleti.

TotoZnost v matematice

V matematice se miZeme divat na ekvi-
valenci jako na jistou formu totoZnosti.
Pti jejich konkrétnich aplikacich pak jde
o vzajemnou zaménitelnost ekvivalentnich
objekti.

Relaci ekvivalence lze nalézt v matema-
tice celou fadu. Ve skole se s timto pojmem
setkavame (neuvazujeme-li trivialni pfipad
— rovnost) poprvé v souvislosti s po&ita-
nim se zlomky: a/b = c¢[d pravé kdyz
ad = be. (Vyhody, které pfi konkrétnich
vypoctech skytd moZnost nahrazovani
zlomkd zlomky s nimi ekvivalentnimi,
jsou velmi dobfe znamé a neni tedy nutné
vénovat jim zde detailn&jsi pozornost.)
Jeden z duleZitych prikladti matematické
ekvivalence souvisi s pojmem izomorfis-
mu, ktery odraZzi strukturdlni totoZnost
matematickych systémi. Jinym pfikladem
je Gaussova kongruence modulo n v mno-
Zin& celych &isel: a = b (mod n) pravé
kdyz n|(b — a). Rozklad mnoZiny Z
indukovany touto ekvivalenci ma fadu



hezkych aplikaci v mnoha oblastech
(i vn& sv&ta matematiky).

Dalii vyznamné piiklady relaci ekviva-
lence muZeme ziskat zobecnénim Gausso-
vy definice kongruence.

Nejprve si uvedme takovouto variantu:

Bud H aditivni grupa nasobki isla n
(n ptirozené &islo). Definujme relaci
kongruence modulo n:

a = b(modn) <> (3pne H)pn + a=b

Abychom zduraznili Glohu grupy H, bu-
deme psat a = b(H) misto a = b(mod n).
Dale naS8i variantu zobecnime:

Bud S mnoZina a G grupa permutaci
mnoZiny S. Pro libovolné a, b € S definu-
jeme

(*) a= b(G)@(Ege G) ga=>»

UkaZme si uZiti (*). Bud S rovina (euklei-
dovskéa) a G grupa shodnosti, resp. podob-
nosti, pak (*) popisuje pojem totoZnosti
v pfislusnych geometriich, tj. shodnost,
resp. podobnost rovinnych utvari. Jestlize
zvolime za S a G jiné matematické objek-
ty, miZeme dospét k dalsim dileZitym
pfikladim relace ekvivalence (podobnost
matic, resp. linearnich transformaci apod).
Moznosti, které Gaussova myslenka po-
skytuje, jsou obrovské.

V souvislosti s relacemi ekvivalence se
zminme je§té o jednom, ne tak prahled-
ném typu matematické totoZnosti. Poj-
mem, ktery spojuje nésledujici rovnice

(a) ax = b(mod n)

(b) x™ = a(mod n)

(c) ax + by = ¢, kde a,b,ce Z
(d) ax + by = ¢, kde a,b,ceR,

je pojem homomorfismu, nebot Ffesit je,

vlastné znamena hledat rozkladové tfidy

podle jadra jistého homomorfismu.
Podivejme se jeSt€ na jeden pfiklad.

UvaZujme rovnici P(x) =0, kde P je
polynom s neznamou x, a dale diferen-
cidlni rovnici P(D)y =0, s neznimou
funkei y(x). Jestlize zndme feSeni prvni
rovnice, miZeme napsat bez obtiZi téZ
feSeni prislusné diferencidlni rovnice. Spo-
jovacim ¢lankem mezi ob&ma rovnicemi
je polynom P. Detailngjsi analyza této
poznamky by vSak piekrocila ramec mého
¢lanku.

Relace ekvivalence zminéné na zaéatku
tohoto oddilu jsou variacemi na ,,Gausso-
vo téma‘‘. Homomorfni zobrazeni spojuje
rovnice (a) — (d). Polynomické funkce
spojuji rovnice P(x) =0 a P(D)y = 0.

Souhlasime-li s tvrzenim, Ze zduraziio-

vani vzajemnych vztahti mezi zvlastnim
a obecnym je jednim z velmi déleZitych
elementt efektivniho vyuéovani, méli by-
chom se podivat pravdé do o¢i a pfipustit,
Ze na nizsim stupni vyuky ucime matema-
tiku jen pomoci nejriznéjSich specidlnich
prikladi, aniZ se pokouSime o jakykoliv
sjednocujici pohled a na vy$§i urovni pra-
v€ naopak predkladame studentim jen
,,témata bez variaci‘.
Otdzka: MiZete uvést né&jaké dalsi pii-
klady ,,sjednocujicich® matematickych
pojmt spolu s netypickymi oblastmi jejich
pouZiti?

,»Spravna‘“ vychodiska

Pfi studiu faktorizace je vhodné vycha-
zet z n&jakého oboru integrity, ktery neni
télesem; studium téchto otazek na télese
je totiZ trivialita.

Pfi matematickém vykladu kvantové
mechaniky je spravné vyjit z Hilbertova
prostoru.

Matematickou analyzu nelze rozumné
budovat nad télesem raciondlnich ¢&isel.
Je to v podstaté zpusobeno tim, Ze toto
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téleso neni uplné, tj. existuji cauchyovské
posloupnosti racionalnich &isel, které ne-
maji racionalni limitu. Té€leso realnych
Cisel viak uplné je, a proto existuje ,,realna
analyza“. RovnéZ téleso komplexnich
¢isel je uplné, coZz umoznilo vybudovat
analyzu v komplexnim oboru. Ponévadz
je navic algebraicky uzaviené (tj. kazdy
polynom s koeficienty z K stupné n < 0
ma pravé n kofeni), nabizi jeho zkoumani
dalsi moZnosti. Podle J. Hadamarda:
,»»Nejkratsi spojnice mezi dvéma pravdami
o realném oboru vede pres obor disel
komplexnich*.

Studium otazek spojitosti je zavaleno
pfemirou nepodstatnosti, které zmizi,
vyjdeme-li z metrickych prostord (Fré-
chet, 1904), v nichZ jediné, o co opravdu
jde, je vzdalenost.

Navzdory své obecnosti, metrické pro-
story jiZ nejsou vhodné pii studiu bodové
konvergence posloupnosti funkci, nebot
bodova konvergence nemiZe byt defino-
vana pomoci metriky. (Na prostoru
funkci definovanych na néjakém intervalu
neexistuje 7adnd metrika takova, aby
konvergentni posloupnosti byly prave ty,
které jsou bodove konvergentni.) Naproti-
tomu miZe byt bodova konvergence zave-
dena snadno pomoci vhodné topologie.
Tento fakt mluvi pfesvédCivé ve prospéch
topologickych prostorii jakoZto ,,sprav-
nych vychodisek* pfi studiu pojmu spoji-
tost.

Otdzky: Pro¢ by se zhroutila cela matema-
ticka fyzika, nahradime-li realnd a kom-
plexni &isla &isly racionalnimi? [Navod:
Promyslete si pozorné, jak jsou definovany
takové pojmy jako hustota, rychlost,
zrychleni apod.] UvaZujte o situacich,
v nichZ je — v jistém smyslu — vyhodné&jsi
pracovat s komplexnimi ¢&isly neZ s Cisly
redlnymi. [Néavod: Uzijte komplexnich
&isel k dukazu tvrzeni, Ze sloZenim dvou
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rotaci okolo téhoz, resp. riznych stfedi
je opét rotace a naleznéte jeji stied.
Srovnejte a® v télese redlnych a komplex-
nich cisel. Podivejte se na pojem mocninné
fady v R a K. Prectéte si str. 234—243

z knihy [7].]

Invarianty

Jeden ze zpUsobli pouZiti analytickych
metod v geometrii spociva v popisu geo-
metrickych ttvarG (napf. kfivek) v raz-
nych soufadnicovych systémech. Poné-
vadzZ systém soufadnic neni vnitfné svazan
s geometrickym objektem, je rozumné
ocekavat, Ze nékteré z nasich ,,analytic-
kych* vysledkii zachycuji jen jeho polohu
vuci soustavé soufadnic, nikoli vlastnosti
objektu samotného.

Tak napriklad vlastnost pfimky udrZo-
vat konstantni smér je poznatek nezavisly
na volbé systému souradnic, a tedy fika
néco o ,,povaze‘ pfimky. Avsak konkrétni
hodnota této konstanty udava odchylku
pfimky od osy x a nevypovida proto nic
o primce jako geometrického objektu.
Podobné kdyZ vyjdeme z intuitivné zfejmé
,,homogenity kruZnice a prohlasime-li,
Ze smérnice teCny v jednom z jejich bodu
je rovna nule, nefekli jsme nic, co by bylo
vyznamné pro kruZnici, ale jde o dilezity
poznatek, uvaZujeme-li o vztahu kruZnice
a soufadnicového systému.

TrebaZe analyticky pfistup ke geomeltrii
je uziteény a obdivuhodny, je zde tieba
stale dbat na jedno ,,vystrazné znameni.
Diive neZ si totiZ mlUZeme dovolit pro-
hlasit, Ze jsme objevili néjaky ,,geometric-
ky‘ vysledek, musime ukézat, Ze nezavisi
na volbé systému soufadnic, jinak feceno,
Ze je invariantem. (KdyZ jsou pfipustné
soufadnicové systémy pravouhlé a maji
spole¢nou jednotku délky, mluvime



o eukleidovskych invariantech, jestliZe
jsou kosotihlé, mluvime o afinnich inva-
riantech, apod.) Obvyklé analytické defi-
nice délky oblouku, plochy omezené
kfivkou apod. maji smysl pouze tehdy,
kdyZ muZeme dokazat, Ze jsou nezavislé
na volbé (pravouhlého) soufadnicového
systému. Neni obtiZné nastinit hlavni
myslenku téchto dikazi. Myslim, Ze
otazky spojené s pojmy invariance a inva-
riantu by se mély objevit ve $kolnim vyuco-
vani co nejdfive.
Otdzky: Ve kterych z nasledujicich pfi-
kladt jde o eukleidovské invarianty:
(a) linearita rovnice pfimky;
(b) hodnota [2/(1 + f(x)?) dx;
(c) hodnota {3 f(x) dx;
(d) hodnota f"(x)/(1 + f/(x)?)*>.
Bud y = f(x) rovinnd kfivka. Necht
f"(p) = 0. Co vypovida tento fakt o cho-
vani dané k¥ivky v bod€ [p, f(p)]?
Vytvafeni novych matematickych systé-
ml ze systémi jiZ znamych je jednim
z bé&Znych druht matematické Cinnosti.

Vytvafeni matematickych systémi

Napftiklad tfidy ekvivalence modulu n
v mnoZing ¢isel vedou k cyklickym gru-
pam a nékterym koneénym okruhiim.
Budovani ¢iselnych systému zahrnuje feté-
zec Z¥ - Z - Q - R > K. Homomor-
fismus umoZiiuje vytvaret faktorové struk-
tury. Direktni souéty jsou pfirozenym
technickym prostfedkem pro spojovani
dvou nebo vice struktur apod.

Na tomto misté je uZiteéné zdlraznit,
Ze tento uvédomély zptisob tvofeni mate-
matickych systéml je stary ne vice nez
200 let. Objev existence nesouméfitelnych
veli¢in ucinény Pythagorejci pfed zhruba

¥ry

2500 lety nevyustil naptiklad v rozSifeni

toho, co bylo vlastn€ oborem racionalnich
¢isel, ale naopak, mél za nasledek odmit-
nuti &isel jako prostfedku nevhodného
k ziskavani odpovédi na otazky, které
kladla soudoba geometrie. Odsud je vidét,
Ze tim, co je ¢asto nejrevolucnéjsi, je pouha
zména hledisek, pfistupi k problémum.

Na zavér mi dovolte fici jesté€ nékolik
slov. Své poznamky jsem formulovals imy-
slem poukézat na jednu z cest vedoucich
ke kritickému pochopeni matematiky.
Kriticky pristup musi byt stidlou sloZkou
studia i vyucovani matematice. Bez ného
zlstavaji studenti negramotnymi individui
a vyudujici je jen pouhym ,,dvornim doda-
vatelem‘* deduktivnich tasemnic. Kritické
chapani povznasi matematiku z urovné
kfiZzovek do role dulezité slozky kultury.
Nevzdélany specialista miiZze byt spolec-
nosti uziteCny v mnoha smérech, ale jako
ucitel musi selhat ve svém nejvlastn&jsim
poslani, kterym je (zde cituji vyrok P. Hil-
tona): ,,snaZit se probudit v co nejvétsim
poétu lidi bez zfetele k jejich profesi uvé-
doméni si povahy nasi védy a jejiho mate-
ridlniho i duchovniho vyznamu pro nasi
civilizaci‘.

Literatura

[1] H. WUsSING: Die Genesis des abstrakten
Gruppenbegriffes.

[2] The Report of the Cambridge Conference
on School Mathematics, 1963.

[3] R. L. WILDER: History in the Mathematics
Curriculum. American Mathematical Month-
ly 79 (1972).

[4] O. ToepLitz: The Calculus: A Genetic Ap-
proach. Univ. of Chicago Pr., 1963.

[5] H. M. EpwARDSs: Fermat’s Last Theorem.
A Genetic Introduction to Algebraic Number
Theory. Springer-Verlag, 1977.

[6] C. H. EDWARDS, Jr: Tke Historical Develop-
ment of the Calculus. Springer-Verlag, 1979.

[7] S. BocHNER: The Role of Mathematics in the
Rise of Science, Princeton U. Press, 1966.

283



		webmaster@dml.cz
	2012-08-25T11:25:58+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




