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vyučovaní 
GIBBSŮV PARADOX 

Jan Obdržálek, Praha 

Uvažujme ideální plyn, charakterizova­
ný tlakem p, objemem V, teplotou T, 
energií U, entropií S, počtem molů n, 
jehož molární tepelná kapacita cv nezá­
visí na teplotě. Značme dále Rm molární 
plynovou konstantu. Potom platí 

pV = nRmT; U = ncvT ( + U0). 

Z rovnice TdS = dU +pdV nalezneme 

dT pdV dT n dV 

dS = ncv—+-^- = ncv — +nRm — 

a snadná integrace dává 

S(V,T)=ncv\nT + nRm\nV + Su (1) 
kde Si je integrační konstanta. Pokud 
bychom ji zanedbali a psali jen 

S = ncv ln T + nRm ln V, (2) 

dostaneme rovnici, která je jednak ne­
správná rozměrově, jednak vede k tzv. 
Gibbsovu paradoxu, jak dále ukážeme. 

Rovnice (2) se hodí pouze tam, kde počí­
táme rozdíl dvou entropií AS = S — S' ne­
bo derivaci dS/dx, případně diferenciál dS; 
v těchto výrazech se konstanta Si vyruší. 

Rozeberme vzájemnou difúzi dvou ply­
nů. Gibbs v myšlenkovém pokusu před­
vedl vratné míchání dvou plynů, které 
konají práci tlakem na písty selektivně 
propustné vždy pro druhý z plynů. Pokud 

však difúze probíhá nevratně, musí entro­
pie vzrůst. Vypočtěme přírůstek entropie 
podle vzorce (2). 

Nechť n molů jistého ideálního plynu 
zaujímá objem V, je pod tlakem p, má 
teplotu T a entropii S. Potom zřejmě 

S = ncv\nT + nRm\nV 

Stejné množství druhého jiného ideálního 
plynu se stejným měrným teplem cv má 
za stejných podmínek tutéž entropii S. 

Označme So rovnovážný systém, tvo­
řený oběma plyny, nesmíchanými, ale ve 
vzájemném kontaktu. Protože S, V jsou 
extenzivní veličiny, platí 

S 0 = 25, V0 = 2V, 

zatímco intenzivní veličiny si jsou rovny: 

To = T, po= p. 

Entropie je rovna prostě součtu 

S 0 = 2S = 2n(cv \nT + Rm \nV). 

Nechť oba plyny spolu chemicky nerea­
gují. Jejich vzájemným smícháním dosta­
neme jiný systém S12. V něm mají obě 
složky společný objem V12 = 2V a nezmě­
něnou teplotu T. Entropie každé složky je 
nyní rovna 

Si = n(cv\nT + Rm\nVi2), 

a celková entropie 

S12 = 2Si = 2n(cv \nT + Rm ln 2V). 

Porovnáním zjistíme, že smícháním 
obou plynů entropie vzrostla o 

AS = 2nRm\n2 

(tzv. směšovací entropie). 
Test pro čtenáře: Proveďte analogickou 

úvahu obecně pro různý počet molů. Označte 
CÍ = ni/(ni + 722) molární koncentraci i-tého 
plynu ve výsledné směsi. 
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Potud bylo vše v pořádku. Tutéž úvahu 
však můžeme provést i v případě, že oba 
plyny jsou totožné. Výpočet vedl k pří­
růstku entropie o A5, zatímco fyzikálně 
se nic nezměnilo: „směšování" dvou čás­
tí téhož plynu navzájem nemůže vést ke 
změně stavu a vzrůstu entropie. Tento 
rozpor je znám pod jménem Gibbsův pa­
radox. 

Vysvětlení Gibbsova paradoxu spočívá 
v závislosti veličin na počtu částic. Roz­
díl mezi dvěma třebas blízkými, ale roz­
lišitelnými plyny a dvojnásobným množ­
stvím téhož plynu se promítne do popisu, 
kde v prvním případě počítáme výrazy 
dvakrát pro n částic, v druhém přípa­
dě jen jednou pro 2n částic. V rovnici 
(2) jsme totiž zanedbali závislost konstan­
ty Si z rovnice (1) na počtu částic n. 
Pravá strana rovnice (2) není správná, 
protože fakticky nedává aditivní entropii: 
zavedeme-li 17 = vn, kde molární objem v 
nezávisí na počtu molů n, nabude rovnice 
(2) tvaru 

S — n(cy ln T + Rm ln v) + nRm ln n, 

a nelinearita posledního členu je zřejmá. 
Tím je však i zřejmá cesta k nápravě: 

funkci S\(n) ze správné rovnice (1) zvolí­
me ve tvaru 

Si(n) = — n i í m l n n + ns 2 , 

kde veličina s 2 již na proměnné n (a 
ovšem ani 17, T) nezávisí. 

Test pro čtenáře: Dokažte, že tento tvar je 
nejobecnější. 

V této fázi máme tedy výsledek 

S(V, T, n) = ncv InT + nRm ln 17 -

— n.Rm ln n + nsi — 

= n ( c v l n T + fímln(17/n) + s 2 ), (3) 

vystihující již správně nárůst entropie při 
míchání různých plynů, a přesto nemění­

cí entropii při „samodifuzi" uvnitř téhož 
plynu. 

Gibbsův paradox je nyní vysvětlen, ale 
vzorec (3) zasluhuje ještě další úpravu: 
volba s 2 = 0 by dala rozměrově nespráv­
nou rovnici. Je tedy záhodno zvolit s 2 tak, 
aby nezáviselo na 17, T, n, ale přitom roz­
měrově kompenzovalo výrazy typu ln T. 

Pomoc je jednoduchá: zvolíme jakýko­
liv pevný objem 170, pevnou teplotu T 0 

a pevný počet molů no a zadáme 

s2 
= -cv lnT 0 - J R m ln l7o + -Rmlnno + s3; 

konstanta S3 má rozměr entropie (tedy 
[energie/teplota] = k g m 2 s ~ 2 K _ 1 ) . Je 
rozumné volit To, Vo> ^0 tak, aby popi­
sovaly jistý možný stav systému; volba So 
pak znamená stanovení počátku stupnice 
pro měření entropie právě v tomto stavu 
(podobně jako se např. volbou konstanty 
to volí počátek pro měření času v mecha­
nických úlohách). 

Připomeňme pro úplnost, že volba po­
čátku stupnice entropie je pro ideální plyn 
opravdu libovolná a nemůže být dána např. 
3. principem termodynamiky jako S -> 0 pro 
T —> 0 (jak by tomu bylo u reálných systé­
mů). Model ideálního plynu totiž není vhod­
ným přiblížením reality právě pro T —> 0, ne­
boť nepostihuje zkapalnění plynu. K výsled­
ku nevede ani limitní přechod. 

Úplný výsledný vzorec pro entropii 
ideálního plynu tedy zní 

S(V,T,n) = 

= n ( c v l n | + R m l n ^ o + S 3 ] ' ( 4 ) 

kde T0, Vo, ^0, «3 jsou (libovolné) in­
tegrační konstanty s příslušným fyzikál­
ním rozměrem a snadnou interpretací: 
popisuje-li T0, Vo, no jistý stav systému, 
pak volba S3 = 0 přiřadí tomuto stavu nu­
lovou entropii. Linearita vztahu (4) vůči n 
je zřejmá. 
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