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O dukazech a pokroku v matematice

William P. Thurston

Tento esej o povaze dikazii a pokroku v matematice byl stimulovin €¢lankem
A. Jaffeho a F. Quinna o ,teoretické matematice“!), ktery obratil pozornost na
zajimavé otazky, jichZ by si matematici méli vice viimat, ale také setrval na nazorech
a stanoviscich, ktera si zasluhuji kritického prozkoumaéni.

Clanek obsahuje odstavec li¢ici ¢4st mé prace zptisobem, jenZ se rozchazi s mou
zkuSenosti i s postfehy lidi z oboru, s nimiZ jsem o ném diskutoval, abych se pfesvédcil,
Ze mé reakce ma redlny zdklad.

KdyZ jsem si to nechal projit hlavou, pfipadd mi, Ze Jaffeho a Quinniv text je
ptikladem toho, Ze lidé vidi, co vidét chté&ji. Zplsob, jimz vypodobnili mou préci, je
disledkem promitnuti sociologie matematiky na jednorozmérnou gkalu (spekulativni
versus rigordzni uvaZovani), které ignoruje mnohé zakladni souvislosti.

Rada matematiké byla pozidéana, aby na Jaffeho a Quinniv ¢élinek odpovédéla,
proto ofekdvam, Ze se mu dostane od ostatnich spousty podrobnych analyz a kritiky.
Chci proto zaméfit sviij esej spi§ pozitivné nez na vyhledavani protinedostatkd. Popisu
svlij ndhled na to, jak matematika funguje, odvolavaje se pouze tu a tam na Jaffeho
a Quinna pro srovnini.

Pfi pokusu oloupat postupné vrstvy pfedpokladi je dileZité, abychom se pokusili
vyjit ze spravnych otédzek:

Ceho matematici dosahuji?

Tato otazka ukryva mnoho problémi, které se pokusim vyslovit v takové podobé,
abych tim jiZz nepfedjimal povahu odpovédi.
Nebylo by napiiklad dobré zadit otdzkou:

Jak matematici dokazuji véty?

Je to zajimavy nadmét, ale kdybychom jim chtéli zaéit, znamenalo by to pfijmout dva
skryté predpoklady, totiz ze

(1) existuje objektivni, pevné ustavena a obecné pfijata teorie a praxe matematického
dikazu a Ze

(2) pokrok v matematice spo¢iva v dokazovani vét.

1) Viz pfispévek Jak smifit matematiku s teoretickou fyzikou v minulém d&isle.

Z pivodniho textu On Proof and Progress in Mathematics, Bull. Amer. Math. Soc. 30
(1994), 161-178, pfeloZil PAVEL EXNER.
© 1994 American Mathematical Society
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Stoji za to tyto hypotézy prozkoumat, radéji neZ je pfijmout jako oividné a vychazet
z nich jako ze zdkladu. Otazka dokonce neni:

Jak matematici dosahuji pokroku v matematice?
Déavam prednost explicitnéjsi (a navadéjici) formé této otdzky:
Jak matematici rozsifuji lidské porozuméni matematice?

Tato formulace vynasi do popfedi néco zakladniho a vSudypfitomného, totiz Ze obsa-
hem nasi ¢innosti je hledani zptsobii, jimiZz mohou lidé chdpat matematiku a pfemyslet
o ni.

Rychly nastup poéita¢t pomohl toto hledisko zdramatizovat, protoze pocitace se od
lidi velmi lisi. KdyZ naptiklad Appel a Haken dokondili ditkkaz véty o étyfech barvach
pomoci rozsdhlych automatickych vypocti, vyvolalo to fadu kontraverzi. Chapu tyto
spory nikoli jako projev pochyb, jez by lidé méli o platnosti véty nebo spravnosti
dtkazu. SpiSe vyjadfuji pokracujici touhu po lidském pochopeni dikazu jako dodatku
k informaci o tom, Ze véta plati.

Vratime-li se ke kazdodennimu Zivotu, stdvd se obvyklym, Ze lidé zacinaji zapolit
s pocéitadi, aby spocitali néco, co mohli v mensim méfitku zvladnout v ruce. Mohou si
nechat vytisknout tabulku prvnich 10000 prvocisel, aby posléze shledali, Ze potisténé
archy nejsou zrovna to, co si pfali. Podobnymi zkuSenostmi dospivaji k poznani, ze
to, co ve skuteCnosti chtéji, neni sbirka odpovédi, ale porozuméni.

Zni to téméf jako tautologie, kdyZ rekneme, Ze matematici dosahuji pokroku v lid-
ském chapani matematiky. Nebudu se to pokouset rozebrat tim, Ze bych vysvétloval, co
je matematika, protoZe to by nas zavedlo prili§ daleko. Matematici obecné citi, Ze védi,
co matematika je, ale shleddvaji obtiZnym zformulovat dobrou a pfimou definici. Je
zajimavé se o to pokusit. Pro mne je asi nejblize pravdé ,teorie formalnich struktur,
ale diskuse tohoto ndmétu by vyzadovala samostatnou uvahu.

Je mozné, Ze obtize pfi formulaci dobré a bezprostiedni definice matematiky jsou za-
sadniho charakteru a naznacuji, Ze matematika ma v zasadé rekurzivni povahu? Timto
zpusobem bychom mohli fici, Ze matematika je minimalni obor spliujici néasledujici
pozadavky:

e Matematika zahrnuje prirozena ¢isla, rovinnou a prostorovou geometrii.

e Matematika je to, ¢im se matematikové zabyvaji.

e Matematici jsou ti lidé, ktefi dosahuji pokroku v lidském chipédni matematiky.
Jinymi slovy zahrnujeme matematiku do svého mysleni zptisobem odpovidajicim jeji-
mu rozvoji. Jak se naSe zplisoby uvazovani prohlubuji, vytvafime nové matematické
pojmy a struktury: predmét matematiky se méni a odrazi to, jak myslime.

Spodiva-li naSe ¢innost v nalézani lepSich zptsobi mysSleni, potom podstatnou
slozkou dobrého modelu matematického pokroku je jeho psychologicka a sociologicka
dimenze. V nejrozsifenéj$im modelu je nenajdeme. Pokud jej ponékud zkarikujeme,
vypada takto:
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Df. matematici vychéazeji z nékolika zdkladnich matematickych struktur a souboru
ydanych® axiomt o téchto strukturich, dale
V. tyto struktury vyvolavaji fadu dulezitych otazek, jez lze zodpovédét a zformulovat
jako formélni matematicka tvrzeni, a kone¢né
D. tkolem matematikt je hledat deduktivni cestu od axiomd k tvrzenim ¢€i jejich
vyvraceni.
Tento model matematiky lze nazvat definice-véta—dikaz (DfVD).

Zjevna obtiz s modelem DfVD je, Ze nevysvétluje, odkud se otazky berou. Jaffe
a Quinn diskutuji roli spekulaci (jimZ nevhodné Fikaji ,teoretickd matematika“) jako
dtlezitého dodate¢ného prvku. Spekulativni uvazovani spoéiva ve vyslovovani hypotéz,
kladeni otazek a nalézani inteligentnich dohadl a heuristickych argumenti, jez maji
ukdzat, co asi plati.

Ale Jaffeho a Quinniv model DfSVD stéle jesté ignoruje nékteré zasadni problémy.
Na$im cilem pfece neni splnit né&jaky abstraktni pldn vyroby definic, vét a dikazu.
Méfitkem Uspéchu je, zda umoZnime lidem lépe rozumét matematice a jasné&ji o ni
premyslet.

Musime si tedy polozit otdazku:

Jak lidé chapou matematiku?

To je obtiZzny problém. Chéapani je vnitini a individuélni zalezitost, kterou je obtiZné
si uvédomovat, porozumét ji a Casto ji také sdélit. MiZzeme se zde toho predmétu
dotknout pouze zlehka.

Lidé chapou konkrétni ¢asti matematiky zna¢né rozdilnymi zptsoby. Pro ilustraci je
nejlepsi vzit priklad, jemuZ aktivni matematici rozuméji mnohym zptisobem, a o némz
vime, Ze s nim na$i studenti zapoli. Dobfe se hodi tfeba derivace funkce, o niz lze
uvazovat:

(1) Infinitezimdlné: jako o poméru infinitezimalni zmény hodnoty funkce k infinitezi-
malni zméné argumentu.

(2) Symbolicky: derivace z™ je nz™~!, derivaci sin(z) odpovid4 cos(z), derivace fog
se dostane jako f'ogx g’ atd.

(3) Logicky: f'(z) = d plati pravé tehdy, kdyz ke kazdému kladnému & existuje §
takové, Ze

f(z +Az) - f(2)

Ao —-d| <e¢

plati pro 0 < |Az| < 4.
(4) Geometricky: derivace je ndklon te¢né piimky ke grafu funkce, pokud tato existuje.
(5) Jako o okamZité rychlosti zmény veliiny f(t), kde t je Cas.
(6) Jako o aproximaci: derivace je nejlepsi linedrni aproximace funkce v daném bodg.
(7) Mikroskopicky: Derivace funkce je limita toho, co uvidime, budeme-li si jeji graf
prohliZet mikroskopem s vét3i a v&tsi rozliSovaci schopnosti.
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Tento seznam shrnuje rizné zpisoby, jimiZ lze derivaci chdpat nebo pfemyslet o ni,
spiSe neZ ruzné jeji logické definice. Pokud nevynaloZime zna¢né usili, abychom zacho-
vali barvu a chut ptivodnich zptsobid chipéni, rozdily se zatnou vypafovat, jakmile
jsou tyto mentalni obrazy prelozeny do preciznich, formalnich a explicitnich definic.

Osobné si vzpomindm, jak jsem pfijimal kazdou z uvedenych piedstav jako néco
nového a zajimavého a stravil hodné ¢asu a mentalniho Gsili jejich zaZivanim, procvi-
¢ovanim a smifovanim s ostatnimi. Vzpomindm si rovnéz, jak jsem se vracel k témto
predstavam pozdéji s dodateénymi vyznamy a hlub§im chapanim.

Seznam miize pokraCovat; neni Zidny ddvod, pro¢ by se mél zastavit. MiZeme
si myslet, Ze vime o daném predmétu jiz vSechno, a prece nové vyznamy ¢ihaji za
nejbliz§im rohem. Navic co pfedstavuje pro jednoho &iry mentalni obraz, miZe na
jiného pusobit zastrasujicim zplsobem:

(37) Derivace realné funkce f v oblasti D je Lagrangetv fez koteéného prostoru 7*(D),
jenz dava tvar konexe jednozna¢né uréené ploché konexi na trividlnim R-prostoru
D x R, pro niZ je graf funkce f paralelni.

Tyto rozdily neuvadim jen pro zajimavost. Lidské mysleni a chapani nefunguje jedno-

kolejné jako poéital s jedinym Gstfednim procesorem. Zd4 se, Ze naSe mozky a mysli

se organizuji do fady oddélenych vykonnych agregati, jez volné spolupracuji a komu-

nikuji vzdjemné spie na vysSich neZ na niZ8ich organizacnich drovnich.

Zde jsou nékteré dilezité rozdélujici faktory, které jsou dilezité pro matematické
mys$leni:

(1) Lidska fe¢. Jsme vybaveni vykonnym a specializovanym agregitem pro mluveni
a rozuméni lidské Fe€i vCetné cteni a psani. NaSe lingvistické schopnosti jsou
dilezitym nastrojem uvaZzovani, nejenom komunikace. Hrubym prikladem je vyraz
pro kofen kvadratické rovnice, jejZz si vétSina lidi pamatuje jako fikanku ,ix je
minus bé plus minus odmocnina z bé kvadrat minus étyfi & cé, to celé délit dveé-
ma 4“. Matematicka fe symbold je Gzce vazana na lidské vyjadfovaci schopnosti.
Elementarni matematicka ,symbolstina“ obsahuje v anglické verzi jediné sloveso,
totiz ,, = “. To je divod, pro¢ k nému studenti sahaji, kdyz potfebuji sloveso.
TéméF kazdy, kdo uéil v USA zikladni kurs analyzy, se setkal se studenty piSicimi
instinktivng 2% = 3z2 a podobné véci.

(2) Vidéni, prostorové vnimani, kinesteticky (prostorovy) smysl. Lidé maji ohromné
schopnosti pfijimat informaci vizudlné nebo pohybové a premyslet uzitim pro-
storového smyslu. Naproti tomu vétSina postrada od pfirody dany mechanismus
pro inverzni vidéni, to jest schopnost preklddat vnitfni prostorové chapani zpét
do dvourozmé&érného obrazu. Disledkem je, Ze matematici maji vétS§inou méné
obrazki, a hor$ich, ve svych €lancich a knihach nez ve svych hlavach.
Zajimavym rysem prostorového mysleni je, Ze velice zdlezi na méfitku. Lze si
pfedstavovat malé objekty, s nimiZ lze hybat, struktury lidské velikosti, jeZ si
prohlizime, ¢i prostorové struktury, které nas obklopuji a v nichZ se pohybujeme.
Maéame sklon pfemyslet efektivnéji pomoci prostorovych obrazi velkého rozméru:
vypadé to, jako by naSe mozky braly vétsi pfedméty vaznéji a vénovaly jim vice
asili.
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(3) Logika a dedukce. Mame nékteré od piirody dané zplsoby uvazovini a kombi-
novani véci souvisi s tim, jak logicky pracujeme: pfi¢ina a néasledek (souvisejici
s implikaci), kontradikce nebo negace atd.

Matematici zjevné nespoléhaji obecné na formalni pravidla dedukce, kdyZz premys-
leji. SpiSe chovaji fadny kus logické struktury diikazu v hlavé a rozbijeji tvahu do
fady pribéznych vysledkd, aby nemuseli spoléhat na pfili§ mnoho logiky najednou.
Mezi skvélymi matematiky je dokonce obvyklé, ze neovladaji standardni formalni
pouziti kvantifikitord (,,pro viechna“ a ,existuje“), a¢ samoziejmé vSichni mate-
matici vykonavaji Gvahy, jez tyto logické prvky zahrnuji.

Je zajimavé, Ze ackoli ,,nebo”, ,a* a ,implikuje“ se ¥idi tymiZ formalnimi pravidly,
musime na prvni dvé myslet jako na spojky, kdezto na posledni z nich jako na
sloveso.

(4) Intuice, asociace, metafora. Lidé maji udivujici schopnosti vycitit véci, aniz védi,
odkud pochézeji (intuice), vycitit, Ze jev, situace nebo objekt se podoba jinému
(asociace), jakoZ i pro tvofeni a testovani souvislosti a porovnani dvou véci, jez
méme na mysli sou¢asné (metaforické mysleni). Tyto schopnosti jsou pro matema-
tiku velmi dilezité. Osobné jsem vénoval hodné pozornosti ,naslouchani“ svym
intuicim a asociacim a jejich pfetvafeni v metafory a souvislosti. To vyZaduje jisty
druh soudasného zklidnéni a soustfedéni vlastni mysli. Slova, logika a podrobné
obrazy lomozici v sousedstvi mohou intuici a asociace zapla$it.

(5) Podné&t—odpovéd. Tato schopnost se zdiraziuje ve 8kole; vidite-li napfiklad 3927 x
x 253, napiSete jedno ¢&islo nad druhé, podtrhnete atd. V matematickém vyzkumu
je to také dilezité: vidite-li diagram uzlu, mizete zapsat fundamentalni grupu jeho
doplitku pomoci algoritmu, ktery je pocitové podobny algoritmu nasobeni.

(6) Procesy a ¢as. V matematickém uvaZovani se &asto uplatiiuje naSe schopnost

- myslet v terminech procesti &i posloupnosti jevii. Jeden zpisob, jak si predstavit
funkci, je akce, proces ménici defini¢ni obor v obor hodnot. To je zvlasté uziteéné
u sloZzenych funkci. Jiné uplatnéni nachazi tato schopnost v pamatovéani si dikazi:
lidé si dikaz ¢asto uklddaji do hlavy jako proces sestavajici z n&kolika krokd.
V topologii na pojem homotopie myslime nej¢astéji jako na proces trvajici uréity
¢as. Matematicky se ¢as nijak nelisi od dodate¢né prostorové proménné, ale protoze
lidské bytosti s nim interaguji zcela jinym zptsobem, psychologicky je to velky
rozdil.

Jak lze matematické chapdni zprostfedkovat?

Pfenos porozumeéni mezi dvojici osob neni zdaleka automaticky, ale slozity a plny
néstrah. Pfi rozboru lidského chdpani matematiky je proto dilezité, kdo rozumi éemu
a kdy.

Matematici si vypracovali komunikaéni navyky, jez jsou ¢asto dysfunkeni. Organiza-
tofi konferenci kdekoli naléhaji na fe¢niky, aby se snazili vysvétlit véci elementarnimi
prostfedky. Vét3ina posluchadii na priimérné konferenci z toho mé v3ak malo. MoZn4
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prestanou chapat b&hem prvnich péti minut, a prece sedi tiSe po zbyvajicich pétapade-
sat. Nebo se jejich zajem rychle vypafi, protoZe se fe¢nik nofi do technickych detaild,
aniZ by ztratil slovo o tom, pro¢ je nutné se jimi zabyvat. Na konci pfednasky se téch
né&kolik mélo posluchaci, ktefi jsou nejblize oboru prednasejiciho, na néco zepta, aby
zahnali dojem trapnosti.

Podoba se to tomu, co ¢asto vidime v poslucharnach, kde si vysluhujeme ¢arku
tim, Ze odfikdvame, o ¢em jsme presvédceni, Ze by studenti ,méli védét“, zatimco oni
zapoli s podstatnéj$imi problémy, jak porozumét nasemu jazyku a nasim myslenkovym
konstrukcim. Knihy poskytuji kompenzaci v podobé navodu k feSeni kazdého typu
domacich cviceni. Profesofi poskytuji kompenzaci tim, Ze zadavaji domaéci cviceni
a pisemné testy mnohem leh¢i, neZ je material obsazeny v sylabu pfednésky, a potom
je zndmkuji, uzivajice stupnice nevyzadujici pfili§ porozuméni. Mame za to, Ze problém
je spi$ ve studentech neZ ve vzdjemné komunikaci; Ze na to bud nemayji, nebo je jim
to fuk.

Nezasvéceny pozorovatel pfi pohledu na takovéto jevy Zasne, ale v matematické obci
nad nimi jen kréime rameny.

VétSina téchto potiZi ma co do ¢inéni s matematickym jazykem a kulturou a jejich
délenim na rizné podobory. Zakladni pojmy uZivané kaZdodenné v jedné discipliné
jsou ¢asto nezndmé v jiném oboru. Matematici ztraceji chut chapat zdklady vyjadfo-
vani tfeba i v sousednich discipliniach, nejsou-li k tomu nuceni t¥eba jako doktorandi.

V kontrastu s tim komunikace uvnitf uz$iho matematického oboru funguje vétsinou
dobfe. Lidé v takové skupiné si vypracovavaji spole¢nou zasobu znalosti a technik.
Prostfednictvim neformélnich kontaktl se uéi rozumét zptisobtim mysleni jinych a na-
podobovat je, coz umoziuje jasné a snadné vyjadfovini myslenek.

Matematické znalosti se v uz$im oboru §ifi prekvapivou rychlosti. Je-li dokazana
vyznaéna véta, stiva se fasto (al ne vidy), ze dva pfisludnici oboru si FeSeni dokazi
sdélit béhem nékolika minut. TyZ dtikaz miZe byt s pochopenim sdélen vétsimu poctu
specialistd v hodinové pfednasce. Nebo miiZe byt ndmétem patnécti ¢i dvacetistranko-
vého ¢lanku, jejz si ti, ktefi v oboru pracuji, dokdZzou precist a porozumét mu béhem
hodin nebo dni.

Pro¢ se ¢asové $kily od neformélni diskuse po sdéleni prostfednictvim publikované
préace tolik 1i8i? V osobni debaté lidé pouzivaji fady komunikaénich prostfedkt daleko
presahujicich formalni matematicky jazyk. Svou roli hraji gesta, obrazky a diagramy,
zvuk hlasu i pohyby téla. Komunikace je nejéastéji oboustranna, takZe se icastnici
mohou soustfedit na to, co vyzaduje nejvétsi pozornost. Tato mnohost prostiedki
usnadiuje sdélit, o¢ jde, nejenom logicky a lingvisticky, ale také pomoci dalSich
mentalnich nastroji.

V prednaskiach jsou lidé zdrZenlivéjsi a formalnéjsi. Matematické posluchadstvo
Casto nedokaZe vyslovit nahlas otdzku, jiZ maji vS8ichni na mysli, a feénici mivaji
zafixovano pfedem vytvofené schéma, jez jim brani objasnit problém i tehdy, byla-li
otazka poloZena.

V publikovanych pracich jsou lidé jesté formalné&jsi. Pisici autor pfeklada své mys-
lenky do symbolt a logiky a ¢tendr se pokousi pfelozit je zpét.
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Pro¢ je takova diskrepance mezi komunikaci uvnitf oboru a mezi jednotlivymi obory,
nemluvé uz o vyméné informace s oblastmi mimo matematiku?

Matematika je v jistém smyslu obecnd fe¢: jazyk symboli, technickych definic, vypo-
&t a logiky. Jeho prostiednictvim lze G&inné sdélovat nékteré zpisoby matematického
my3leni, ale ne vSechny. Matematici se u¢i pfekladat jisté véci téméf podvédomé
z jednoho mentalniho médu do jiného, takze se néktera tvrzeni stavaji rychle zjevnymi.
Rizni matematici studuji publikace riznym zptisobem, ale kdyz ja ¢tu matematickou
praci v oboru, v némz jsem zbé&hly, soustfeduji se na to, co je mezi Fadky. Podivim
se tfeba na nékolik odstavci ¢i fadek rovnic a pomyslim si: ,No jo, ti nadélaji ciraty,
aby prezentovali tenaten nipad.“ Jakmile je my3lenka jasna, jeji formélni vyjadfeni
je Casto redundantni a postradatelné — Casto mam pocit, Ze by mi dalo méné prace
napsat to sim nez slabikovat to po autorech. Je to jako novy opéka¢ topinek, k némuz
jste dostali Sestnactistrankovy navod k pouziti. Pokud jiz vite, jak takové zafizeni
funguje, a opékad vypada stejné jako vSechny, s nimiz jste méli co do &inéni, nejspis
jej prosté zapnete a podivate se, zda funguje, nez byste se poustéli do podrobné etby
navodu.

Lidé zbéhli v metodach oboru dokazi rozpoznat rtizné vzorce tvrzeni nebo formuli
jako idiomy nebo opisy jistych pojmi & mentalnich predstav. Ale chybi-li zb&hlost,
tytéZ vzorce mnoho nepomohou a ob&as mohou svést z cesty. Jazyk Zije jen v tstech
téch, kdo se jim dorozumivaji.

Na tomto mist& bych radd ucinil dilezitou pozndmku: néktefi matematici se vyznaji
ve zplsobech uvaZovéni vice nez jednoho oboru, nékdy i vét§iho po¢tu. Nékdo zvladne
rizné druhy Zargonu ve svém doktorandském véku, jiny ma jednoduSe talent na
pfijimani cizich matematickych jazyka a kultur a nékteri lidé pisobi v matematickych
centrech, kde jsou riznym disciplindm prosté vystaveni. Ti, ktefi se citi doma ve vice
oborech, maji ¢asto pozitivni vliv, kdyZz vytvareji mosty a poméahaji riznym skupindm
matematikil uéit se navzéjem. Ale znalci mnoha obort mohou ptisobit také negativné
tim, Ze lidi odrazuji a pomdahaji potvrzovat a udrzovat cely systém obecné Spatné
komunikace. Vidame napfiklad ¢asto na konferen¢nich prednaskach, Ze jeden ¢i dva

~s N

znali lidé sedici v prvni fadé slouZi fe¢nikovi jako mentalni spojovaci ¢lanek s publikem.

Velky rozdil mezi tim, jak o matematice pfemy$lime a piSeme, ma i jiné disledky.
Skupina vzajemné interagujicich matematik dokaZe udrZet po celd léta soubor my3le-
nek jako Zivouci systém, i kdyZz se zaznamenana verze jejich matematické prace lisi od
jejich skuteéného uvazovani mnohem vétsim dirazem na jazyk, symboly, logiku a for-
malismus. Ale kdyZ nové houfce matematiki zvlddaji tento pfedmé&t, maji tendenci
chapat to, co ¢étou a slysi, doslovnéji, takZe zaznamenany a sdélovany formalismus
a technika nabyvaji postupné prevahy nad jinymi zptisoby mysleni.

Proti tomuto trendu ptsobi dvojice faktori, jeZ zabranuji matematice utonout
v baZinach formalismu. Za prvé, mlad$i generace matematikii neustale objevuji a zno-
vuobjevuji své vlastni zptsoby chipani, ¢imZ dava_]l své védé nové injekce rtznych
typt lidského mysleni.
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Za druhé, matematikim se nékdy daf{ vymy3let jména a jednotici definice, jez
nahrazuji technicky Zargon a povzbuzuji pfedstavivost. Jména jako ,grupa“ misto
,mnoZina transformaci spliiujicich...“, nebo ,varieta“ nahrazujici ndsledujici popis:

Obecné nedokaZeme najit systém soufadnic, jez by parametrizovaly souc¢asné viech-

na feSeni naSich rovnic, ale v okoli kteréhokoli specialniho feeni lze zavést sourad-

nice

(f1(u1,u2,u3), fa(ur,uz,u3), fa(ur,uz,us), fa(ur,uz,us), f5(u1,u2,U3)),
pricemz alespon jeden z deseti determinantid
... [deset 3 x 3-determinantt matic parcialnich derivaci] ...

je nenulovy,

mohou ¢ nemuseji znamenat hlubsi uroveh chidpani mezi experty, v kazdém pfipadé
vSak zna¢né usnadiuji sdélovdni dosazeného porozumeéni.

My matematici bychom méli vénovat mnohem vétsi Gsili sdélovani matematickych
myslenek. To vyzaduje v8imat si nejenom naSich definic, vét a dikazi, ale hlavné
zpusobi, jimiZ informujeme o svém uvazovani. Potfebujeme docenit hodnotu riiznych
typa pfemysleni o téZe matematické struktufe.

Potiebujeme vé&novat mnohem vice energie porozuméni zakladni mentalni in-
frastruktufe matematiky a jejimu objashovani — néjaky Cas vénovany tém nejsou-
Casnéj$im vysledkiim se d4 uSetfit. To zahrnuje rozvijeni matematického jazyka, jenz
je efektivni, pokud jde o sdélovani myslenek lidem, ktefi o nich zatim nic nevédi.

Cast této komunikace se odehravé prostiednictvim dikazi.

Co je to dikaz?

Kdyz jsem byl v prvnim ro¢niku na univerzité v Berkeley, nedovedl jsem si predsta-
vit, jak bych mohl ,,dokazat“ novou a zajimavou matematickou vétu. Ve skute¢nosti
jsem nerozumeél, co to ,dikaz“ vlastné je.

Chodil jsem na seminare, Cetl jsem ¢lanky, mluvil jsem se spoluzaky a pomalu
mi zacinalo svitat. V kazdém oboru jsou jisté véty a techniky, které jsou obecné
zndmy a akceptoviny. PiSete-li ¢lanek, odkazujete se na né bez dikazu. Prohlédnete
si jiné ¢lanky v oboru a zjistite, které skute¢nosti neni tfeba dokazovat a co se uvadi
v seznamu literatury. Od kolegi ziskite néjakou predstavu o diikazech. Potom mizete
uzivat stejnych vét a citovat tutéz literaturu. Neni nutné, abyste precetli ¢lanky
a knihy, jez jste zahrnuli do bibliografie, od a aZ do zet. Pro mnohé z obecné zndmych
véci se dokonce ani nedd najit psany zdroj. Jsou-li lidé pracujici v oboru spokojeni
s tim, jak dana myslenka funguje, formalni odkaz se nevyzaduje.

Tento proces ve mné nejprve budil silnd podezieni. Pochyboval jsem o tom, zda jisté
ideje jsou skutedné podloZené. Ale zjistil jsem se, Ze se mohu zeptat lidi, ktefi mi bud
poskytnou vysvétleni a dukazy nebo mé odkazou na pouceni u jinych lidi & v psanych
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zdrojich. Existovaly publikované véty, o nichZ se obecné védélo, Ze neplati, nebo Zze
diikaz obsahuje mezeru. Matematické znalosti a porozuméni byly obsaZeny v myslich
a socialni struktuie spolecenstvi lidi, ktefi o daném pfedmétu pfemysleli. Znalosti se
opiraly o psané dokumenty; ty vSak nebyly ve skuteCnosti primarni.

Myslim, Ze toto schéma se obor od oboru miZe zna¢né li§it. Zajimal jsem se o geome-
trické oblasti matematiky, kde je ¢asto vskutku tézké najit dokument, ktery by odrazel
schidné zplsoby, jimiz lidé mysli. V algebraiét&jSich nebo symboli¢téjsich oborech
tomu tak byt nemusi a mam dojem, Ze v nékterych oblastech jsou psané projevy
mnohem bliZe tomu, co se v oboru déje. Ale kazda disciplina m4 silné spoleéenské
normy platnosti a pravdivosti. Dobrou ilustraci toho tvrzeni v silné algebraickém oboru
je dikaz velké Fermatovy véty navrZzeny Andrewem Wilesem. Odbornici rychle uvéfili
na zakladé vloZzenych fundamentdlnich myslenek, Ze dikaz je v zdsadé spravny, dlouho
pfed tim, neZ bylo moZné provérit podrobnosti. Ve srovnani s vétSinou matematickych
dtikazli se Wilesovym argumentim je3té dostane mnohého zkoumani a provéfovani;
bez ohledu na to, jak se tato procedura bude odvijet, mame tu dobrou ilustraci rozvoje
matematiky jako procesu organicky zahrnujiciho psychologickou a socidlni slozku.

Kdyz se lidé zabyvaji matematikou, tok myslenek a spolecenska kritéria platnosti
jsou mnohem spolehlivéj$i nez formalni dokumenty. Lidem se zpravidla nepfili§ daii
prové&fovat formdlni sprdvnost dikazi; zato dokdZou s jistotou odhalit jejich mozné
slabiny a vady.

Abych se vyhnul nedorozuméni, chci zdiraznit dvé véci, které neturdim. Za prvé,
neprosazuji zmirnéni norem, jez v naSem spolecenstvi plati pro diikazy. SnaZim se jen
popsat, jak tento proces ve skutefnosti funguje. Neni sporu o dileZitosti peclivého
dikazu, ktery obstoji v kazdé provérce; soudim, Ze to je ve spoledenstvi obecné
akceptovano. Pokud o néco usiluji, pak o to, aby matematici vénovali svym dikazim
vice pozornosti, aby vysledek byl skute¢né jasny a co nejjednodussi a jakakoli slabina
se dala snadno najit. Za druhé, nekritizuji matematické studium formdlnich ditkazi
ani lidi, vénujici Gsili hledini explicitnéjsich a formalnéjsich forem matematickych ar-
gumentl. V obou pfipadech jde o uZiteénou aktivitu, jeZ miiZze vést k novym nahledim
na matematiku.

Béhem nékterych obdobi své kariéry jsem vénoval hodné& usili vySetfovani mate-
matickych problémi pomoci poé&itate. Maje tuto zkusenost, byl jsem velmi pfekvapen
tvrzenim Jaffeho a Quinna, Ze matematika je pomal a svizelna a Ze o ni l1ze s ispéchem
tvrdit, Ze je nejdisciplinovanéjsi z lidskych intelektudlnich aktivit. Normy spravnosti
a uplnosti, jejichZz splnéni je nezbytné pro to, aby podéitacovy program zacal viibec
pracovat, jsou o nékolik Fadi pfisnéjsi neZ pozadavky matematické obce na platné
dikazy. Zd4 se nicméné, ze jakkoli jsou velké programy pe€livé napsany a otestovany,
vidy maji néjaké mouchy.

Myslim si, Ze matematika je jednim z oborl pfinaSejicich nejvétsi intelektualni
uspokojeni. Diky pfisnym pozadavkim na jasné a presvéd¢ivé mySleni, jakoz i to-
mu, Ze si cenime uméni naslouchat a snahy o vzajemné pochopeni, nejsme suzovani
bezvychodnymi hiadkami a pokusy o nekonec¢fié piedélavani naSi matematiky. Jsme
pfipraveni nechat se presvédéit ostatnimi. Matematika se intelektudlné vyviji velmi
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rychle. Celé kapitoly matematického zemépisu se méni zas a znovu pfekvapujicimi
zpusoby béhem jediné profesionalni kariéry.

Vezmeme-li v ivahu, jak tézké je napsat poclitadovy program, jenZ by se svym
intelektudlnim obsahem alespon pfibliZil dobrému matematickému ¢lanku, a o kolik
vic €asu a sil stoji pfivést jej do formalné ,témér“ spravného stavu, je blaznovstvim
tvrdit, Ze matematika, jak ji provozujeme, se byt i jen blizi formalni spravnosti.

Matematika v naSem obvyklém podani je formalné mnohem uplnéjsi a presné&jsi
nez jiné védy, ale zaostava v téchto ohledech za pocitaCovymi programy. Rozdil neni
jen v mnoZstvi vynaloZeného usili; jde o kvalitativné odlisné jevy. Velké pocitacové
programy vyZaduji obrovskou péci o nespocetné otazky kompatibility: ovéfit, Ze vSech-
ny definice jsou konzistentni, vymyslet ,dobrou“ strukturu dat, jez by byla funkéni
a nikoli k nepfehlednosti obecnd, rozhodnout, jaky je ,spravny“ stupeii obecnosti
uzitych funkci atd. Podil energie vénované vymysleni zdkladniho schématu velkého
programu je prekvapivé maly. Naproti tomu otazky kompatibility maji tendenci se vy-
mykat kontrole, protoze ,spravné“ definice se méni, jakmile ménime tGroven obecnosti
a priddvame dalsi funkce; proto musi byt poéitacové programy co chvili pfepisovény,
¢asto od samého podatku.

Abychom uéinili matematiku forméalné spravnou a tplnou, museli bychom vykonat
velmi podobnou préaci. Nejde o to, Ze by formalni spravnost byla k nezvlddnuti obtizna
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v malém méritku — problém je spiSe v tom, Ze existuje mnoho zpusobi, jak zvolit
y,malou® formalizaci, jez ve vét§im méFitku nejsou nezavislé. Zajistit kompatibilitu
zvolenych moZnosti je velmi t8Zké; mimo jiné by to zahrnovalo ndvraty na zacatek
a prepisovani vSech starych matematickych ¢lanki, na jejichz vysledcich jsme zavisli.
Je rovnéz velmi t&zké vybrat dobré technické prostiedky pro formdlni definice, které
by se hodily pro spoustu rtiznych zpisobd, jimiZ se matematikiim zamane jich uzivat,
a jeZ by predjimaly budouci rozvoj matematiky. Pokud bychom chtéli pokracovat ve
spolupréci, travili bychom vétSinu ¢asu v mezinarodnich normotvornych komisich, jez
by stanovovaly obecné platné definice a FeSily vzniklé kontraverze.

Matematici jsou schopni zapliiovat mezery, opravovat dikazy, vypracovavat po-
drobnosti a jemnéjsi techniku a také tak ¢ini, je-li to nutné & maji-li odpovidajici
motivaci. N4§ systém je fungujicim zdrojem spolehlivych tvrzeni, jez lze solidné
podlozit. Spolehlivost v8ak nevychézi primarné z toho, Ze by matematici formalné
provéfovali formalni argumenty, nybrZ Ze uvaZuji peclivé a kriticky o matematickych
myslenkach.

Na zcela fundamentalni drovni jsou zdklady matematiky labilnéjsi, neZ je matema-
tika, jiz se bé&Zzné zabyvame. VétSina z nas se pridrzuje zdkladnich principt, které lze
zdvorile oznalit za fikce. Je tu kupfikladu véta o tom, Ze neexistuje zadny zpusob,
jak zkonstruovat nebo i jen definovat dobré usporadani redlnych &isel. Lze dolozit
(a& ne dokazat), Ze na téchto fikcich miZeme stavét, aniz bychom byli chyceni pfi
¢inu; to je vSak neéini platnymi. MnoZinovi teoretici konstruuji mnohé alternativni
a vzadjemné si protifefici ,matematické vesmiry“ takové, Ze konzistence jednoho je
slu¢itelnd s konzistenci ostatnich. To nés stézi miZe utvrdit ve vife, Ze ten ktery z nich

predstavuje spravnou nebo pfirozenou volbu. Godelova véta o nelplnosti implikuje,
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Ze neexistuje formalni systém, jenZ by byl konzistentni a sou¢asné& natolik obecny, aby
jej bylo mozno vyuZit jako zakladu pro veskerou matematiku, jiZ se zabyvame.

Poéditale jsou na rozdil od ¢lovéka stavény na vykondvani formélnich procest.
Existuji lidé, ktefi tvrdé pracuji na projektu formalizovini &4sti matematiky po-
moci poéitafe se skutecné formalné spravnymi formalnimi dedukcemi. PovaZuji to
za veliky a velmi potfebny kol a véfim, Ze se odtud mnohému nauéime. Vysledky
napomohou zjednodu$it a projasnit matematiku. Oéekdvam, Ze za pouhych né&kolik
let bychom mohli mit interaktivni poita¢ové programy umozhujici zkompilovat vétsi
celky formalné aplnych a spravnych matematickych dvah (zaloZenych na nékolika
moznd napadnutelnych, ale pfinejmensim explicitné vyjadfenych pfedpokladech) a Ze
" se stanou souéésti standardniho matematického pracovniho prostiedi.

Méli bychom si byt oviem védomi toho, Ze lidsky pochopitelné a ¢lovékem proveé-
fitelné dikazy, které produkujeme, jsou nejdilezitéjsi a Ze se od formélnich dikazi
znalné lidi. V této chvili jsou forméalni diikazy nedosaZitelné a z v&tsi ¢4sti irelevantni;
mame vhodné lidské prostfedky pro provéifovani platnosti matematickych tvrzeni.

Proé se lidé zabyvaji matematikou?

Zabyvat se matematikou je skuteéné potéSeni spolivajici v nachazeni zpilsobi
mysSleni, jez vysvétluji, organizuji a zjednodusuji. MiZete pocitit tuto radost, kdyz
objevujete novou matematiku, znovuobjevujete starou, uéite se od nékoho &i z textu
novému zpusobu mySleni, nebo kdyZ najdete novou moznost vysvétleni & chapani
zndmé matematické struktury.

Tato vnitfni motivace by mohla vést k zavéru, Ze se zabyvime matematikou Cisté
pro ni samotnou. To ale rreni pravda; spoleenské prostfedi je mimofadné duilezZité.
Nechavime se ostatnimi inspirovat, usilujeme o to, aby nés ocenili, a rddi pomahame
kolegiim resit jejich matematické problémy. Reakce okoli ovliviiuje, co nam ¢€ini radost.
Spolecenska interakce je zprostfedkovina osobnimi setkdnimi a také prostfednictvim
psané a elektronické korespondence, preprinti a ¢asopiseckych ¢lanki. Jednim disled-
kem této vysoce zespoleCensténé organizace matematiky je tendence néasledovat médni
viny. Z hlediska hledani novych matematickych vét to zfejmé neni pfili§ efektivni; bylo
by lep&i, kdyby matematici pokryvali celou intelektudlni §ifku oboru rovnomérnéji. Ale
vétsina z nich nemé rdda osaméni a dél4 jim potiZze nadchnout se pfedmétem, i kdyz
v ném osobné dosahuji pokroku, pokud nenajdou kolegy, ktefi by sdileli jejich nadSeni.

Vedle naSich vnitfnich divodi a neformélni spolefenské motivace pro zabyvani
se matematikou jsme pohanéni vahami ekonomickymi a prestiznimi. Matematici
podobné jako jini védci éasto hodnoti a jsou hodnoceni. Po¢inaje promoci a védeckymi
hodnostmi pfes doporucujici dopisy, rozhodnuti o prijeti ¢i o povy3eni, recenzentské
posudky, pozvani k pfednaskim, ceny, ... ; neustdle se zi¢asthujeme bodovan{ v sys-
tému, ktery je tvrdé soutézivy.

Jaffe a Quinn analyzuji motivaci pro zabyvani se matematikou zaloZenou na obecné
méné, v niz mnoho matematikd véfi, totiZ pfisouzeni zasluh za véty.
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Myslim si, Ze silny diiraz, jejz naSe obec klade na tyto zdsluhy, ma zaporny vliv
na pokrok matematiky. Je-li na$im hlavnim vydobytkem pokrok v lidském chapani
matematiky, méli bychom uznéavat a cenit mnohem 8ir&i 8kilu aktivit. Lidé, ktefi uméji
dokazovat véty, tak necini sami pro sebe, ale v kontextu celé matematické obce. Sklizeji
tak plody usili o porozuméni zaseté jinymi matematiky. Jakmile je véta dokéizana,
obec potfebuje spoletenskou infrastrukturu, aby se myslenky dostaly k lidem, ktefi
jich mohou déle uzivat — ti¥téné slovo samo o sobé je pfili§ pochybny a neprakticky
prostredek.

I kdyZz akceptujeme zGZené hledisko, Ze cilem nasi price je dokazovani vét, tymova
prace je dtlezitd. Muzeme uzit pfirovndni k zdpasu v kopané, béhem néjz mohou
branku vstfelit jeden & dva hradi; to vSak neznamend, Ze ostatni byli na hfisti
nadarmo. Neposuzujeme hrace podle jejich osobnich vysledkii; zdlezi ndm na vysledku
celého druzstva.

V matematice se ¢asto stava, Ze skupina lidi rozviji ur¢ity soubor myslenek. Etapami
tohoto pokroku jsou véty, jez témé&F nevyhnutelné dokaze ten nebo onen z nich. Nékdy
dokonce skupina dokaZe pfedjimat, jak tyto véty budou vypadat. Je mnohem t&zsi
pfedpovédét, komu se dikaz podafi, a¢ zpravidla existuji ,dobfi stfelci“, u nichz je
pravdépodobné&jsi, Ze budou ,skérovat.“ Jejich Gspéch je ale vysledkem kolektivniho
tsili celého tymu.?) Ten m4 navic dalii funkci, totiZ absorbovat dok4zané véty a vyuzit
jich. I kdyby jediny Clovék dokidzal samostatné dokazat veSkeré véty tvorici milniky

dané cesty, pfiSly by nazmar, kdyby se o nich nikdo jiny nedovédél.

Se ,stfelecky ispéSnymi“ lidmi je spojen i dalsi zajimavy jev. Pravidelné se stava, ze
n&ktery z fadovych &lend druZstva dokdZe vétu, jejimuz vyznamu se dostane Sirokého
uzndni. Jeho status ve spoledenstvi — misto v nepsané hierarchii — se tim okamzité
a dramaticky méni. Dojde-li k tomu, takovy ¢lovék se stane produktivnéj§im jako
zdroj my$lenek a vét. Pro¢ je tomu tak? Jednak to znamena zvySenou sebetctu a z ni
plynouci vyssi produktivitu. Za druhé, s ristem renomé se lidé dostavaji blize ke stfedu
v pavuiné vzajemné propojenych mySlenek — ostatni je berou vdznéji. A kone¢né,

mySleni, ktery se hodi i v jinych situacich.

Tento jev mé utvrzuje v pfesvédCeni, Ze celd matematicka obec by se stala produk-
tivnéjsi, kdybychom si jasné uvédomili pravou hodnotu toho, co déldme. Jaffe a Quinn
navrhuji systém uznavajici délbu prace mezi ,spekulativni uvaZovani“ a ,,dokazovani“.
To by jenom prodlouzilo Zivot mytu o tom, Ze mirou naSeho pokroku je mnozstvi
dokazanych standardnich vét. To pfipomind omyl ¢lovéka, ktery si nechal vytisknout
prvnich 10000 prvodisel. Vysledkem naSeho tsili je lidské porozuméni. Mame mnohé
zpusoby chapani a mnohé cesty, jimiZ lze k nému pfispivat. Budeme spokojenéjsi,
produktivnéj’i a $tastné&jii, pokud tuto skuteénost uznidme a budeme z ni vychazet.

2) Pozndmka piekladatele: V této souvislosti si nelze nevzpomenout na historku o Marku
Grigorjeviéi Kreinovi buricejicim po chodbach odésské umiverzity: ,J4 jsem pfece zakazal
pfemyslet na toto téma! Tuto vétu jsem si k diikazu vyhradil sam!“
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Néco osobnich zkuSenosti

ProtoZe tato tivaha vznikla jako reakce na rozpor mezi mou osobni zkuSenosti
a zpusobem, jimZ stejné véci popsali Jaffe a Quinn, rozeberu tu dva pfiklady zahrnujici
i situaci, jiZ se jen letmo dotkli.

Necitim se pfitom pfili§ dobfe, protoze v mé kariéfe existuji véci, jichz lituji; kdybych
mohl totéz délat totéZ znovu vyzbrojen svym soucasnym chapanim matematiky i sebe
sama, asi bych toho spoustu délal jinak. Doufim, Ze popiSu-li své zkuSenosti zcela
oteviené, jak si je pamatuji a rozumim jim, mohu ostatnim pomoci pochopit tyto
procesy lépe a dopfedu se poucit.

Nejprve se zminim stru¢né o teorii foliaci, coz bylo téma, s nimz jsem jako student
zalinal (neni podstatné, zda vite, co to foliace jsou).

V té dobé byly foliace stfedem pozornosti mezi geometrickymi topology a lidmi
zabyvajicimi se dynamickymi systémy a diferencidlni geometrii. Docela rychle se mi
podafilo dokdzat nékteré véty dramatického vyznamu. Dokézal jsem vétu o klasifikaci
foliaci a naSel nutnou a postacujici podminku, za niz varieta pfipousti foliaci. Dokazal
jsem i dal$i vyznamné véty. Napsal jsem prace, jeZ si vydobyly uznani, a publikoval
jsem pfinejmen$im ty nejvyznamnéj$i véty. Stéii jsem stihal sepsat, co jsem byl
schopen dokazat, takZe brzy jsem mél manko.

Pak doslo k zajimavému jevu. B&hem nékolika let nastal hromadny tprk od téchto
problémdi. SlyZel jsem od fady matematikid, Ze bud udileji nebo dostdvaji radu ne-
poustét se do foliaci — fikalo se, Ze tam Thurston kond tklid. Lidé mi fikali (jako
poklonu, nikoli stiZnost), Ze jsem ten obor zabil. Doktorandi pfestali foliace studovat
a brzy i ja sdm jsem se obratil k jinym tématim.

Nemyslim si, Ze k iprku doslo, protoze ndmét by byl intelektudlné vyéerpan — byly
(a stéle je3té jsou) mnohé zajimavé otdzky, jez by se daly Fesit. Od téch dob se objevily
zajimavé vysledky ziskané témi nékolika lidmi, ktefi v oboru zistali nebo do néj pfisli
pozdéji, a také vyznamné objevy v sousednich oborech, o nichZ si myslim, Ze by se
rozvijely rychleji, kdyby se matematici vénovali foliacim s vétsi energii.

Myslim, Ze dnes je jen mdlo téch, ktefi rozuméji foliacim aspon pfiblizné tak jako
v dfivéjsi dobé, atkoli né&které Casti této teorie, véetné novéjsich vysledki, stile je3ts
vzkvétaji.

VE&fim, Ze atlum oboru je mnohem spiSe disledkem dvou ekologickych jevii nez
jakéhokoli vycerpani intelektualnich zdroju.

Za prvé, vysledky, jez jsem dokézal (jakoZ i diilezité vysledky jinych), byly zazna-
menany v odstraSujicim matematickém stylu. Pfedpoklidaly ¢tendfskou obec sdilejici
jisté zéklady a jisté zptisoby chipani. Teorie foliaci byla mlady obor plny oportunismu,
jehoz vychozi pojmy nebyly standardizovany. Nevdhal jsem pouZit jakékoli matema-
tické metody, kterou jsem se nauéil od ostatnich. Clanky, jeZ jsem napsal, nevé&novaly
pFili§ pozornosti kulturnimu pozadi, ani nemohly. Dokladaly Gvahy a zavéry vysoké
urovné, k nimZ jsem dospél vynaloZenim zna¢ného wsili a mnohych tvah. Obdas jsem se
snaZil tvrzeni ozfejmit pfedhozenim kryptického intelektudlniho pamlsku jako napfi-
klad ,,Godbilloniiv—Veyiv invariant je mirou helikoidni rozkolisanosti foliace*; takova
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mista zistala vétsiné ¢tenait zdhadou. To vytvofilo vysokou vstupni bariéru; myslim,
Ze mnozi doktorandi i star§i matematici se nechali odradit obtiZemi pfi pokusech
pochopit dikazy klicovych vét.

Druhy problém se tyka toho, co pfitom mohli lidé v daném Gzkém oboru ziskat.
KdyZ jsem se zacal foliacemi zabyvat, mél jsem pfedstavu, Ze chtéji znit odpovédi.
Myslel jsem, Ze si pfeji mit dokdzan soubor hlubokych vét, jez by mohli aplikovat pfi
hledani odpovédi na dalsi matematické otazky. Ale to byla jen Cast pravdy. Vic nez
o tuto znalost usilovali o to, aby se jim osobné podafilo problém pochopit. A protoze
Zijeme v systému zaloZeném na zasluhéch, chtéli a také potfebovali uznani za véty,
které by sami dokazali.

Presko¢im nékolik let, abych se dostal k pfedmétu, ktery Jaffe a Quinn pfipomnéli,
totiz k dobé, kdy jsem zacal studovat tf¥irozmérné variety a jejich vztahy k hyperbolické
geometrii. (Opét malo zalezi na tom, zda vite, o &em je Fe¢.) Béhem let jsem si postupné
vytvofil jistou intuici pro hyperbolické 3-variety spolu s repertodrem konstrukci,
prikladi a dakazt. (Tento proces ve skuteénosti zacal, jesté kdyZ jsem studoval,
a vyrazné k nému pfispély aplikace v teorii foliaci.) Po néjaké dobé mé spekulace
dospély k predstavé, ze vSechny 3-variety maji jistou geometrickou strukturu; tento
zavér veSel nakonec ve zndmost pod jménem geometrizaéni hypotéza. Asi o dva ¢i tii
roky pozdéji jsem dokazal geometriza¢ni vétu pro Hakenovy variety. Byla to tézka véta
a Gvaham o nf jsem vénoval spoustu namahy. KdyZ jsem dikaz zavrsil, vénoval jsem
jesté vice usili jeho provérce, hledal jsem mozZné obtiZe a testoval jsem jej nezavislymi
metodami.

Chtél bych Fici jasné, co myslim tim, kdyZ fikdm, Ze jsem vétu dokazal. Mam na
mysli, Ze jsem dospél k jasnému a uplnému fetézci mySlenek zahrnujicimu veSkeré
podrobnosti, ktery prestal poéetné provérky, jeZ jsem vykonal ji i jini. Matematici maji
rizné myslenkové styly. J4 se vyhybam vyslovovani Sirokych vSezahrnujicich tvrzeni,
jez lze chéapat jen jako ndznak nebo inspiraci; vytvarim si jasné mentdlni modely,
pomoci nichZ véci promyslim. Mé dikazy se ukazaly jako zcela spolehlivé; nikdy
jsem nemél problém s odvoldvinim vysloveného tvrzeni nebo dopliiovanim dikazi
podrobnostmi. Mam oko na chyby ve vlastnich Gvahach stejné tak jako v Gvahdach
ostatnich.

Prelozit to, co je zakédovdno v mém mysleni, do tvaru sdélitelného nékomu ji-
nému, ovSem nékdy vyZaduje obrovské zvétSeni objemu. M4 matematickd vychova
byla ponékud nezavisld a neopakovatelna, kdyz jsem se po fadu let ucil samostatné
a vymy3lel si vlastni mentalni modely pro matematické objekty. Casto to pro mne byla
vyhoda, protoze je pozdéji snadné piejmout standardni model, jejz sdili urcitd skupina
matematikl; nékteré predstavy, jichz bézné uzivam ja, jsou vétsiné matematiki, s ni-
miz komunikuji, cizi. Moje osobni mentalni modely jsou sice podobného charakteru,
jaké matematické kolektivy sdileji, ale pfece jsou €asto jiné. Mé chapani hyperbolické
geometrie v dobé formulace geometrizac¢ni hypotézy predstavuje dobry priklad. Lze
pokradovat ndhodné vybranym pfikladem, jimZ je chapani konecnych topologickych
prostord. Je to vystfedni zilezitost, jez mize objasnit fadu otzek, ale obecné vzato
se tomu lze v kazdém jednotlivém pifipadé vyhnout standardnimi postupy.
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Ani geometriza¢ni hypotéza ani jeji diikaz pro Hakenovy variety se v dobé svého
vzniku nenachézely v mistech, kam se upirala pozornost matematiki — $ly proti duchu
rozvoje topologie v pfedchozich tficeti letech a vétSina lidi byla jimi pfekvapena. Pro
vétsinu topologh té doby byla hyperbolickd geometrie kabalistickym vedlej$im odvét-
vim, a¢ existovaly jiné skupiny, napfiklad diferencidlni geometfi, ktefi ji z urcitych
hledisek rozuméli. Topologim trvalo chvili, nez pochopili, co geometriza¢ni hypotéza
znamena, k ¢emu je dobré a pro¢ ma smysl.

V téze dobé jsem zacal pripravovat text o geometrii a topologii 3-variet, ¢aste¢né
v souvislosti s postgradualni prednaskou, jiZ jsem konal. Rozeslal jsem jej nékolika
lidem a zanedlouho si mi mnozi jini z celého svéta zacali psat o exemplar. Zasilky
se opakovaly kazdych nékolik mésici; seznam zdjemct vyrostl na 1200 lidi. V téchto
skriptech jsem se pokouSel sdélit své skutené myslenky. Néktefi na jejich zakladé
organizovali seminafe, coz mi vytvorilo vitanou zpétnou vazbu. Pfevdzné to vypadalo
né&jak jako: ,,VaSe skripta jsou krdsnd a inspirativni, ale musim Vam Fici, Ze jsem stravil
tfi tydny, nezZ jsem se probral podrobnostmi paragrafu z.y. Podrobnéjsi vyklad bych
povaZoval za velice uZiteény.“

Mél jsem také fadu predndSek v riznych matematickych spolecenstvich o mys-
lenkdch souvisejicich se zkouméanim 3-variet geometrickymi metodami a o dikazu
geometriza¢ni hypotézy pro Hakenovy variety. Zpocatku nebyl tento pfedmét znam
téméf nikomu. Bylo obtiZné docilit komunikace s publikem — struktura tvrzeni
a argumentl obsaZend v mé hlavé byla poslucha¢im cizi. Tento mySlenkovy prople-
tenec se opiral o nékolik matematickych teorii: topologii 3-variet, kleinovské grupy,
dynamické systémy, geometrickou topologii, diskrétni podgrupy Lieovych grup, foliace,
Teichmiilerovy prostory, pseudo-Anosovovy difeomorfismy, geometrickou teorii grup,
jakoZ i hyperbolickou geometrii.

V roce 1980 jsme zorganizovali letni workshop Americké matematické spole¢nosti
v Bowdoinu, na néjZ pfijelo mnoho lidi zabyvajicich se riznymi problémy v topologii
nizkych dimenzi, dynamickych systémech a kleinovskych grupéch.

Byla to zajimava zkuSenost ohledné kulturni vymény a dramaticka ilustrace toho,
nakolik dikazy zavisi na posluchaéstvu. Dokazujeme tvrzeni v uréitém spole¢enském
kontextu a adresujeme je jistému okruhu lidi. Nékteré ¢asti tohoto diikazu mohu topo-
logtim sdélit béhem dvou minut, zatimco lidé ¢inni v analyze by potfebovali hodinovou
pfednasku, nez zalnou rozumét. Podobné jsou tam véci, na néz ,analytikim*“ staéi
dvé minuty a topologové maji zapotfebi celou hodinu. A jsou jiné ¢asti dikazu, jejichz
schéma lze popsat ve dvou minutéch, ale na néz ani jedna z téchto skupin neni mentalné
pfipravena, aby je zvladla v ¢ase krat$im nez hodina.

V té dobé neexistoval kontext, do néjz by bylo mozno zasadit vétu jako celek, takze
rozdil mezi tim, jak byla idea zaznamenana v mé hlavé a jak jsem ji musel vysvétlovat,
byl dramaticky, nemluvé uz o mnozstvi energie, jiz museli vynaloZit posluchaci, aby
mi porozuméli.

V reakci na svou zkugenost s foliacemi a na spole¢enské tlaky jsem ve svych psanych
i mluvenych vystoupenich soustiedil pozornost na celkovou strukturu; podrobnosti
jsem vysvétlil tém nékolika lidem, ktefi byli dostateéné daleko, aby je pochopili.
Napsal jsem nékolik ¢lanki, v nichZ jsem vylozil podstatné ¢asti dilkazu geometrizaéni
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hypotézy pro Hakenovy variety — nevyvolaly téméf Zadnou odezvu. Podobné& se
s nékolika vyjimkami lidé zacali hlub$§imi a t&Z8imi partiemi mych dfivéjsich skript
probirat aZ mnohem pozdéji.

Vysledkem bylo, Ze dnes ma vétsi polet matematikd to, co na pocatku chybélo:
rozuméji pojmim a mentalni struktufe, v nichz se tento pfedmét pfirozené vyjadiuje.
Trvale zde kypi bohatd matematickd €innost. Tim, Ze jsem se soustfedil na strukturu,
formulaci definic a myslenkové postupy, ale nespéchal jsem s vyslovenim a zvefejnénim
dtikazi v8ech ,vét“, jez jsem umél dokazat, jsem ponechal prostor pro mnoho jinych,
aby si vydobyli zsluhy. Lidé tak mohli objevit a publikovat dalsi dikazy geometrizaéni
véty, které pomohly vyvinout nové pojmy, jeZ jsou zajimavé samy o sobé a znamenaji
nové obohaceni matematiky.

To, co ode mne kolegové chtéli a Zddali, nebylo naucit se mij dikaz geometriza¢ni
hypotézy pro Hakenovy variety, ale mé zptisoby uvazovani. PovaZuji za nepravdépo-
dobné, ze diikaz hypotézy v obecném piipadé bude sestavat z pfimoc¢arého rozsifeni
stavajicich argumenti.

Dalsi véc je, ze lidé Casto chtéji a vyzaduji akceptovany a provéfeny vysledek ne
proto, aby se jej mohli naudit, nybrZz aby jej mohli citovat a odvoldvat se na néj.

Rada matematiké piijala ve skute€nosti mij dikaz velmi rychle, za¢ali vysledku
uzivat a odvolavat se na néj, spoléhajice na vlastni zkuSenost, diivéru ve mne, stejné
tak jako na minéni expertd, jimZ jsem sviij dikaz vysvétlil s vynaloZenim spousty &asu.
Véta je nyni dokumentovana v publikacich, jejichZz autorem jsem byl ja i jini, takze
vétSina lidi ji s divérou cituje; nikdo v oboru nevyslovil pochybnosti o jeji platnosti
ani mé nezadal o doplnéni chybéjicich podrobnosti.

Ne vsechny dlikazy hraji totoZnou roli v logickém leSeni, jez pro matematiku buduje-
me. Tento konkrétni ditkaz ma pravdépodobné jen doCasnou logickou hodnotu, ackoli
sehral ditlezitou motivac¢ni roli tim, Ze napomohl vzniku jistych pfedstav o struktuie
3-variet. Obecnd geometriza¢ni hypotéza piedstavuje stile otevieny problém. Byla
dokézana v mnoha pfipadech a podporuje ji také mnoho pocita¢ovych vysledki, ale
obecny ditkaz chybi. Doufim, Ze bude objeven a Ze to nebude trvat dlouho. AZ k tomu
dojde, dtikazy specialnich pfipadd ztrati zfejmé pfitazlivost jako zastaralé.

V mezidobi je vSak lepsi, aby ti, kdo chtéji uzivat geometrickych technik, vychazeli
z pfedpokladu ,Necht M je varieta pfipoust&jici geometricky rozklad“, protoze je
to obecné&jsi nez ,Necht M je Hakenova varieta.“ Lidé, ktefi téchto technik uZivat
nechté&ji nebo vici nim chovaji podezieni, by se jim radé&ji méli vyhnout. I v pfipadé,
Ze se néjaka véta o Hakenovych varietach d4 dokizat geometrickou technikou, jeji Cisté
topologicky dikaz bude velice cenny.

Myslim, Ze v této epizodé (jez stale jesté pokracuje) se mi podafilo vyvarovat se dvou
nejhorgich scénafi: bud neprozradit, Ze jsem objevil, co jsem objevil, a dokazal, co jsem
dokézal, a nechat si to pro sebe (moZna v nadéji, ze dokdZzu Poincarého hypotézu),
nebo predloZit nedobytnou a nezvlddnutelnou teorii, jiz nikdo nebude provozovat
a neumozni ji tak rast.

Snadno mohu vyjmenovat, ¢eho ve své kariéie lituji. Nepublikoval jsem tolik, kolik
bych byl mé&l. Existuje fada dal$ich matematickych projektd, které jsem vefejnosti
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v oboru pfedloZil nevhodnym zplisobem nebo vibec ne. Kdyz jsem se soustiedil
v geometrické teorii 3-variet na jeji strukturu spi$ neZ na zasadni véty, ponékud jsem
se odpoutal od rozvoje pfedmétu; prestal jsem aktivné a efektivné pomahat oboru
a védeckym kariéram skvélych lidi, ktefi v ném pracuji. (Pfipada mi, Ze jisty stupeh
odpouténi je témé&F nevyhnutelnym vedlej$im vysledkem soustavné péée o doktorandy
a dalsi studenty; abyste skute¢né pfedali vedeni vyzkumu jinym, nelze nez se vzdalit
a pfestat o téchto tématech pfemyslet piili§ usilovné.)

Naproti tomu jsem stale ¢inny a produktivni v mnoha smérech. N4$ systém nevy-
tvari pro lidi, jako jsem ja, zvlaStni ¢as pro psani a vyzkum; naopak nds zaplavuje
mnohymi pozadavky a pfilezitostmi k dodateénym tkoliim a ji jsem na fadu z nich
instinktivné kyvl. Vénoval jsem hodné asili ¢innostem, které zasluhy neprinaseji, ale
jichZ si cenim stejné jako dokazovani vét: matematické politice, pfepracovani mych
skript v knihu spliujici vysoké poZadavky na sdélnost, vzdélavani, rozvoji novych
forem komunikace v matematice v Geometrickém stfedisku (pfikladem miZe byt nas
prvni experiment, videoprogram ,,Uzly ne*), fizeni MSRI atd.

Myslim, Ze svou €innosti jsem své ,zasluhy“ nijak nemaximalizoval. Jsem nyni ve
stavu, kdy necitim silnou potfebu usilovat o dal3i zasluhy. Upfimné feéeno, zalinim
shledéavat, Ze jsou véci, jez pro mne piedstavuji silnéjsi vyzvu nez dokazovani novych
vét.

Jsem presvédéen, Ze ma €innost matematice prospéla.

Dikazy, fyzika a véci kolem nich

Clanek A. Jaffeho a F. Quinna a obsahla reakce W. Thurstona vychazeji ze znaéné
odlidné filozofie matematiky, a pfece bude asi vétSina ¢tenart souhlasit s ndhledem,
7e je to s nimi jako ve staré rabinské anekdoté: je pravdivé tvrzeni, Ze oboji je
pravda. Jinymi slovy, napé&ti mezi t&mito dvéma p¥istupy je charakteristickym rysem
matematiky a také jeji hybnou silou.

Nékdo mizZe povaZovat za pfirozené, Ze po rigoréznosti volaji pravé autofi majici
osobni hlubokou a dlouhodobou zku$enost s ,nepofadnym“ svétem teoretické fyziky,
jiny to miZe povazovat za paradox. Je viak jisté, Ze FeCené napéti pocituje kazdy,
at uz se zabyva nékterym oborem ¢isté matematiky, matematikou aplikovanou &i

Z odpovédi na ¢lanek ,Theoretical Mathematics“: Toward a Cultural Synthesis of Mathe-
matics and Theoretical Physics, Bull. Amer. Math. Soc. 29 (1993), 1-13, jehoZ pfeklad je
uvefejnén v minulém d&isle, otisténych tamtéz, 30 (1994), 178-211, vybral, pfelozil a komen-
tafem opatfil PAVEL EXNER.
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