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O důkazech a pokroku v matematice 
William P. Thurston 

Tento esej o povaze důkazů a pokroku v matematice byl stimulován článkem 
A. Jaffeho a F. Quinna o „teoretické matematice"1), který obrátil pozornost na 
zajímavé otázky, jichž by si matematici měli více všímat, ale také setrval na názorech 
a stanoviscích, která si zasluhují kritického prozkoumání. 

Článek obsahuje odstavec líčící část mé práce způsobem, jenž se rozchází s mou 
zkušeností i s postřehy lidí z oboru, s nimiž jsem o něm diskutoval, abych se přesvědčil, 
že má reakce má reálný základ. 

Když jsem si to nechal projít hlavou, připadá mi, že Jaffeho a Quinnův text je 
příkladem toho, že lidé vidí, co vidět chtějí. Způsob, jímž vypodobnili mou práci, je 
důsledkem promítnutí sociologie matematiky na jednorozměrnou škálu (spekulativní 
versus rigorózní uvažování), které ignoruje mnohé základní souvislosti. 

Řada matematiků byla požádána, aby na Jaffeho a Quinnův článek odpověděla, 
proto očekávám, že se mu dostane od ostatních spousty podrobných analýz a kritiky. 
Chci proto zaměřit svůj esej spíš pozitivně než na vyhledávání protinedostatků. Popíšu 
svůj náhled na to, jak matematika funguje, odvolávaje se pouze tu a tam na Jaffeho 
a Quinna pro srovnání. 

Při pokusu oloupat postupně vrstvy předpokladů je důležité, abychom se pokusili 
vyjít ze správných otázek: 

Čeho matematici dosahují? 

Tato otázka ukrývá mnoho problémů, které se pokusím vyslovit v takové podobě, 
abych tím již nepředjímal povahu odpovědi. 

Nebylo by například dobré začít otázkou: 

Jak matematici dokazují věty? 

Je to zajímavý námět, ale kdybychom jím chtěli začít, znamenalo by to přijmout dva 
skryté předpoklady, totiž že 

(1) existuje objektivní, pevně ustavená a obecně přijatá teorie a praxe matematického 
důkazu a že 

(2) pokrok v matematice spočívá v dokazování vět. 

1) Viz příspěvek Jak smířit matematiku s teoretickou fyzikou v minulém čísle. 

Z původního textu On Proof and Progress in Mathematics, Bull. Amer. Math. Soc. 30 
(1994), 161-178, přeložil PAVEL EXNER. 

© 1994 American Mathematical Society 
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Stojí za to tyto hypotézy prozkoumat, raději než je přijmout jako očividné a vycházet 
z nich jako ze základu. Otázka dokonce není: 

Jak matematici dosahují pokroku v matematice? 

Dávám přednost explicitnější (a navádějící) formě této otázky: 

Jak matematici rozšiřují lidské porozumění matematice? 

Tato formulace vynáší do popředí něco základního a všudypřítomného, totiž že obsa
hem naší činnosti je hledání způsobů, jimiž mohou lidé chápat matematiku a přemýšlet 
o ní. 

Rychlý nástup počítačů pomohl toto hledisko zdramatizovat, protože počítače se od 
lidí velmi liší. Když například Appel a Haken dokončili důkaz věty o čtyřech barvách 
pomocí rozsáhlých automatických výpočtů, vyvolalo to řadu kontraverzí. Chápu tyto 
spory nikoli jako projev pochyb, jež by lidé měli o platnosti věty nebo správnosti 
důkazu. Spíše vyjadřují pokračující touhu po lidském pochopení důkazu jako dodatku 
k informaci o tom, že věta platí. 

Vrátíme-li se ke každodennímu životu, stává se obvyklým, že lidé začínají zápolit 
s počítači, aby spočítali něco, co mohli v menším měřítku zvládnout v ruce. Mohou si 
nechat vytisknout tabulku prvních 10000 prvočísel, aby posléze shledali, že potištěné 
archy nejsou zrovna to, co si přáli. Podobnými zkušenostmi dospívají k poznání, že 
to, co ve skutečnosti chtějí, není sbírka odpovědí, ale porozumění. 

Zní to téměř jako tautologie, když řekneme, že matematici dosahují pokroku v lid
ském chápání matematiky. Nebudu se to pokoušet rozebrat tím, že bych vysvětloval, co 
je matematika, protože to by nás zavedlo příliš daleko. Matematici obecně cítí, že vědí, 
co matematika je, ale shledávají obtížným zformulovat dobrou a přímou definici. Je 
zajímavé se o to pokusit. Pro mne je asi nejblíže pravdě „teorie formálních struktur", 
ale diskuse tohoto námětu by vyžadovala samostatnou úvahu. 

Je možné, že obtíže při formulaci dobré a bezprostřední definice matematiky jsou zá
sadního charakteru a naznačují, že matematika má v zásadě rekurzivní povahu? Tímto 
způsobem bychom mohli říci, že matematika je minimální obor splňující následující 
požadavky: 

• Matematika zahrnuje přirozená čísla, rovinnou a prostorovou geometrii. 
• Matematika je to, čím se matematikové zabývají. 
• Matematici jsou ti lidé, kteří dosahují pokroku v lidském chápání matematiky. 

Jinými slovy zahrnujeme matematiku do svého myšlení způsobem odpovídajícím její
mu rozvoji. Jak se naše způsoby uvažování prohlubují, vytváříme nové matematické 
pojmy a struktury: předmět matematiky se mění a odráží to, jak myslíme. 

Spočívá-li naše činnost v nalézání lepších způsobů myšlení, potom podstatnou 
složkou dobrého modelu matematického pokroku je jeho psychologická a sociologická 
dimenze. V nejrozšířenějším modelu je nenajdeme. Pokud jej poněkud zkarikujeme, 
vypadá takto: 
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Df. matematici vycházejí z několika základních matematických struktur a souboru 
„daných" axiomů o těchto strukturách, dále 

V. tyto struktury vyvolávají řadu důležitých otázek, jež lze zodpovědět a zformulovat 
jako formální matematická tvrzení, a konečně 

D. úkolem matematiků je hledat deduktivní cestu od axiomů k tvrzením či jejich 
vyvrácení. 

Tento model matematiky lze nazvat definice-věta-důkaz (DfVD). 
Zjevná obtíž s modelem DfVD je, že nevysvětluje, odkud se otázky berou. Jaffe 

a Quinn diskutují roli spekulací (jimž nevhodně říkají „teoretická matematika") jako 
důležitého dodatečného prvku. Spekulativní uvažování spočívá ve vyslovování hypotéz, 
kladení otázek a nalézání inteligentních dohadů a heuristických argumentů, jež mají 
ukázat, co asi platí. 

Ale Jařfeho a Quinnův model DfSVD stále ještě ignoruje některé zásadní problémy. 
Naším cílem přece není splnit nějaký abstraktní plán výroby definic, vět a důkazů. 
Měřítkem úspěchu je, zda umožníme lidem lépe rozumět matematice a jasněji o ní 
přemýšlet. 

Musíme si tedy položit otázku: 

Jak lidé chápou matematiku? 

To je obtížný problém. Chápání je vnitřní a individuální záležitost, kterou je obtížné 
si uvědomovat, porozumět jí a často ji také sdělit. Můžeme se zde toho předmětu 
dotknout pouze zlehka. 

Lidé chápou konkrétní části matematiky značně rozdílnými způsoby. Pro ilustraci je 
nejlepší vzít příklad, jemuž aktivní matematici rozumějí mnohým způsobem, a o němž 
víme, že s ním naši studenti zápolí. Dobře se hodí třeba derivace funkce, o níž lze 
uvažovat: 

(1) Infinitezimálně: jako o poměru infinitezimální změny hodnoty funkce k infinitezi
mální změně argumentu. 

(2) Symbolicky: derivace xn je n x n _ 1 , derivaci sin(a:) odpovídá cos(x), derivace / o g 
se dostane jako / ' o g * g' atd. 

(3) Logicky: f'(x) = d platí právě tehdy, když ke každému kladnému e existuje S 
takové, že 

\f(x + Ax)-f(x) -d <є 
Ax 

platí pro 0 < |Ax| < 5. 

(4) Geometricky: derivace je náklon tečné přímky ke grafu funkce, pokud tato existuje. 

(5) Jako o okamžité rychlosti změny veličiny /(£), kde t je čas. 

(6) Jako o aproximaci: derivace je nejlepší lineární aproximace funkce v daném bodě. 
(7) Mikroskopicky: Derivace funkce je limita toho, co uvidíme, budeme-li si její graf 

prohlížet mikroskopem s větší a větší rozlišovací schopností. 
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Tento seznam shrnuje různé způsoby, jimiž lze derivaci chápat nebo přemýšlet o ní, 
spíše než různé její logické definice. Pokud nevynaložíme značné úsilí, abychom zacho
vali barvu a chuť původních způsobů chápání, rozdíly se začnou vypařovat, jakmile 
jsou tyto mentální obrazy přeloženy do precizních, formálních a explicitních definic. 

Osobně si vzpomínám, jak jsem přijímal každou z uvedených představ jako něco 
nového a zajímavého a strávil hodně času a mentálního úsilí jejich zažíváním, procvi
čováním a smiřováním s ostatními. Vzpomínám si rovněž, jak jsem se vracel k těmto 
představám později s dodatečnými významy a hlubším chápáním. 

Seznam může pokračovat; není žádný důvod, proč by se měl zastavit. Můžeme 
si myslet, že víme o daném předmětu již všechno, a přece nové významy číhají za 
nejbližším rohem. Navíc co představuje pro jednoho čirý mentální obraz, může na 
jiného působit zastraáujícím způsobem: 

(37) Derivace reálné funkce / v oblasti D je Lagrangeův řez kotečného prostoru T* (D), 
jenž dává tvar konexe jednoznačně určené ploché konexi na triviálním R-prostoru 
D x R , pro niž je graf funkce / paralelní. 

Tyto rozdíly neuvádím jen pro zajímavost. Lidské myšlení a chápání nefunguje jedno
kolejně jako počítač s jediným ústředním procesorem. Zdá se, že naše mozky a mysli 
se organizují do řady oddělených výkonných agregátů, jež volně spolupracují a komu
nikují vzájemně spíše na vyšších než na nižších organizačních úrovních. 

Zde jsou některé důležité rozdělující faktory, které jsou důležité pro matematické 
myšlení: 

(1) Lidská řeč. Jsme vybaveni výkonným a specializovaným agregátem pro mluvení 
a rozumění lidské řeči včetně čtení a psaní. Naše lingvistické schopnosti jsou 
důležitým nástrojem uvažování, nejenom komunikace. Hrubým příkladem je výraz 
pro kořen kvadratické rovnice, jejž si většina lidí pamatuje jako říkanku „ix je 
minus bé plus minus odmocnina z bé kvadrát minus čtyři á cé, to celé dělit dvě
ma á". Matematická řeč symbolů je úzce vázána na lidské vyjadřovací schopnosti. 
Elementární matematická „symbolština" obsahuje v anglické verzi jediné sloveso, 
totiž „ = " . To je důvod, proč k němu studenti sahají, když potřebují sloveso. 
Téměř každý, kdo učil v USA základní kurs analýzy, se setkal se studenty píšícími 
instinktivně x3 = 3x2 a podobné věci. 

(2) Vidění, prostorové vnímání, kinestetický (prostorový) smysl. Lidé mají ohromné 
schopnosti přijímat informaci vizuálně nebo pohybově a přemýšlet užitím pro
storového smyslu. Naproti tomu většina postrádá od přírody daný mechanismus 
pro inverzní vidění, to jest schopnost překládat vnitřní prostorové chápání zpět 
do dvourozměrného obrazu. Důsledkem je, že matematici mají většinou méně 
obrázků, a horších, ve svých článcích a knihách než ve svých hlavách. 
Zajímavým rysem prostorového myšlení je, že velice záleží na měřítku. Lze si 
představovat malé objekty, s nimiž lze hýbat, struktury lidské velikosti, jež si 
prohlížíme, či prostorové struktury, které nás obklopují a v nichž se pohybujeme. 
Máme sklon přemýšlet efektivněji pomocí prostorových obrazů velkého rozměru: 
vypadá to, jako by naše mozky braly větší předměty vážněji a věnovaly jim více 
úsilí. 
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(3) Logika a dedukce. Máme některé od přírody dané způsoby uvažování a kombi
nování věcí souvisí s tím, jak logicky pracujeme: příčina a následek (související 
s implikací), kontradikce nebo negace atd. 
Matematici zjevně nespoléhají obecně na formální pravidla dedukce, když přemýš
lejí. Spíše chovají řádný kus logické struktury důkazu v hlavě a rozbíjejí úvahu do 
řady průběžných výsledků, aby nemuseli spoléhat na příliš mnoho logiky najednou. 
Mezi skvělými matematiky je dokonce obvyklé, že neovládají standardní formální 
použití kvantifikátorů („pro všechna" a „existuje"), ač samozřejmě všichni mate
matici vykonávají úvahy, jež tyto logické prvky zahrnují. 
Je zajímavé, že ačkoli „nebo", „a" a „implikuje" se řídí týmiž formálními pravidly, 
musíme na první dvě myslet jako na spojky, kdežto na poslední z nich jako na 
sloveso. 

(4) Intuice, asociace, metafora. Lidé mají udivující schopnosti vycítit věci, aniž vědí, 
odkud pocházejí (intuice), vycítit, že jev, situace nebo objekt se podobá jinému 
(asociace), jakož i pro tvoření a testování souvislostí a porovnání dvou věcí, jež 
máme na mysli současně (metaforické myšlení). Tyto schopnosti jsou pro matema
tiku velmi důležité. Osobně jsem věnoval hodně pozornosti „naslouchání" svým 
intuicím a asociacím a jejich přetváření v metafory a souvislosti. To vyžaduje jistý 
druh současného zklidnění a soustředění vlastní mysli. Slova, logika a podrobné 
obrazy lomozící v sousedství mohou intuici a asociace zaplašit. 

(5) Podnět-odpověď. Tato schopnost se zdůrazňuje ve škole; vidíte-li například 3927 x 
x 253, napíšete jedno číslo nad druhé, podtrhnete atd. V matematickém výzkumu 
je to také důležité: vidíte-li diagram uzlu, můžete zapsat fundamentální grupu jeho 
doplňku pomocí algoritmu, který je pocitově podobný algoritmu násobení. 

(6) Procesy a čas. V matematickém uvažování se často uplatňuje naše schopnost 
• myslet v termínech procesů či posloupností jevů. Jeden způsob, jak si představit 

funkci, je akce, proces měnící definiční obor v obor hodnot. To je zvláště užitečné 
u složených funkcí. Jiné uplatnění nachází tato schopnost v pamatování si důkazů: 
lidé si důkaz často ukládají do hlavy jako proces sestávající z několika kroků. 
V topologii na pojem homotopie myslíme nejčastěji jako na proces trvající určitý 
čas. Matematicky se čas nijak neliší od dodatečné prostorové proměnné, ale protože 
lidské bytosti s ním interagují zcela jiným způsobem, psychologicky je to velký 
rozdíl. 

Jak lze matematické chápání zprostředkovat? 

Přenos porozumění mezi dvojicí osob není zdaleka automatický, ale složitý a plný 
nástrah. Při rozboru lidského chápání matematiky je proto důležité, kdo rozumí čemu 
a kdy. 

Matematici si vypracovali komunikační návyky, jež jsou často dysfunkční. Organizá
toři konferencí kdekoli naléhají na řečníky/ aby se snažili vysvětlit věci elementárními 
prostředky. Většina posluchačů na průměrné konferenci z toho má však málo. Možná 
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