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POKROKY MATEMATIKY, FYZIKY A ASTRONOMIE, ROCNIK XXIV (1979) CISLO 1

Teorie katastrof:
souvislosti a aplikace. I

Miroslav Katétov, Pavel Jedlicka, Praha

Nynéj§i prvni ¢dst €lanku md t¥i oddily. V prvnim pfipomindme zdkladni pojmy, ve
druhém mluvime o souvislostech teorie katastrof s jinymi matematickymi disciplinami,
ve tfetim se zabyvdme jednim pfipadem pouziti zdkladnich myslenek zminéné teorie.
Oddily 1 a 2 napsal autor uvedeny na prvnim misté. Oddil 3 napsali oba autofi spole¢n¢;
obsahuje n&které vysledky spoleéného vyzkumu pouziti matematickych metod v proble-
matice roztrousené sklerézy mozkomisni. Tyto vysledky jsou pfipraveny k publikaci
v piislusném specidlnim Casopise; zde maji piedevSim ilustrovat nékteré §ir§i uvahy
v prvnii v chystané druhé ¢4dsti ¢ldnku.

Druhd ¢dst md obsahovat dal$i pozndmky o souvislostech s jinymi matematickymi
teoriemi, obecné Givahy o aplikacich teorie katastrof a ilustraci t€chto poznamek a uvah
na konkrétnim materidlu véetné modeld prubéhu zminéné nemoci.

1.

1.1. Teorii katastrof byly jiZ v tomto Easopise vénovany dva ddnky [ 1, 2]. Zde se zabyva-
me prevdzné t€mi aspekty, jeZ v nich nebyly probirdny. Poznamendvdme, Ze budeme
rozliSovat, i kdyZ ne zcela striktné, jednak teorii katastrof jako matematickou disciplinu,
byt vymezenou jen volné, jednak aplikacni metodu pouZivajici pojmtll a poznatki teorie
katastrof. Mohlo by se ji napf. fikat — z diivodil, jeZ budou patrné — ,,metoda systémi
s katastrofickymi elementy‘‘; pro strunost viak pouZijeme zkratkového ndzvu ,,metoda
katastrof“.

Nebudeme pfedpoklddat specidlni matematické znalosti a po matematické strénce
vyklad nebude pfesny; pouZijeme také Casto riiznych drobnych licenci (trividlni pfiklad:
misto o jednobodové mnozin€ se n€kdy mluvi o bodu). Definice i véty se jen naznaci,
pojmy se Casto uvedou v pristupnéj§i verzi, kterd se nemusi shodovat s tou, které se
skuteCné pouzivd. Jde ndm totiZ jen o objasnéni zdkladnich myslenek a nikoli o vyklad
matematického apardtu. Pfesnou informaci o pojmovém zdkladu i matematickém
apardtu teorie katastrof (pfevdzn& tzv. elementdrni, viz 1.9) Ize ziskat napf. v knihdch
[3—6], v nichZ je téZ uvedena literatura. Zdkladnim zdrojem informaci o celkové kon-
cepci teorie a metody katastrof je ovSem monografie [7] jejich zakladatele R. THOMA;
jeji Cteni je vSak dosti nesnadné.



1.2. Z moZnych cest vedoucich k zdkladnim pojmim teorie katastrof volime zde tu,
kterd vychdzi z vektorovych diferencidlnich rovnic tvaru dx/dt = F(u, x), kde u je
vektorovy parametr. Nejdfive pfipomeneme n€které pojmy a pro Géely nyné&jsiho ¢ldnku
zavedeme nékteré umluvy.

Zobrazeni oteviené mnoZiny U < R™ do R® nazyvame hladkym, jestliZe m4 derivace
viech fadi (n&kdy je vhodné pfedpoklddat méng, to viak nebudeme rozebirat).

Hladké zobrazeni U < R™ do R™ budeme nazyvat téZ hladkym vektorovym polem
na U. Chédpeme je tak, Ze kaZdému bodu x € U je pfifazen uréity vektor (o m slozkdch)
v tomto bodé&, takZe jde skuteCné o vektorové pole ve smyslu b&€zném p¥i aplikacich.
Pojmy hladké variety, jejiho hladkého zobrazeni a hladkého vektorového pole na ni
nebudeme pfipominat; v Gvahdch, na néZ se omezujeme v ¢ldnku, mize totiz Stendf
myslet jen na specidlni pfipad oblasti prostorti R™. Misto o hladkych varietdch, polich
atd. budeme €asto mluvit prost€ o varietdch, polich apod.

Jsou-li X, Y variety, je-li ¢ hladké prosté zobrazeni X na Y a je-li téZ ¢! hladké,
nazyvame ¢ difeomorfismem. Pismen B, M (pfipadng s indexy) pouZijeme obvykle pro
variety dimenze p, n, pismen u, x pro jejich body. MnoZiny tvaru {u} x M budeme
nazyvat vertikdlami variety B x M.

Symbol ¥7(M) bude znagit prostor viech hladkych vektorovych poli na M (je-li
M < R, jde vlastng o prostor viech hladkych f : M — R"). P¥i vhodn& zvolené topologii
je 7" (M) Fréchetv prostor, jenZ md napf. tuto pfirozenou vlastnost: je-li F vektorové
pole na B x M, jeZ je tangencidlni k vertikdldm (to lze pro B = R?, M < R" chépat
tak, Ze je vZdy F(u, x) € R"), je F hladké, pravé kdyZ zobrazeni, jez kaZdému u € B
piifazuje pole x |> F(u, x) na M, je hladkym zobrazenim variety B do ¥"(M). V pfipad®
vertikdlniho pole na B x M budeme obvykle toto pole i zmin€né zobrazeni znacit
stejnym symbolem, nejcastéji F, F, apod.; zobrazeni F: B — ¥~ (M) budeme nazyvat
téZ soustavou poli. Symbolit F, G apod. budeme viak asto pouZivat i pro jednotlivd
vektorovd pole; z kontextu bude jasné, o€ jde.

Médme-li rovnici dx/dt = F(u, x), kde u je parametr (popf. rovnici dx/dt = F(x)),
pak znadime @ nebo Py jeji tzv. obecné feSeni, tj. zobrazeni @ : U - M, kde U < B x
XM x R a pro ue B, xe M plati o t |> ®(u, x, t), Ze je definovdno pro t z jistého
otevieného intervalu, je na ndm feSenim zmin&né rovnice a nedd se jiz rozsifit (jako
feleni) na v&t3i otevieny interval; obvykle budeme miky pfedpoklddat, Ze timto interva-
lem je celé R. MnoZiny tvaru {®(u, x, 1) : t = t}, resp. {®(u, x, t) : t < 7} budeme nazy-
vat w-polotrajektoriemi, resp. a-polotrajektoriemi (pkislusnymi k ue B, xe M, t € R).

1.3. Ddme na chvili veli¢indm vystupujicim v rovnici dx/dt = F (u, x) jistou interpretaci.
Pojmeme x tak, Ze popisuje ,,vnitfni stavy* jistého objektu (systému) za okolnosti
charakterizovanych veli¢inou u; t€mito okolnostmi mohou byt vné&jsi podminky, poloha
bodu, v némz se zji¥tuje stav, atd.; promé&nnou ¢ oviem interpretujeme jako ¢as. Konkrét-
né&j8i pfipad: jde o sloZity chemicky systém, x vyjadfuje koncentraci jednotlivych ldtek
(v urgitém bodg), u vyjadtuje polohu bodu, o n&jZ jde, a vn&jii podminky, napf. mnoZstvi
latek pfivdd&€nych zvenéi. Interpretace veli€in u, x neni oviem nezbytnd pro dalsi Gvahy,
napomdhd vSak k jejich osvétleni.



. Ptdme se nyni, v jakém stavu nebo stavech se miiZe pfi fixovaném u ustdlit x &ili jaké
miize byt ,,ustdlené chovdni* veliiny x v poli F(u, x). Co se tim mini, nazna&ime ddle;
intuitivng se vSak zdd jasné, Ze ,,ustdlené chovdni“ mdme napf. tehdy, kdyZz feSeni
t b ®(ug, Xo, t) je konstantni a pfitom pro vSechna x dostatetn& blizkd k x, je
D(upy X, t) > xo prot — oo (to je zhruba piipad jednobodového ,,atraktoru® x,; pfesnou
definici je§t& uvedeme). O ,,ustdlené chovdni* jde patrn& také tehdy, kdyZ FeSeni ®(u,, xo, t)
je periodické a ptitom kaZdé feseni ®(uy, x, z), kde x je dosti blizké k x, k n¥mu v jakémsi
smyslu konverguje. Obecn&ji by 3lo o ,,ustdlené chovani tehdy, kdyZ feSeni ®(uq, X, t)
je (1) ustdlené v Zase — zhruba tak, Ze polotrajektorie {®(uo, Xo, 1) : t 2= 14},
{®(ug, X0, 1) : t = 7,} jsou si pro velkd 1, 7, velmi blizké, (2) ustdlené vzhledem k malym
zmé&ndm vychoziho bodu — zhruba v tom smyslu, Ze pro x dosti blizké k x, je pro velkd
7 polotrajektorie {®(ug, x,?):t = t} blizkd k polotrajektorii {®(u,, xo, t) : ¢t = 7}.
Intuitivn& to znamend: nezdleZi na okamzZiku, v némZ zaCneme pozorovat fefeni a ne-
zdleZi na malych zmé&ndch vychoziho bodu — dostdvdme vzdy piiblizné totéz.

Precizng vystihnout uvedené intuitivni poZadavky lze rliznymi zpisoby, nejvhodné&ji
asi pomoci pojmu atraktoru, jehoZ definici poddme ve tvaru (aZ na formdlni zmény),
v némZ je uvedena v Thomove monografii. Pro €teni €ldnku neni tato definice nezbytn4;
staéi si uvédomovat zminéné pozadavky.

Je-li ddno pole F na M, pak symbolem w(x) zna¢ime prinik uzdv&ré viech w-polo-
trajektorii {®g(x, f) : t = 7} a obdobn& definujeme «(x). Body y € w(x) (resp. y € «(x))
nazyvdme w-body, resp. a-body FeSeni t |> @p(x, t). MnoZinu X < M nazyvdme inva-
riantni (vzhledem k poli F), jestlize x € X, t = 0= ®y(x, t) € X. Atraktorem pole F
nazyvime neprdzdnou uzavienou mnoZinu 4 = M takovou, Ze (1) je invariantni, (2)
existuje oteviend mnoZina U o A takovd, Ze x € U = w(x) = 4, (3) kdyZ a(x) n 4 + 0,
pak &(x, t) € A pro viechna t € R, (4) kdyZ 0 + W <= A, W je oteviené v A, pak existuje
x € W tak, 7e w(x) = A4, tj. kazdd w-polotrajektorie prochdzejici bodem x je hustd
v A; ustdlené chovdni miZeme definovat napf. jako souhrn téch feSeni ®(u, x, ), kterd
probihaji v daném atraktoru pole F(u, x) a vypliiuji jej hust.

Uvedeme dva piiklady atraktori: (1) bod 0 pro pole F(x) = —x na R"; (2) kruZnice
|x| = 1 pro pole na R? dané vyrazem F(x) = (x;, — X;) + (r) x, kde r = x|, ¢ je
vhodnd nezdpornd hladkd funkce, ¢(r) > 0pro0 < r < 1, ¢(r) < O pror > 1.

Dodejme jets, Ze k tomu, aby bod x byl atraktorem pole F(x), je nutné, aby byl jeho
izolovanym nulovym bodem; tato podminka neni oviem postacujici, jak ukazuji nap¥.
pole (na R?) F(x, y) = (x, y) nebo F(x, y) = (x, — y).

1.4. Jednim ze zdkladnim pojmul teorie katastrof je pojem metabolického modelu
(poznamenejme, Ze s metabolismem v biologickém smyslu-to nemd Zddnou pfimou
souvislost). Intuitivné feceno, je to. prost€ jistd zdkonitost, kterd kazdé hodnot& para-
metru, pro niz je to mozné, pfifazuje urcité ustdlené chovdni, jez se uskutedtivje za podmi-
nek a okolnosti popsanych touto hodnotou; dd se tedy Fici, Ze jde o souhrn ustdlenych
chovéni zdvislych na vngjSich podminkdch atd. Pfesnd definice je tato: metabolicky
model (v Thomov& smyslu) je soustava poli F : B — ¥ (M) (viz 1.2) spolu se zobrazenim
o, jez kazdému u € B, pro n&Z pole x | F(u, x) mé aspoti jeden atraktor, prifazuje
jeden z t&chto atraktordl (takovému zobrazeni ¢ budeme také Fikat ,,vyber atraktorti*).
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Poznamendvdme, Ze Thomiv ndzev ,,model” neni zde moZnd zcela vhodny: nejde
totiz o systém, ktery by jiZ modeloval redlné jevy, nybri jen o systém, ktery miZe ~
pEipadn po doplnéni o dal§i data — byt takovym modelem. Jde také o pojem velmi
Siroky, zejména proto, Ze zmin&né zobrazeni ¢ neni vlastné jako celek Zddnym zpilisobem
vdzdno na F, a pouze jeho jednotlivé hodnoty jsou uréovdny pomoci jednotlivich poli
x > Flu, x).

Uvedeme jednoduchy ptiklad, Necht B = R%, M =R, H(u,x) = —x + vx + w,
kde u = (v, w). Kazdé pole x |» H(u, x) md zfejm& jeden nebo dva atraktory, a to
jednobodové; mnoZinu jeho atraktort ozna¥me &(u), siednoceni viech of(u) oznaéme .
Kazd4 dvojice (H, o), kde o : B— o a u € B=> o(u} e &/(u), je metabolickym modelem;
,;pouZitelné® jsou jen n¥které z nich, nap¥. model (H, o), kde o(u) je ,,v8&i* z atraktort
patticich do ##(u). Zédny ,,vybér atraktori® pro pole H nemiZe viak byt spojity;
bod 0 € R? je vZdy, af zvolime o jakkoliv, hromadnym bodem mnoZiny bod nespojitosti
(pro kaZdé u £ 0 se viak snadno udd o, jeZ je v okoli u spojité).

1.5. Skute&n& dileZité jsou jen ty metabolické modely, jeZ jsou v jistém smysly stabilai,
'Pojem stability (jednoho vektorového pole, soustavy poli, metabolického modelu aj.)
je intuitivné dosti jasny, md vSak mnoho variant a dd se matematicky precizovat mnoha
zplisoby. Cbvykle se pole F povaZuje za stabilni, jestliZe kaZdé dostateéng blizké pole
F, je s nim v urditém smystu ekvivalentni, ,,Dostateén& blizké* se nejéast&ji chdpe ve
smyslu topologie prostoru ¥'(M) (sr. 1.2); v tomto ptipad® méme: F je stabilni, jestlize
mi takové okoli W v prostoru ¥ (M), Ze kaidé F, e W je ckvivalenini s F
(v urditém smyslu, jen? je specifikovdn). Ekvivalence se chdpe riizn€; pro ilustraci
uvedeme dvé verze: pole F na M a pole F; na M, jsou ckvivalentni, jestliZe (1. verze)
existuje homeomorfni zobrazeni ¥ : M — M, pfi némZ w-polotrajektorie {(x-polo-
trajektorie) pole F pfechdzeji v e-polotrajektorie (a-polotrajektorie) pole F, a obrdcend;
anebo (2. verze) existuje difeomorfismus ¢ : M — M,, jenZ pfevddi fe¥eni rovnice
dx/dt = F(x) v Yefeni rovnice dy/dt = Fy(y). Pfiklad: pole x |» —x pa R" je stabilni
podle obou verzi, pole x > —x” na R nenf stabilni podle Zddné (diikaz: pole x > — x>
md jeden atraktor, ka¥dé pole x > —x® + 8 x, kde &> 0, md dva atraktory).

1.6. Vlo¥ime ted tvahu, jeZ md nazna¢it vyznam stability z hlediska matematického
vyjadfovani redlnych d&jh, Zavedeme ndsledujici pojem: mdme-li variety B, M, B,, M,,
pak difeomorfismus @ : B x M — B, x M, nazveme pfipustnym, jestliZe pfevddi
vertikdly (viz 1.2) na vertikdly; da se pak vyjadfit takto: ¢(u, x) = (¥{u), p(x)), kde
¥, i, jsou hladké a g, ,,zdvist hladce” na u. Casto je Gfelné pojimat ¢ tak, Ze uddvd
,»Zmény soufadnic* na varieté M, pfifemZ tyto zmé&ny zdviseji jeSt€ na parametru
a ,,zmé&na soufadnic se provddi téZ na B. Difeomotfismus ¢ pevadi. zdrovefi rovnici
tvaru dxjdt = F(x) v jinou rovnici téhoZ tvaru, jejiZ feSeni se dostanou z fefeni piivodni
rovnice pomoci @. Tyto rovnice lze povaZovat za rliznd vyjddieni stejné zdkonitosti;
takové pojeti je napf. ve fyzice dosti b&Zné — aspoifi tam, kde a prioti nejsou Zddné privi-
legované soufadné systémy,.

Viimn&me si nyni ndsledujici okolnostl Ve fyzice a pfibuznych oborech lze velmi
tasto povaZovat zdkonitost danou vektorovym polem, popf. soustavou vektorovych
poli, za pfesn& uréenou, a pripadné nepatrmé odchylky lze zanedbat. Jinde, zejména
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v biologickych oborech, byvd €asto situace jind: zdkonitost neni pfesné zndma, je vyjddie-
na vektorovym polem jen zCdsti, md malé ndhodné fluktuace apod. Na druhé strané
nékteré zdkonitosti — spiSe kvalitativniho rdzu, ¢asto znaéné sloZité — se uplatiiuji
napf. v biologii velmi striktng; tak tfeba embryondlni vyvoj organismu probihd po
kvalitativni strdnce (zplsob diferenciace tkdni atd.) u kazdého druhu za normdlnich
okolnosti pfesné urenym zplisobem.

To vede k hleddni zdkonitosti, které zistdvaji v jistém smyslu stejné pfi libovolné
dostate¢né malé zmén&. Pfesnéji fe€eno, jde v pfipad€ soustav vektorovych poli F : B —
—¥7(M) o takovéd F, v nichZ viechny dostate¢n& blizké soustavy F; jsou ekvivalentni
s F v tomto smyslu: existuje pfipustny difeomorfismus variety B x M na B; x M, pfi
n&mZ fedeni (v mén& ndrodné verzi: atraktory) rovnice dx/dt = F(u, x) pFechdzeji
v feSeni (resp. atraktory) rovnice dy/dt = F,(v, y), a to pfi odpovidajicich si hodnotdch
parametri u, v. Soustavy F s touto vlastnosti bychom mohli nazvat globédlng stabilnimi.
Fakticky se vSak v teorii katastrof za jejiho nyngj§iho stavu spise potfebuje jiny pojem,
ktery naznacime; pfesné definice, i kdyZ v rozdilnych verzich a obvykle jen pro specidlngj-
$i pfipad, se najdou v literatufe, kterou jsme citovali.

1.7. Rik4 se, Ze soustava F : B — ¥(M) je lokdIn& stabilni v bod& (uo, x,), jestlize kazdd
soustava Fy, kterd je v okoli tohoto bodu dostateéné& blizkd k F, je v jeho okoli ekviva-
lentni s F ve smyslu, ktery jsme jiZ dfive naznadili; obdobné se oviem definuje lokdlni
stabilita jednotlivého pole.

Uvedeme dva piiklady soustav, jeZ jsou viade lokdlng stabilni (pfi viech b&Znych
definicich): (1) B=R,M =R, (u,x) > —x*+u; (2) B=R* , M =R, (u,x) >
>—x3 4+ u;x + u,. N&kterd jejich jednotlivd pole viak nejsou stabilni, a to x |- —x2,
resp. x > —x>. Lze dokdzat, Ze je-li soustava F : B — ¥7(M) lokdlng stabilni v bod&
(uo, xo) a je-li téZ pole F(u,) stabilni v bod& x,, pak v okoli bodu (uo, Xo) je F ekviva-
lentni s jistou soustavou Fy, u niZ viechna Fy(u) jsou stejnd, tj. F(u, x) zdvisi jen na x.
,,Zajimavé* jsou tedy v pripadé€ lokdlng stabilniho F jen ty body u € B, pro néZ pole
F(u) neni viude lokdln& stabilni. Takovym bodim se ¥ikd katastrofické (pouzivd se
v8ak i jinych verzi tohoto pojmu). Tak tfeba v uvedenych prikladech je katastrofickym
bodem u = 0, resp. (uy, u,) = (0,0).

Poznamenejme, Ze jednim z nejdilleZitéjSich problémil teorie katastrof je otdzka
zatlen&ni daného pole na M do lokdln& stabilni soustavy poli F: B — ¥ (M). Pro
gradientovd pole (viz 1.9) se ukazuje, Ze ,,zpravidla“ (ve smyslu, ktery se pfesné definuje)
je takové zacClen&ni moZné; n€kterd velmi jednoduchd pole se viak takto zapojit nedaji,
napf. pole (x, y) > —x2.

Pro metabolické modely (F, ) 1ze obdobné pojmy zavést riiznymi zptsoby. Tak napt.
v zjednodusené verzi 1ze definovat katastrofické body pro (F, o) jako body, jez bud jsou
katastrofické pro F, anebo v nichZ ¢ neni spojité.

1.8. MiZeme jiZ nyni vymezit, ovSem jen zhruba, matematicky obsah teorie katastrof.
Zéklad tvofi zkoumdni metabolickych modelt, a to zejména se zietelem k lokdlni
stabilité, ke katastrofickym bodtm a k jejich klasifikaci, jakoZ i ke zkoumdni p¥ibuz-
nych tutvarG. Tim nyni minime zejména lokdIn& stabilni soustavy poli; mdme u nich



napf. problémy lokdlni klasifikace (jeZ jsou jiz do znatné miry vyfeSeny pro pripad
gradientovych poli, viz 1.9), otdzky souvisejici se ,,zapojenim* daného pole do lokdln&
stabilni soustavy, sloZitou problematiku hleddni riiznych vhodnych verzi stability atd.
Pritom u &etnych otdzek je FeSeni, jak se zdd, dosti obtiZzné, mj. proto, Ze po strukturdlni
strdnce je o vektorovych polich, resp. o vektorovych diferencidlnich rovnicich, zndmo
pomé&rné mélo, pokud nejde o velmi nizké dimenze.

Kromé uvedeného zdkladu zahrnuje teorie katastrof téZ zkoumdni fady jinych mate-
matickych ttvarid, které se dostanou napft. ,,obohacenim* metabolického modelu nebo
soustavy vektorovych poli o dal3i aspekty — o.vnitini dynamiku vztahujici se na zm&ny
veli€iny u, o priibéhy veli€iny u pojaté jako Fidici parametry; n&€kdy se zkoumaji (jak
uvedeme v odd. 2) téZ systémy (struktury), jeZ jsou abstraktn&j$i neZ metabolické modely
a podobné utvary, anebo se ziskdvaji jinak neZ z vektorovych poli a diferencidlnich
rovnic.

Pokud jde o metodu katastrof (viz 1.1), Ize z hlediska redIlnych d&ju, k jejichZ vystizeni
by méla slouZit, Fici toto: je zam&¥ena k vyjadfovéni jistych druhii kvalitativnich a n4d-
hlych zmé&n v sepéti se zménami kvantitativnimi, povlovnymi; dd se také fici, Ze jde
o ur€ity zplsob matematického vyjadfovdni vznikua vyvoje tvarit. V ponékud jiném
pohledu lze fici, Ze metoda katastrof slouZi ke zkoumdni zdkonitosti, jeZ jsou kvantita-
tivné volné (,,nepfesné“), tvarové striktni; tato formulace vlastn& rekapituluje v zjedno-
dusené zkratce to, co jsme Fikali o stabilité soustav poli.

Je tfeba jesté upozornit, Ze by bylo nespravné povazovat metodu katastrof za obecnou
matematickou metodu vystihovani vSech situaci, v nichZ dochdzi k pfechodu od povlov-
nych zmén ke zmé€ndm ndhlym, resp. kvalitativnim. Bylo by to mylné ze dvou divodu:
proto, Ze pro vyjddfeni situaci uvedeného druhu md matematika rizné dalsi prostfedky,
a proto, Ze vyskyt zmin&nych pfechod@ neznamend jeSt& sdim o sob&, Ze by pouziti
teorie katastrof bylo vhodné.

1.9. DileZitou a za nyné&jsiho stavu nejrozvinutéji soudsti teorie katastrof je tzv.
elementdrni teorie’zkoumajici pfipad, kdy jde o gradientovd vektorovd pole.

Pro zjednodu$eni se omezime na ptipad M < R"; nazveme pak vektorové pole
F : M — R" gradientovym, jestliZe existuje funkce P : M — R takova, Ze pro kazdé
x = (Xg,..., X,) plati: F(x) = — (0 P[dx;). Atraktory pole F jsou pak (pokud existuji)
vesmés jednobodové; jsou to pravé body x, takové, Ze pro dostate¢né blizkd x =+ x, je
P(x) > P(x,). Soustavu F:B — ¥'(M) a metabolicky model (F, c) nazyvdme pak
ovsem gradientovymi, jestliZe pole x | F(u, x) jsou vesmés gradientovd.

S gradientovymi metabolickymi modely se pracuje mnohem lépe, nez je tomu v obec-
ném p¥ipad€; mj. miZeme zpravidla uvaZovat pouze o funkcich (nikoli o vektorovych
polich) na M a zavad&t pojmy stability atd. pro tyto funkce. Proto se v elementdrni
teorii katastrof jiZ dosp€lo napf. k velmi vyznamnym klasifikacnim v€tdm. O tom zde
viak nebudeme mluvit, nebot nejdulezit&jsi vysledky byly jiz v tomto Sasopise vyloZeny
preciznim zptsobem v &ldnku [2]. Poznamendme jen, Ze v prevdzné v&tSin& piipadd,
kdy se metoda katastrof md uplatnit pro konkrétni redlné situace, maji klasifikacni
véty podstatny vyznam, i kdyZ asto spiSe heuristicky.



2.

2.1. Budeme zde mluvit o souvislostech teorie katastrof s n&kterymi matematickymi
disciplinami a o n&kterych utvarech, které dostdvdme modifikaci nebo ,,obohacenim®
Utvart z odd. 1.

Souvislost s utvary, které probereme nejdfive, je zndmd, ale v literatufe se o ni mluvi
dosti zfidka, a¢ mlZze byt dileZitd tam, kde pfi uplatiiovani metody katastrof se md
pokrogit k detailnéj§im a do jisté miry kvantitativnim dvahdm. Jde o ndsledujici ttvary,
jejichz vztah k teorii katastrof probereme az v 2.4.

M¢éjme dvé vektorové diferencidlni rovnice

(1e) e dx/dt = F(u, x), kde &> 0;
(2) du/dt = G(u, x),

pfi€emzZ u, x probihaji variety B, M; fakticky bude vidy B < R?, M < R". Poznamenej-
me, Ze v ptipadé G = 0 mdme vlastng soustavu poli F : B - ¥'(M) (viz 1.2).

Necht nyni ¢ — 0. Dostdvdme to, éemu se n€kdy fikd degenerovand soustava; zapisuje
se obvykle (ale pon&kud nepfesng) ve tvaru

(0) F(u,x) =0,
(2 du/dt = G(u, x).

Zde budeme radé&ji, mluvit o Tichonovovych systémech: prvni podstatné a fddn&
dokdzané véty o konvergenci feSeni (ve smyslu, o kterém bude déle zminka) pochdzeji
totiz od A. N. TICHONOVA [8, 9]. Presnd definice neni zde nezbytnd, nebot intuitivné je
dostate&né jasné, o¢ jde. Kdyby byla nutnd, mohli bychom nap¥. definovat ,,Tichonovovo
pole* na B x M jako ekvivalen¢ni tfidu vektorovych poli na B x M, pfiCemzZ ekviva-
lence se zavddi takto: dvé pole, jejichz slozky te¢né k M, resp. k B, jsou F, F,, resp.
G, G, se prohldsi za ekvivalentni, jeslize G = G, a jestliZe (1. varianta) pro vhodné
&sloy> 0 je F; =y F, anebo (2. varianta) pro vhodnou kladnou funkci y na B x M
plati F; = y F.

SloZit&jsi je otdzka vhodného pojeti FeSeni Tichonovova systému. Pfedpokldddme-li,
Ze vSechny atraktory rovnice (1 8) jsou jednobodové, lze feSeni pojmout takto: vznikaji
,-napojovdnim* (I) fe¥eni soustavy (0) + (2) chdpanych jako pohyb po ,.atraktorové*
&asti mnoZiny Zg = {(u, x) : F(u, x) = 0}, a (II) feSeni soustavy (1 ¢) pojatych jako
,,skokovy pohyb*. Pfitom se ,,atraktorovou dsti“ zminéné mnoZiny rozumi mnoZina
S = S bodi (u, x) takovych, Ze {x} je atraktor pro pole x | F(u, x); pohybem po této
&ésti se mini pohyb urdeny polem G (podrobnosti vynechdvéme).

,»Skokové pohyby* se dostanou zejména ndsledujici konstrukci, kterd je ovSem
moznd jen pii nékterych (,,katastroﬁck}’/ch“) hodnotdach u. Pfi fixovaném u se vezme
feSeni soustavy (1 z—;), jehoZ jedinym a-bodem je néktery hraniéni bod atraktorové &dsti
v Zp a jedinym w-bodem né&ktery vnitfni bod atraktorové &dsti; trajektorie tohoto FeSeni
se chdpe jako trajektorie ,,skokového pohybu®. Pfiklad ,,skokovych pohybi‘‘ uvddime
na obr. 1.

Uvedeny ndznak definice je ovSem tfeba precizovat, a jsou moZzné také jiné verze.



Definice uvddéné v literatufe nejsou vzdy zcela precizni a asto se tykaji spiSe pomérné
specidlnich pfipadil; dostate¢n€ podrobnou a pfesnou informaci lze viak ziskat z knih
[10, 11]. Zd4 se pfesto, Ze pfim&fend dostateéné obecnd definice feSeni Tichonovova
systému se teprve bude hledat.

w-bod | l ‘

ﬁ
‘ - oc- bod

“\[ w-bod

|
Obr. 1.

Jsou-li definovdna feSeni Tichonovova systému, pak lze jiZ mluvit o tom, zda, v jakém
smyslu a kdy konverguji feSeni soustavy (1 &) + (2) k FeSeni pfislusného Tichonovova
systému. Definice je intuitivné dosti zfejmd, jeji pfesné znéni viak nebudeme uvddét
a odkazujeme na citované knihy. »

Pfejdeme ted k dal$im pojmiim a pak se znovu vrdtime k Tichonovovym systémiim.

2.2. Nechf je ddna soustava poli F : B — ¥°(M). Pfedpoklddejme, Ze pole F(u) maji
jen jednobodové atraktory. Pak za ur&itych pfedpokladd je kazdému (u, x)ecl S\S
(symbol c 1 zna¢i zde i v dal§im uzdvér, S = Sp md vyznam z 2.1) pfifazen bod (u, y),
do n&hoz se z bodu (u, x) piejde ,,skokovym priib&hem* (viz 2.1). Po jistém zobecn&ni
dospivdme k tomuto pojmu: Necht je ddna (1) soustava poli F : B — ¥ (M), jeZ je
uréena aZ na kladného dinitele, jimZz mlze byt — podle zvolené verze — budkladnd
konstanta, nebo vS§ude kladnd hladkd funkce; soustavu urenou azZ na takovy Cinitel
(tj. ptisludnou ekvivalenéni t¥idu) budeme znadit F apod.; (2) mnoZina Q@ = Sgtakovd,
Ze kazd4 vertikdla protinajici Sy protind téZ Q; (3) zobrazeniy : P — Q, kde P se sklddd
ze viech (u, x) e c1 Q takovych, Ze {u} x M protind Sy. PoZaduje se pfitom, aby (u, x)
ay(u, x) byly vzdy na stejné vertikdle a aby pro (u, x) € Q byloy(u, x) = (u, x). Jsou-li
splnény tyto poZadavky, budeme fikat, Ze (F, Q,l//) je prechodovy metabolicky systém
(velmi jednoduchy p¥iklad je patrny z obr. 1). Nézev zde volime ad hoc; p¥islusny pojem
nebyl, jak se zdd, v literatufe soustavné vySetfovdn, a je také mozné, Ze se ukdZe uZitec-
n&j§i jind verze (napf. misto F lze brdt urgité F). Kazdému Tichonovovu systému
(uréenému poli F, G), u n&hoZ jsou jednoznatn& urleny ,,skokové pribdhy*, je pfifazen
zcela urdity prechodovy metabolicky systém, totiz (F, Sg,y), kde  vyjadfuje zmin&né



skoky; v§imnéme si, Ze G pfi tom nehraje Zddnou roli. Také kazdému metabolickému
modelu (v Thomov& smyslu; viz 1.4) je v pfipad& jednobodovych atraktort pfifazen
systém (F, Q,y), kde Q = {(u, o(u)) :u e B}, a jestlize (u, x)eclQ, pfiCemz pole
x > F(u, x) m4 atraktor, pak /(u, x) = (u, o(u)). Je pfitom jasné, Ze riiznym metabolic-
kym modeliim odpovidaji riizné pfechodové metabolické systémy.

Je zfejmé, Ze n&které zcela pfirozené pfechodové metabolické systémy (napf. systém
zZndzornény na obr. 1) se nedaji dostat uvedenym zptsobem. Tento pojem je tedy Sirsi
neZ pojem metabolického modelu. Pfitom se fakticky jiZ v teorii katastrof vyskytoval,
byt implicitn€, a neznamend tedy Zddné obsahové rozsifeni obvyklé koncepce; né€kdy
se s nim v3ak pracuje Iépe, je-li formulovdn explicitné.

2.3. Metoda katastrof pouzivd dosti €asto, leckdy bez vyslovné zminky, téZ nékterych
struktur ziskanych dal3i abstrakci z metabolickych modelli a pfechodovych metabolic-
kych systémil. Jednu z nich lze dostat takto (omezujeme se stdle na pfipad jednobodo-
vych atraktorit): u pfechodovych metabolickych systémi (F, Q,%) odmyslime F a bere-
me v Uvahu jen varietu B x M, mnozinu S (viz 2.1; to, Ze F je urleno jen ,,aZ na vy-
ndsobeni kladnym y*, nehraje roli pro ureni Sy) a oviem téZ Q,y. Struktury tohoto
druhu se fakticky vyskytuji dosti Casto pfi pouzivdni metody katastrof. Mohou byt
dulezité mj. tim, Ze jiZ nejsou p¥imo vdzdny na diferencidlni rovnice a vektorova pole,
a presto lze u nich pouZzit Cetnych myslenek a vysledki teorie katastrof; to pak ddvd
aplikaéni mozZnosti pro 8ir§i rozsah situaci.

Poznamenejme, Ze dalsi abstrakci lze pfejit ke strukturdm ryze topologického rdzu,
u nichZ se viak uplatiiuji etné pojmy teorie katastrof. Minime napf. struktury dané to-
pologickymi prostory P, B a zobrazenimi n:P — B, ¢ : P — P, kterd spliiuji jisté
podminky. V Cetnych pfipadech zdleZi totiz u pfechodového metabolického modelu
(F, Q,V) vlastn& jen na topologickych vlastnostech mnoZiny Q = B x M a zobrazeniy.
Potom miZeme vzit za P mnoZinu (u, y)ec1Q takovych, Ze {u} x M protind Sg;
za 7 se vezme projekce P < B x M do B, za ¢ se vezme y. Jako ilustrace poslouZi zde
zase obr. 1, kdyZ vezmeme za P uzdvér atraktorové &ésti Sy a chdpeme P jako topolo-
gicky prostor.

2.4. Pfejdéme ted k ,,obohacenym® utvarim (sr. 1.8). Upustime od obecné charakteris-
tiky a uvedeme né€které jednotlivé druhy takovych ttvart. Nejcasté&ji jde v teorii katastrof
o ,,obohacovdni‘ pomoci tzv. ,,pomalé* autonomni dynamiky nebo ,,fidicich prib&ha
(viz. 2.5).

Obratme se nejdfive k autonomni dynamice. Intuitivné ¥feeno, jde o to, Ze veliina u,
kterd dosud, napf. u soustavy poli, vystupovala jako parametr, se nyni skute¢né pojme
jako promé&nnd veli¢ina, pfiemz jeji zm&ny se ¥idi diferencidlni rovnici tvaru du/dt =
=G(u, x). Dospivdme pak snadno k pfislu§nym definicim ,,0bohacenych* utvari.
Tak zejména vyjdeme-li ze soustavy F : B — ¥°(M), dostdvame dvojici (F, G), jiz lze
chdpat jako hladké vektorové pole (libovolné) na B x M. Vyjdeme-li z F, tj. ze soustavy
F ur&ené ,,aZ na vyndsobeni kladnym ¢initelem®, dostdvdme dvojici (F, G), jiZ lze chdpat
jako Tichonoviiv systém. Pole G se v t&chto pfipadech Casto nazyvd pomalou dynami-
kou, autonomni pomalou dynamikou apod., pole F rychlou dynamikou. Diivod tohoto



pojmenovéni je v tom, Ze v dilezitych ptipadech je G skuteéné ,,pomalé* viéi F; v tom
piipadé feleni soustavy dx/dt = F, du/dt = G a feSeni pfislusného Tichonovova systé-
mu jsou si (za jistych pfedpokladit) blizkd a jedno miiZe slouZit jako aproximace druhého.

Shrneme-li nyni n€které souvislosti Tichonovovych systémi s teorii katastrof, zjistime
mj. toto: Zanedb4-li se jejich ,,pomald dynamika“, miizeme dostat (sr. 2.2) pfechodové
metabolické systémy, popt. metabolické modely; na druhé stran€, Tichonovovy systémy
Ize ziskat ze soustav poli (uréen)'zch ,,aZ na kladného éinitele“) pfiddnim pomalé dynami-
ky; nejdulezitéjsi je moznd to, Ze zprostfedkuji aproximaci pfechodového metabolického
systému pomoci feSeni soustavy diferencidlnich rovnic, jak je patrné z toho, co jsme jiz
dfive uvedli.

Obdobné jako F a F lze ,,obohatit* také napf. prechodovy metabolicky systém
(F, Q,¥). Upustime od definice, uvedeme vsak piiklad. M&me B = R*>, M = R,
F(u,x) = —x*> + vx + w, kde u = (v, w); @ = S, tj. Q je celd ,,atraktorovd* &dst
plochy F(u,x) = 0; je-li F(u,x) =0, dF(u,x)[0x =0, 0*>F(u,x)[0x* +0, pak
Y(u, x) = (u, y), kde y je dalsi kofen polynomu f(u, x); pro ostatni (u, x) je Y(u, x) =
=(u, x). Vezmeme nyni ,,pomalou‘‘ dynamiku G(u, x) = (w, —v); G(u, x) tedy nezdvisi
na x. Tato dynamika spolu s (F, Q,y) urluje pohyby na plode Sp, jez se kombinuji
s ,,preskoky‘; pohyby jsou, jak je patrné, periodické a obsahuji v kazdé period€ prévé
jeden ,,pfeskok*‘ (nechdme-li bez poviimnuti staciondrni bod u = 0).

JestliZe pro (v, w) € R? ozna&ime A(v, w) nejv&tsi redlny kofen polynomu —x> + vx +
+w a polozime po&dteéni podminku u(0) = (0, r), pak se na intervalu[0, oo) viechny
zmin&né pohyby s pfeskoky vyjddii funkcemi x(t) = A(rsint, rcos 1), v(t) = rsint,w =
=r cos t. Funkce x(t) je nespojitd pouze v bodech ¢ takovych, Ze 4 r sin® t = 27 cos? 1,
cost < 0; v t&chto bodech dochdzi keskoku veli¢iny x zhodnoty +(} rsinf)'/?na
hodnotu —2. (4 rsin #)"/%. Podrobné&j§i rozbor prenechdvdme Ctendfi, upozorfiujeme
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pouze, Ze, jak zndmo, soufadnice v, w hrani¢nich bodi atraktorové ¢4sti ploéhy Fi (u, x)=
= 0 musi spliiovat podminku 4v® = 27 w?; jen v t&chto bodech mize dochdzet k ,,pte-
skoktim“. Grafické zndzorn&ni funkce A(r sin ¢, r cos ¢) pro r = /2 je uvedeno na obr. 2.
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Zivérem jesté pozndmku spiSe intuitivniho rdzu: na autonomni dynamice u je nej-
podstatné&jsi to, Ze ,,ddvd pohyb* utvaru, napf. pfechodovému metabolickému systému,
ktery sdm obsahuje teprve moZnost pohybu; to, Ze jde o diferencidlni rovnice atd., neni
tak dtlezité. Podstatnd je téZ ,,autonomnost* dynamiky; znamend, Ze mozné pohyby
jsou pln& uréovany lok4lni situaci v jednotlivych bodech prostoru.

2.5. Budeme se nyni zabyvat dynamickymi systémy, o nichZ by se mohlo téZ mluvit
jako o systémech s regulaci (Fizenim). Chdpeme je zde zhruba tak, jak jsou pojaty v knize
[12]; poznamenejme, Ze vyrazu ,,dynamicky systém‘ se pouzivd i v jinych vyznamech.
Uvidime pozdé&ji, Ze dynamické systémy jsou znaéné duleZité pro teorii katastrof pojatou
v §ir$im smyslu (sr. 1.8).

Uvedeme nyni pfiklady a pak naznacime definici; podrobné&jsi a pfesn€jsi informaci
Ize najit napf. v [12].

Ptiklad 1. Necht je ddna rovnice dx/dt = F(u, x), kde x probihd varietu M, u eB
je parametr. Mé&jme bod x, a ,,Casovy prib&€h* veliCiny u, ¢imz ted rozumime zobrazeni
g : [to,t] = B, kde [to, ] = R je uzavieny kone&ny interval. Je-li g spojité, pak za
zna&n& obecnych predpokladd dostdvdme z rovnice dx[dt = F(g(t), x) a pocdtecni
podminky f(t,) = x, zcela ur¢ity &asovy prib&h f:[t,, 1] > M veli¢iny x a Casovy
pribéh t | (g(x), f(7)) veliCiny (u, x). Piiklad lze interpretovat takto: u € B vyjadfuje
vn&jsi podminky, x € M vyjadfuje vnitfni stav jistého objektu, F(u, x) vyjadiuje jistou
zdkonitost; Easovy priib&h vnéjsich podminek, jejz miiZeme nazyvat ,,fidicim prib&hem®,
a vychozi vnitfni stav uréuji ,,stavovy prib&h®, tj. asovy pribéh vnitfniho stavu x;
popt. ,,celkového stavu (u, x). .

Ptiklad 2. Necht B = R. Nechf jsou ddna &isla a, b, pfiCemZ a < b. Oznaéme P
mnozinu {(x,0) :x = a} U {(x,1) :x < b} = R%. Budeme chdpat pohyb v P jako
spojity pohyb po horni nebo dolni polopfimce kombinovany s ,,pfeskoky z bodu
(a, 0)do (a, 1) nebo zbodu (b, 1) do (b, 0); viz obr. &(poznamenejme, Ze obr. 3 se vlastng
az na spojitou deformaci shoduje s tim, co mdme na obr. 1, kdyZ na ném z kiivky
F(u, x) = 0 ponechdme jen uzdv&r atraktorové &dsti).

a b

Obr. 3.

Mgjme nyni spojity Fidici prab&h g :[t,, 1] > B a bod x, = (ug, ho) € P, pficemz
g(to) = uy. Jde-li g dostatecné jednoduché, totiz je-li po Cdstech monotonni, pak je
ndzorng evidentni, Ze je v podstat& jednoznacn& uréen pohyb f: [, t] = P odpovidajici
fidicimu prib&hu g, totiz takovy, Ze pro 1, < < 1 je g(7) projekci bodu f(z) do R.
Stavové prib&hy nemusi byt pfitom spojité, spliiuji v§ak pozadavek, aby v pfipadnych
bodech nespojitosti mé&lo f limitu zleva f(t —) i limitu zprava f(t +), pfi¢emZ bud

f(z =) =(a,0), f(z +) = (a,1) nebo f(r =) = (b, 1), f(r +) = (b, 0). Hodnota f(z)
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v bod& nespojitosti neni zmin&nymi poZadavky pln& urdena a lze za ni vzit f(z —)nebo
f(t +); proto jsme také fekli jen, Ze f je ,,v podstatd jednoznatn&* uréeno ¥idicim pri-
béhem g. To viechno je dosti zfejmé pro jednoduchd g; pomérn& snadno se v naSem
prikladé dokdZe, Ze ve skuteCnosti kazdy spojity Fidici pribéh g uruje ,,v podstaté
jednoznacné* piislusny stavovy pribeéh f.

Dodejme jesté, Ze kdyZ modifikujeme priklad tak, Ze z mnoZiny P vynechdme body
(a,0), (b, 1), pak je jiz kazdému spojitému g skute¢n& jednoznan& pfifazen stavovy
prubéh f.

Priklad 3. Tento ptiklad jen naznaime. Polozime B = R*, M = R. Vezmeme
soustavu poli F:B — ¥°(M) a pfislusny prechodovy metabolicky systém (viz 2.2);
konkrétng budeme uvaZovat o piipadu F(u,x) = —x* + vx + w, kde u = (v, w).
Oznatime P atraktorovou &dst plochy F(u, x) = 0. Spojitému ¥idicimu prab&hu g :
: [to, 1] = Babodu (ve, o, Xo) € P takovému, Ze (vg, wo) = g(to), ptifadime, pokud to
Ize provést v podstaté jednozna¢né, stavovy priib&h f : [to, t] — P takovy, Ze f(t;) =
= (vo, Wo, Xo), f(z) se vidy promitd (pfi projekci B x M — B) do bodu g¢(7) a f je ne-
spojité jedin€ tam, kde je to ddno pfechodovym metabolickym systémem. Tak mj. ¢a-
sovému prib&hu danému formulemi v = rsin ¢, w = r cos t odpovidd stavovy prib&h
popsany v 2.4 (viz téZ obr. 2). D4 se zjistit, Ze ,,skoro viem* spojitym Fidicim pribg-
him odpovidaji jednoznain& piisluiné stavové prubshy (jeZz vsak, obecnd feeno,
jsou v nékterych bodech nespojité). Skoky, které se vyskytuji u té€chto prib&hi, jsou
préve skoky (pfechody) obsaZené ve zmin&ném prechodovém metabolickém systému.

Shrneme nyni nékteré spoleéné diileZité rysy uvedenych prikladé. MéEli jsme vzdy
jisté topologické prostory B, P (v naSich pfikladech bylo vidy P = B x M, v pfikladg
1 pak pfimo P = B x M), projekci (spojitou) prostoru P do B (tuto projekci oznagime
n) a — coZ je nejpodstatnéj§i — jistou korespondenci, kterd kazdému, popf. ,,skoro
kazdému® spojitému Fidicimu prib&hu g :[t,, {] = B a bodu x, € P (takovému, Ze
n(x,) = g(t,)) piitazovala stavovy prib&h f : [t,, {] — P (pfipadn& nespojity), spliujici
vzdy podminku n(f(1)) = g(v).

Timto shrnutim jsme jiZz zdroveli naznacili obecnou definici dynamického systému;
bylo by jen tieba precizovat nékteré formulace a hlavné poloZit vyslovn¢ na zminénou
korespondenci né€které pfirozené poZadavky.

Z uvedeného ndznaku definice a z ptikladd je jiz zhruba patrné, jak lze pojmout
obohaceni (viz 1.8, 2.4) soustavy poli, pfechcdového metabolického systému apod.
pomoci prib&hit fidici veli€iny. Tak napf. mdme-li pfechodovy metabolicky systém,
pak se mu pfifadi dynamicky systém zplisobem, ktery byl pro specidlni pfipad naznacen
v pfikladé€ 3. U tohoto systému pak mizeme vzit v ivahu uréitou neprdzdnou mnozinu
(opatfenou p¥ipadné jistou strukturou) p¥ipustnych Fidicich prib&ht. Takovou mnoZinu
muliZeme nazvat heteronomni dynamikou daného prechodového metabolického systému.

2.6. Jednim ze zvld§t duleZitych piipadu je ten, kdy zmin€nou mnoZinu pfipustnych
fidicich prib&hii 1ze pojmout jako mnoZinu realizaci jistého stochastického procesu;
mluvime pak o stochastické heteronomni dynamice. ProtoZe tuto dynamiku budeme
jesté potfebovat v odd. 3, pfipomeneme ted ve struénosti a zjednodusené definici stochas-
tického procesu v té formé&, v jaké se ndm bude hodit pozdéji.
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Re&eno intuitivng, méme ndhodny (stochasticky) proces tehdy, kdy% se jist4 veliina
méni v fase ndhodnym zplisobem podle urditych pravdépodobnostnich zdkonitosti.
D4 se pak pro kazdy okamZik ¢ mluvit napf. o pravdépodobnosti toho, Ze zkoumand
veli¢ina (jde-li o veli¥inu nabJvajici redlnych hodnot) nabyla hodnoty z usiitého inter-
valu; dd se také mluvit o pravd&podobnosti toho, Ze celkovy ¢asovy pritbéh velitiny mg
tu a tu vlastnost, oviem jen pokud jde o vlasinost v jistém smyslu ,,dostatelné jed-
noduchou®.

Dostatedn& piesnou (i kdyZ pon¥kud odlidnou od bé&nych formulaci) definici sto-
chastického procesu lze nyni vyslovit pro pfipad veliiny s Ciselnymi hodnotami timto
zplisobem: Stochasticky proces je ddn, je-li ddna neprdzdnd mpoZina T < R (velmi
fasto se za T bere mnoZina v¥ech nezdpornych redlnych &isel nebo viech pfirozenych
éise]), neprdzdnd mnoZina A < R” (mnoZina p¥ipustnych &asovych prab&hi &ili realizaci
stochastického procesu) a pravd&podobnostni rozd&lenina A spliiujici jisté podminky;
piesnéji feleno, je ddna mnoZinovd g-algebra & na A a g-aditivni pravd&podobnostni
mira na &f; predpoklddd se, Ze ka¥dd mnoZina tvaru {feof :a < f(¥) < B}, kde
teT,u, f e R, patfido .

Uvedeme jet& piiklad (dosti trivizilni) stochastického procesu. PoloZime T =
= {x :x 2 0},za Avezmeme mnoZinu viech spojitych f : T — R, pronez f'(f) = 1 na
kazdém intervalu (n, n + 1). Za of vezmeme nejmensi z téch o-algeber, kieré se sklddaji
z podmnoZin mnoZiny A a obsahuji viechny mnoZiny tvaru M(t,«, ) = {fed:a <
< f(2) < B} kde t €T, a, B € R. Stochasticky proces, o ktery nyni jde, se d4 intuitivng
popsat takto: velitina x se m¥ni v ka?dém intervalu (n, n + 1)linedrn& s rychlosti 1 nebo
—1; v celodiselnych bodech se miZe ndhodn¥ zm&nit rychlost, a to takovym zpilsobem,
Ze pro kazdy interval (n, n + 1) je rychlost 1 i rychlost —1 stejn& pravdépodobnd.

Formdlni definici procesu, ktery zde médme, nebudeme explicite uvddit; dostane se
viak snadno, kdyZ si uvédomime, Ze na intervalu [0, n| md proces celkem 2" rliznych
realizaci, jeZ jsou siejn® pravd&podobné; kaZdd z nich odpovidd n8které posloupnosti
(15+.0s), kde v; = %1 je rychlost na intervalu (i — 1, i).

30

3.1. Budeme se nyni zabyvat pouZitim nékterych myslenek metody katastrof p¥i mate-
matickém modelovini roztrou$ené sklerézy mozkomi¥ni (poznamenejme, Ze pies svij
ndzev nemd tato choroba Zidnou souvislost se sklerézou cév, arteriosklerdzou, 1 kdyz
tato arteriosklerdza postihuje mozkové tepny). Zminéné pouZiti vystupuje v nyn&j¥im
&ldnku pfedeviim jako ukdzka aplikace elementarnich pojmd Thomovy teorie v kombina-
ci s klasickymi prostfedky; v chystané druhé &dsti &ldnku poslouzi téZ k ilustraci obecnych
uvah o aplikacich,

Priib&h onemocnéni je u riiznych pacientl velmi rozdilny; jestlie se Casovy pribéh
vyjadii tak, Ze se celkovy stav pacienta ohodnoti podle urditych zavedenych zdsad na
jisté stupnici, dostdvdme kiivky velmi rozdilného tvaru. Tato rozmanitost zt&Zuje mate-
matické modelovdni a zdroveii je jednim z diivodii, proé¢ pouZiti matematickych metod
pii rozboru zminénych prib&hi je zajimavé i po matematické strance.
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3.2. Aby popis modelu a jeho ucel byl srozumitelny, uvedeme ted ve zhuiténé formé
nékteré zdkladni udaje o celkové povaze roztrousené sklerdzy. Bliz§i informaci Ize najit
v kazdé vétsi ucebnici neurologie; &etné kiivky prib&hu onemocn&ni, aviak jen pro
chronicko-progresivni obdobi (viz ddle) jsou uvedeny v publikaci [13], jeZ obsahuje
téZ strucné udaje o literatufe.

Roztrou$end skleréza mozkomi$ni je velmi zdvazné onemocnéni, postihujici centrdlni
nervovy systém, mozek a michu mnoha roztrouSenymi, vzdjemné& nesouvisejicimi
lozisky. V téchto loZiskdch dochdzi k rozpadu pochvy nervovych vldken, kterd v oblasti
loZiska ztrdceji schopnost vedeni vzruchu. Je-li vedeni vzruchu pferuseno na jednom
nebo vice mistech nervového vldkna nebo skupiny vldken, ztréceji tato vldkna schopnost
své zdkladni funkce, totiZz pfeddvdni vzruchu, vytvofeného v téle nervové buiiky, na
jiné nervové buriky aZ kone¢n€ na motoricky apardt, svalstvo.

Tato porucha funkce nervovych vldken se pak projevuje u nemocného ztrdtou nékte-
rych funkci nervového systému. Jsou postizeny prevdzné funkce hybné, zvldsté hybnost
dolnich koncetin, €asto je poruSena schopnost piesného a cileného pohybu v disledku
poruchy moze€kovych funkci nebo dostfedivych drah, je patrna porucha rovnovdhy
a okohybnych funkci pfi poruse vldken mozkového kmene a velmi charakteristickd je
i porucha zraku, zpisobend poruchou funkce zrakového nervu. Nejéastéjsi a nejzdvaz-
né&jsi je porucha hybnosti dolnich kondetin.

Roztrousend loziska v mozku a miSe nevznikaji nardz, ale postupné a mezi vznikem
dalgich loZisek se miiZe funkce nervovych vldken aspori ¢dsteén€ a na zacdtku onemocné-
ni ¢asto i upln& upravit. Vznik loZisek se projevuje ndhlou ztrdtou né&kterych funkci;
tuto ndhlou ztrdtu nazyvdame atakou, Upravu funkci nazyvime remisi. Po néjaké dobé,
v priméru za 1,5 roku, dojde k nové atace, sledované novou remisi. Tento stav se
nékolikrdt opakuje, pfitom stupeil remise, tj. Upravy funkce, se obycejné pozvolna
zmen3uje, aZz dojde k tomu, Ze stav se jiZ neupravuje, a vlivem vzniku dalsich loZisek se
piipadné bud ndrazovité, nebo plynule pozvolna zhorSuje. Toto zhor§ovdni nezfidka
vede k pozvolné, nejprve ¢dsteéné, pozdé€ji n€kdy i Gplné ztrdt€ schopnosti samostat-
ného pohybu; v nepfiznivych p¥ipadech je nemocny upoutdn na lizko, nékdy po mnoho
let, a podléhd n&kterému zénétlivému onemocnéni, které napadlo oslabeny organismus.

Uvedeny priib&h, charakterizovany na zacdtku onemocnéni vznikem ndhlé poruchy
funkce, sledovanym pozvolng&jsi restituci, remisi, vyjadfuje nejzfetelngji typické rysy
tohoto onemocnéni. Onemocnéni viak také miZe hned na zacdtku probihat bez remisi,
chronicko-progresivng, a vyskytuji se i jiné typy prub&hu, z nichZ jsou nékteré piizni-
vEjsi.

3.3. Tento zvldstni priib&h, s atakami a remisemi, si lze vysvétlit plisobenim vlastni
patogenni noxy, o niZ se zminime pozd€ji, na funkci nervovych vldken, tzv. axont.
Pii vzniku ataky a ztrdté tzv. myelinové pochvy, sloZené z lipidl a bilkovin, dojde ke
ztrat& funkce. Pozdgji, aniZ se pochva obnovi, dojde k tpraveé funkce, takZe axon pfejde
znovu do stavu funké&niho. Jde vSak o jiny stav, neZli kdyZ byl axon zcela neporusen,
a to prdveé pro ztrdtu myelinové pochvy. Axon vSak miiZe pfejit — a v pozdé&jsich stadiich
nemoci vétSinou skuteéné pfechdzi — do stavu, kdy je definitivn€ a ireverzibilné ztracena
i jeho funkce. MiiZeme tedy rozezndvat ¢tyfi anatomicko-funkéni stavy. Stav A4, kdy
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je axon neporusen po strdnce anatomické a funk¢ni, stav B, kdy je axon porusen po
strance anatomické, ale vyhovuje po strance funkCni, stav C, kdy je poruSen po strdnce
anatomické i po strdnce funkéni, ale je schopen restituce, a stav D, kdy je poruSen po
strdnce anatomické i funkCni a neni jiZ schopen restituce. Ataka probihd za vzniku
axonil typu C z axont typu A (popf. B), remise probihd za vzniku axont typu B z axontl
typu C. Narustdni trvalych poruch je zplisobeno stdlym nartstanim mnozstv1 axoni
typu D.

Vznik roztrouSenych loZisek v centrdlnim nervovém systému pii této nemoci byl
doneddvna zcela nevysvétlen. Dnes se nahromadilo jiZ mnoZstvi novych fakti, kterd
ndm dovoluji uéinit si celkem uceleny obraz o podstaté tohoto onemocnéni. Jde o one-
mocnéni zdnétlivé, zplsobené virem typu paramyxovirll, nejspiSe virem spalni¢ek nebo
jemu podobnym. PomnoZeni viru vyvold imunitni reakci typu bunécné imunity, kterd
vede k nahromadéni bilych krevnich bun&k, prevdzné lymfocytd v nervové tkdni. Tyto
lyfmocyty zptsobuji destrukci pochvy axonti. Tato imunitni reakce neni, zd4 se, zaméfe-
na pfimo proti viru, protoZe lymfocyty nemocnych nerozezndvaji virus spalniéek jako
cizi latku. Reaguji vSak na bilkoviny, které vznikaji p¥i pomnoZeni viru v builkdch
tvoficich obal axonti. Neschopnost reagovat na spalni¢kovy virus je pravdépodobné
vrozend, protoZe jsou prokdzdny i jiné vrozené abnormni imunologické reakce u ne-
mocnych roztrousenou sklerézou. Pro vrozenou ,,vnimavost* vii€i nemoci, kterou dnes
miiZeme spiSe charakterizovat jako vrozenou abnormni, respektive defektni imunitni
reakci, sv€dCi i to, Ze z celé populace, kterd se setkala se spalni¢kovym virem, onemocni
jen né&ktefi jedinci, Cast&ji.Zeny.

3.4. PopiSeme nyni matematicky model roztrouSené sklerézy mozkomisni, k némuz se
dospélo pfi vyzkumu provddéném spolecné€ obéma autory ¢ldnku. Nejdfive poddme
popis modelujiciho matematického systému, a to tak, aby byl v podstaté srozumitelny
i bez znalosti pojmi probiranych v odd. 1 a 2 (ob&asné odkazy na tyto oddily maji
vétsinou jen poukazovat na §irsi SOUVISlostl) V 3.6 pojedndvdme o vécné interpretaci
tohoto systému, tj. uvddime vlastni model. V 3.7 pak naznaCime uvahy, které vedly
k modelu, a pfipojime nékteré pozndmky. /

Nejdfive se budeme zabyvat systémem, jenz md vyjadfovat priibéh onemocn&ni na
nevelkych ¢asovych usecich. Mdme dvé veliiny z, s, jeZ slouZi k vyjddfeni dvou riiznych,
ale navzdjem souvisejicich déji. O tom mluvime podrobné&ji v 3.6; zde jen uvedeme, Ze
veliina s md odpovidat stavu nemocného vyjddfenému podle urcité stupmce (viz 3.1),
popf. pottu nefungujicich axonu (viz. 3.3).

Vzdjemny vztah veli€in z, s a jejich moZné Casové prub&hy jsou v modelujicim systému
uréeny (1) jistou funkei H(p, z, s), resp. rovnici H(p, z, s) = 0, pfidemZ p lze, dokud se
omezujeme na.pomérng malé Casové Useky, povaZovat za konstantu, (2) jistymi
zékonitostmi, resp. omezenimi, tykajicimi se ¢asového pritb&hu veliciny z.

Na H se kladou tyto poZzadavky: (1) dd se ziskat vhodnou transformaci z ,,kanonické-
ho* vyrazu Hy(p, z,s) = —s> + p s + z; presnéji feCeno, existuje difeomorfismus ¢
prostoru vektord (p, z, s), pfi némZ se tento prostor zobrazuje na sebe, plati H =
= H, o ¢ a zachovdvaji se vertikdly i jejich orientace, tj. pfechdzi-li transformaci ¢ bod
(pi> 21> 5;) v bod (B;, Z;, 5;) a je-li pfi tom py = py, 2y = z,,5, < 55, pak je Py = P,
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Z; = Z,, §; < 53 (2) pfi vzristu z rostou (nebo aspoil neklesaji) hodnoty s urdené
rovnici H(p, s, z) = 0. Pozdgji (v 3.5) poloZime na H jest& jeden pozadavek, a pfi pouZi-
véni modelu se mohou kldst poZadavky dalsi.

Vyraz H(p, s z) uruje asovy prib&h s(t) v ndsledujicim smyslu: pfi zmén& veliiny
z se bod (z, s) pohybuje po kiivce dané rovnici H(p, s, z) = 0, pfi dosaZeni horniho,
resp. dolniho zdhybu (bodu, v némZ je téz 0 H[0 s = 0) viak preskakuje z horni &4sti
na dolni, resp. z dolni na horni. Jde tedy o pfechodovy metabolicky systém (viz 2.2)
obohaceny o heteronomni dynamiku (Viz 2.5).

Zékonitosti Ci spi§e omezeni pro mozné ¢asové pritbéhy veli€iny z formulujeme dosti
volng, napf. takto: Gasové priib&hy z(t) jsou realizacemi jistého stochastického procesu,
pficem? (1) je vzdy a < z(t) £ b, kde veli€iny a, b lze, pokud jde jen o nevelké Easové
useky, pojimat jako konstanty; (2) stochasticky proces 1ze dostaten& dobte aproximo-
vat (ve smyslu, ktery se precizuje n&kterym z b&Znych zplsobii) procesem, jenZ je,,sloZen
ndhodnym zptsobem* z usekid, v nichZ z roste od hodnoty a k jakési hodnot& b’ < b
a pak klesd zpét, a Gsekd, kde je stdle z = a.

Uvedeny systém jiZ poskytuje nékteré casové prib&hy, jez odpovidaji empirickym
zji§t€énim. Jde zejména o priibéhy, jeZ jsou zndzorn€ny na obr. 4; podotykdme, Ze ne-
zndzoriujeme ,,kanonickou* k¥ivku —s* + p s + z = 0, nybrZ jistou transformovanou
kfivku H(p, s, z) = 0, Ze ve shod& s béZnym zpiisobem zakreslovédni priib&hu onemocnéni
nandSime kladné hodnoty s smérem dolli a Ze stavové priib&€hy jsou zakresleny jen
kvalitativng. Priibéh I: proménnd s ponc¢kud vzroste a pak se vréti k vychozi hodnot¢;
to odpovidd pfipadu, kdy z postupuje od hodnoty a k jakési hodnotg, kterd je jeste
pfed zdhybem, a pak zpét. Prib&h II: v jistém okamZiku s podstatn& vzroste, a to
skokem; potom se néjakou dobu velmi pozvolna zmenSuje, a pak dojde k ndvratu
skokem (s ndsledujicim povlovnym ,,dob&hnutim*). Prib&h III: podstatny vzriist
s jako v prub&hu II, aviak s tim, Ze po obdobi malého poklesu se promé&nnd s ustdli
v poloze, jeZ odpovidd hodnoté z = a, aviak na dolni &dsti kfivky H = 0. Prib&hy
(I1), (III) nastdvaji, postoupi-li veli¢ina z za ,,zdhyb“; o tom, zda nastane (II) nebo
(II0), rozhoduje pak poloha kfivky H = 0 vzhledem k pfimce z = a.

3.5. Systém, ktery md modelovat delsi obdobi, popf. cely prib&h onemocnéni, se nyni
dostane tak, Ze p, a, b se pojmou jako proménné. Pfitom se pfedpoklddd, Ze Casovy
pribéh p(?) je pln& urlen Sasovym priibdhem s(f) a Ze obdobng Easovy prib&h velidiny
z plné urduje pribéh veli€in a, b.

Specifikujeme to takto: (1) p(t) je jistym funkciondlem F, prib&hu veliiny s v intervalu
[0, ], (2) a(t) — a(0) je integrélem jisté veli&iny f,(z(t)) + @4(1), kde f,, @, jsou dané
nezdporné funkce, a obdobny vztah plati (s funkcemi f,, @,) pro b(f) — b(0); pfitom
jsou dosti plauzibilni nékterd zjednoduSeni, napf. miZeme patrné pfedpoklddat, Ze je
viude @ (t) = ¢,(t) = 0. Funkciondly F, lze pro obdobi atak s remisemi pfiblizn&
vyjédrit tak, Ze F(s) je integrdlem jisté veliCiny g(s(z)) + h(z). Pro chronicko-progresivni
obdobi je tfeba vzit podstatné jiny vyraz; t€émito otdzkami, jeZ se jiZ spiSe tykaji konkrét-
niho uplatnéni modelu, se v§ak zde nebudeme zabyvat.

Dodejme, Ze urgité daldi poZadavky se kladou téZna H; velmi zhruba fedeno, pfirostou-
cim p se musi k¥ivka H(p, z, s) = 0 posunovat doleva. V prib&hu doby se tedy kfivka
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H =0 a pfimka z = a sblizuji a pak protinaji (v dolni &sti kfivky); potom misto
prib&hii typu II (viz 3.4) se objevuji prib&hy typu III (viz obr. 5).

Uvedenymi udaji je popsdn modelujici systém, pfiemZ viak H je urleno jen ,,aZ na
difeomorfismy*, a stochasticky proces, jeho realizacemi jsou priib&hy z(t), ani funk¢iond-
ly F, nejsou dosti precizovdny; funkce f,, ¢,, atd. lze pojimat jako jakési ,,parametry*
systému. V modelujicim systému je tedy jest& velkd volnost; aZ mu ddme (v 3.6) explicitni
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Obr. 4. V levé poloving je zndzornén prib&h pomoci veli¢in z, s; v pravé poloviné piisluiny Easovy
prabéh veli¢iny s.
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interpretaci, budeme sice mluvit o modelu, spiSe v§ak plijde o modelové schéma. P¥esto
viak lze jiz takto, popf. po Cdstecné specifikaci, odvodit nékteré ovéfitelné zdvéry
kvalitativniho rdzu, napf. o nariistdni pravdépodobné frekvence atak; to, Ze zdvéry jsou
spiSe kvalitativni, neni v zdsad€ na zdvadu a také odpovidd zde povaze empirickych dat.

Je tfeba jest€ dodat, ze modelujici systém lze chdpat jako piechodovy metabolicky
systém (2.2) obohaceny o stochastickou heteronomni dynamiku (2.6); pravidlo, jeZ
pfitazuje pribghu z(¢) priib&h s(f), je zde velmi jednoduché, aviak pravidlo, kterym je
pribéhu z(f) pfifazen prostfednictvim s(t) priib&h p(t), je pom&rng slozité.

3.6. Rekneme nyni pongkud podrobnéji, jak jsou redlnym jeviim a zdkonitostem pfi-
fazeny matematické veliiny a vztahy uvedené v 3.4, 3.5; tim se teprve ze systémi,
které jsme tam probirali, stdvd model. Interpretace, kterou uvedeme, zdleZi v urcitém
shrnujicim pohledu na zkoumanou nemoc; miZe byt pfipadné modifikovédna.

Jak jiz bylo naznaleno, pfedpokldddme dva zdkladni d&je: jednak zdnét a jeho
potlaeni, jednak zmény funk¢&niho stavu axontl, tj. ztrdtu a regeneraci funkce. Zdnétlivy
d&j se v modelu vyjadfuje jako Easovy pribéh &iselné veliiny z (zdn&t). Pfedpokldddme
o ni, Ze se miize pohybovat mezi hodnotami a, b (viz 3.4), pfi¢emZ a odpovid4 vyhasnuti
zénétlivého procesu (ai na piipadna residua), b jeho maximdIni intenzitg.

Zanétlivy dé&j vyvoldva prechod axonil z normdlniho (funkéniho) stavu do stavu
afunk&niho; obrdcenym smérem pusobi spontdnni regeneracni procesy, popf. podporo-
vané 1é¢bou, které pfi ustupovdni zan€tu zplsobi ndvrat poskozenych axonti do stavu,
v ném jsou schopny funkce. Tento d&j (ztréta a regenerace funkce) je v modelu souhrnn&
vyjddfen Casovym priib&hem Ciselné prom&nné s (stav axond, popk. celkovy stav ne-
mocného).

Prvni d&j (zdndt a jeho potlafeni) mé Fidici Glohu. Jeho pribgh je urlovdn Fadou
okolnosti; &etné z nich se vzhledem k uvaZzovanym zdkladnim d&jim jevi jako ndhodné.
Proto se prvni dé&j vyjadfuje v modelu pomoci stochastického procesu, o némz Cinime
jen velmi vieobecné predpoklady (sr. 3.4).
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Poloha k¥ivky H(p, z,s) = 0, kde p je parametr, spolu s polohou piimky z = a
uréuje mozné priub&hy s(t), jez maji odpovidat skutecnym prub&€hiim v daném stadiu
nemoci. K¥ivku H = 0, kterou budeme nazyvat prvni izoklinou (je izoklinou pro rovnici
ds/dt = H), 1ze chdpat jako mez, na niZ se zastavuje pohyb veli€iny s af jiZ seshora doli
& obrdcen; pfesn&ji fedeno, tento vyznam md ,,atraktorovd &dst kiivky (viz 2.1).
Pfimka z = q, jiZ nékdy fikdme ,,druhd izoklina* (aé sizoklinami z teorie diferencidlnich
rovnic p¥imo nesouvisi), vyjadfuje minimdlni hodnotu zdn&tlivého procesu. Zpiisob,
jakym obg izokliny a konkrétni priib&h veliCiny z uruji Sasovy pribéh s(r), byl jiz
popsdn v 3.4, 3.5.

Uplnéjsi systém z 3.5 zachycuje navic je$t& tyto okolnosti: jednak pretrvdvajici
a povlovng narfstajici rezidua zdn&tlivého procesu, jednak postupnou latentni (neproje-
vujici se bezprostfedn& ve funkénich zméndch axonil) deterioraci prisluiné nervové
tkdné. Axon, ktery byl v afunkénim stavu a regeneroval do stavu, v némZ je schopen
funkce, md totiz, jak pfedpokldddme, vét§i ndchylnost — za jinak stejnych podminek —
ke ztraté funkce, a po této ztrdt€ md mensi schopnost k nové regeneraci: zdroveii miize
dochdzet k latentni deterioraci axonil téZ celkovym vlivem probihajicich patologickych
procesti. To se v modelu vystihuje jednak posunem druhé izokliny, tedy zm&énami velii-
ny a, jednak posunem prvni izokliny, pfesnéji feeno, pfechodem od mensich k vétS§im
hodnotdm parametru p. Poznamenejme jesté, Ze systém z 3.5 miize vyjddfit téZ nartstdni
meznich hodnot b zdnétlivého procesu; této moznosti zatim nevyuZijeme, a proto také
neinterpretujeme piipadny Sasovy priibéh b(r).

Jak se snadno ovéfi, vzrostou-li veliiny a, p tak, Ze izokliny se jiZ protinaji v dolni
¢dsti 1. izokliny (tj. tak, Ze na pfimce z = a jsou dva atraktory pole H), nemohou se jiZ
vyskytnout ataky s remisemi; vyskytuje se v podstaté jen trvalé zhorSovani s pfipadnym
pfechodem do staciondrniho prib&hu. To odpovidd, odmyslime-li si pfipadny vliv
1é¢by, redlnym prib&hiim.

Nekteré predchdzejici pozndmky jiz naznacCuji, Ze po kvalitativni strdnce vystihuje
model empirickd data pomé&rn€ uspokojivé .Otdzkami presnéj§iho a podrobnéjsiho
ovéfovdni modelu se zde oviem nem@iZeme zabyvat.

3.7. PopiSeme nyni zplisob, kterym lze dojit k modelu, a tim zdroveii pon€kud doplnime
jeho zdGvodnéni nastinéné v 3.6. Popisovany zplisob odpovidd ostatné také — ov§em
jen v hrubych rysech — skute¢nému prib&hu tvah, jez vedly (po n&kterych pfedb&znych
pokusech) k nyn&jsimu modelu.

Vyrazny rys priibéhu onemocnéni u znaéné &dsti pacientil, totiZ ataky s remisemi,
pfipomind tzv. relaxacni oscilace, a to vede k domnénce o tloze kfivek s dvojim ,,z4-
hybem®. Ta okolnost, Ze rozsah a frekvence atak s remisemi se méni a nakonec ¢asto
dochdzi k nevratnym zhorSenim, vede k doménce, Ze se poloha, popf. tvar zminénych
kfivek pozméfiuje; z toho pak vznikd domnénka o uloze plochy H(p, s, z) = 0, kde se
H dostane zplisobem popsanym v 3.4. Tuto domnénku lze pfitom opfit o zdkladni
uvahy z Thomovy teorie, z nichZ vyplyvd, Ze situace uvedeného druhu (tf'i proménné,
ataky s remisemi, pfechod k nevratnym zméném) Ize za n€kterych okolnosti modelovat
s pouZitim plochy zminéného typu; z Thomovy teorie ovSem nikterak nevyplyvd, Ze by
to byla v jejim rdmci jedind moZnost. ‘
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Nyni se zkusi pojeti, pfi némZ md podstatnou tlohu autonomni dynamika (viz 2.4)
a zp&tny vliv priib&hu s(f) na priibéh z(¢). Ukazuje se viak, Ze by to vedlo k interpretaci,
kterd neni v souladu s uzndvanymi poznatky o roztrousené skleréze. Proto se piejde
k heteronomni dynamice (viz 2.5), a to — z diivodlt uvedenych v 3.6 — stochastického
rdzu.

Jakmile je$t€ vézmeme v tivahu latentni deterioraci axont, vyjddfenou ¢asovym pri-
b&hem p(r), dospivdme v hlavnich rysech k nafemu modelu (modelovém schématu).

Jak je patrné, mély mySlenky Thomovy metody pfi vytvafeni modelu spiSe heuristickou
ulohu. To, Ze déje, u nichZ se vyskytuji ataky s remisemi a pfechod k nevratnym zmé&ndm,
se leckdy daji vyjadfit s pouZitim vyrazi H(p, z, 5) uvedeného typu, je ostatn& poznatek,
ktery byl zndm i z jinych souvislosti. Pfesto mé€la podle naSeho ndzoru Thomova metoda
pro formovdni modelu podstatny vyznam, a to jak zapojenim do SirSich souvislosti,
tak zejména tim, Ze vyrazné€ ukazovala nové moZnosti vystiZeni dat, jeZ nemaji plné
kvantitativni povahu; v naSem piipadg jde totiZ o stupnici (viz 3.1) povahy spise kvali-
tativni.

Je také tieba Fici, Ze medely, k nimZ se dosp&je pomoci Thomovy metody, mohou
nékdy slouzit také k tomu, aby se vytvofil dalsi model jiného druhu a aby se popfipadé
pracovalo s ob&éma modely. Tak je tomu i v naSem piipad€; o tom vsak bude fe€ az
v druhé &dsti Elanku.
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